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Algebraische Topologie

Ubungsblatt 2

Prisenzaufgabe 1. Eine Teilmenge A C X eines topologischen Raumes (X, O) heiit abge-
schlossen, falls X \ 4 € O.

(a) Zeigen Sie: Eine Abbildung f: X — Y von topologischen Ridumen ist stetig genau dann,
wenn das Urbild f~!(B) jeder abgeschlossenen Menge B C Y wieder abgeschlossen ist.

(b) Die Relativtopologie oder induzierte Topologie Oy einer Teilmenge V' C X ist definiert
wie folgt:

Fir U Cc V gilt U € Oy genau dann, falls eine Teilmenge U C X, U € O existiert mit
U=0UnV.

Zeigen Sie: Falls A C X abgeschlossen ist und B C A ist abgeschlossen in der Relativtopo-

logie von A in X, so ist B abgeschlossen in X.

(c) Sei f: X — Y eine beliebige Abbildung und X = U ;A; mit A; C X abgeschlossen.

Zeigen Sie: Falls f|a,: A; — Y stetig ist fiir jedes i = 1,...,n, dann ist auch f stetig.

Aussage (c¢) wird in der Vorlesung im Beweis von Lemma 2.1 verwendet.

Der komplex projektive Raum CP” ist definiert als der Raum der komplexen Ursprungs-
geraden im C"*! oder gleichbedeutend als der Quotientenraum von C"*!\ {0} unter der Aqui-
valenzrelation

x~y <= 3INeC\{0}: y= .

Den gleichen Quotientenraum erhilt man, wenn man diese Aquivalenzrelation nur auf der Ein-
heitssphire S2"+1 ¢ C"*! (und mit |A\| = 1) betrachtet. Wie im reellen Fall (Ubungsblatt 1)
bezeichnet man die Aquivalenzklasse eines Punktes (o, ..., Ty) mit homogenen Koordinaten
[To i ... 2] R R

Die Ein-Punkt-Kompaktifizierung C von C ist definiert als die Menge C = C U {0}
(d.h. die disjunkte Vereinigung aus C und einer Menge mit genau einem Element, das wir mit
oo bezeichnen), mit der folgenden Topologie: Die offenen Mengen von C seien genau die offenen
Teilmengen von C C C und die Mengen der Form C \ K mit kompaktem K C C.

Prisenzaufgabe 2. (a) Zeigen Sie, daf§ C tatsichlich ein kompakter topologischer Raum ist.
Zur Erinnerung: Ein topologischer Raum (X, ) heifit kompakt, falls jede offene Uber-
deckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h. falls fiir jedes System von offenen
Mengen {U,: o € A} (mit A einer beliebigen Indexmenge), das X = UyecaU,, erfiillt, eine
Auswahl von endlich vielen Mengen U,,,...,U,, existiert mit X =U,, U...UU,,,.

b.w.



(b)

Zeigen Sie, dafl die Abbildung

cpPt — C
[z - ] . Zl/Zo, falls 2’07&0
021
0, falls zg =0

ein Homoomorphismus ist.

Hausaufgabe 1. (a) Sei X C R? der ‘Kamm mit unendlich vielen Zinken’

1 (1 1
X =10,1 0yu{o 0,-|U — 0,-1,

0,11 0y 0103 < 03] u U {7} x [o.5]
mit der vom R? induzierten Topologie. Zeigen Sie: Der einpunktige Unterraum von X be-
stehend aus dem Punkt (O, %) € R? ist Deformationsretrakt von X, aber nicht starker
Deformationsretrakt.
Zeigen Sie, da fir p =[0:...: 0 : 1] € RP" das Komplement RP"\ {p} einen RP"~! C RP"
als starken Deformationsretrakt besitzt. Gilt das auch, wenn man den Punkt p € RP”
beliebig wihlt?

Hausaufgabe 2. Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhingend, falls es zu je zwei
Punkten xg,z1 € X einen Weg u: [0,1] — X gibt mit u(0) = xo und u(l) = z1. Mit m(X)

wird die Menge der Wegkomponenten bezeichnet, d.h. der Quotientenraum von X beziiglich der

Aquivalenzrelation

x~y <= I Wegvon z nach y.

Schreibe [z] fiir die Aquivalenzklasse von z. Zeigen Sie:

(a)

(b)

()
(d)

Jeder zusammenziehbare Raum X ist einfach zusammenhéngend, d.h. X ist wegzusam-

menhéngend und es gilt m1(X) = {e}.

Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist durch fi[z] := [f(z)] eine wohldefinierte
Abbildung f.: 7(X) — 7 (Y) gegeben.

Ist f: X — Y eine Homotopiesiquivalenz, so ist f. : mo(X) — mo(Y) eine Bijektion.

Die Menge mo(X) 148t sich auffassen als die Menge der Homotopieklassen von stetigen Ab-
bildungen S° = {—1,1} — X, die den Punkt —1 € S° auf einen fest gewiihlten Basispunkt
zo abbilden.

Abgabe der Losungen zu den Hausaufgaben:
Donnerstag 29.10.26 vor Beginn der Vorlesung oder in den Briefkdsten
im studentischen Arbeitsraum des MI (3. Stock).



