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Priasenzaufgabe 1. Gegeben sei ein kommutatives Diagramm von Gruppen und Homomorphis-
men mit exakten Zeilen:
1 2 As 3 Ay

A . A, . As
fi fa f3 fa f5
B, Ji B, J2 Bs J3 B, Ja Bs

Bestimmen Sie die minimalen Annahmen an fi, fa, f4, f5 (bzgl. Injektivitit und Surjektivitit), die
garantieren, dafl f3
(i) injektiv, (ii) surjektiv, (iil) bijektiv

ist. Zeigen Sie durch Beispiele, dafl diese Annahmen nicht weiter abgeschwicht werden kénnen.

Priasenzaufgabe 2. Zeigen Sie auf zwei verschiedene Weisen, daf§i R nicht homdomorph zu R™
ist fiir n # m, und zwar durch Betrachten
(i) von R™\ {0}, bzw. (i) der Ein-Punkt-Kompaktifizierung von R™.

Hausaufgabe 1. In der Vorlesung haben wir konkret die Kettenkomplexe der singuldren Ketten
in einem topologischen Raum betrachtet, aber es handelt sich hier um rein algebraische Konzepte.

Seien also C,C’ zwei Kettenkomplexe, d.h. C = {(C,,,): n € Ny} ist eine Folge von abelschen
Gruppen C,, und Homomorphismen 9,,: C,, — Cp_1,
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so daB 8,1 0 &, = 0 fiir alle n € N, und analog fiir ¢’ = {(C},, 9;,)}. Man kann dan die Homologie eines
solchen Kettenkomplexes definieren durch H, (C) = ker 9,/ im 95,4+1. Wo notwendig, setzen wir Cj = 0 fiir
k <O0.

Eine Folge f von Homomorphismen f,,: C, — CJ, heifit Kettenabbildung, falls 8,0 f,, = fn_100,, fiir
alle n € No. Eine solche Kettenabbildung induziert eine Folge f. von Homomorphismen f{™: H,(C) —
H,(C".

Wie in Lemma 3.4 der Vorlesung nennen wir zwei solche Kettenabbildungen f, g kettenhomotop,

falls es eine Folge von Homomorphismen ¢, : C, — Cj, 4, fiir n > —1 gibt, so da8
Gn — fn = 0ni10¢@n +@n_100, fir alle n € No,
siehe dazu das Diagramm im Skript auf Seite 49. Mit dem dortigen Argument sieht man, dafl dann f, = g..
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(a) Zeigen Sie, dafl die Eigenschaft, kettenhomotop zu sein, eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Kettenabbildungen C' — C’ definiert.

(b) Zwei Kettenkomplexe C, C’ heiflen kettensiquivalent, falls es Kettenabbildungen f: C' —
C" und g: C" — C gibt, so dafl go f und f o g kettenhomotop zu idc bzw. ide sind; die
Kettenabbildungen f, g heiflen dann Kettenfquivalenzen. Zeigen Sie, dafl die Eigenschaft,
kettendquivalent zu sein, eine Aquivalenzrelation auf jeder gegebenen Menge von Ketten-

komplexen definiert.

Hausaufgabe 2. Sei (X, A) ein Raumpaar und 7: X — A eine Retraktion. Zeigen Sie den
Isomorphismus
H,(X)= H,(A) @ H,(X, A) fiir alle n € No.

Hausaufgabe 3. Sei X ein topologischer Raum. Betrachte den Kettenkomplex {én,én}, WO
5n = C,(X) fiir n € Ny, 5_1 = Z und én = {0} fiir n < —2. Hier ist d,, der iibliche Randoperator
9, fiir n > 1, und 9y Co(X) — Z ist der Augmentationshomomorphismus, definiert durch

50(2 n;T;) = > n; fiir eine Kette von singulidren 0-Quadern T;.
(a) Zeigen Sie, daB dy 0 d; = 0.

Die Homologiegruppen H,(X) := kerd,/imd, ., dieses Kettenkomplexes heiBen reduzierte
Homologiegruppen von X.

Zeigen Sie weiter:
(b) Es gilt H,(X) = H,(X) fiir n > 1.
(¢c) Die reduzierten 0-Zykel Zo(X) = ker & bilden eine Untergruppe von Z(X) = Co(X), und
man hat eine kurze exakte Sequenz
0 — Ho(X) — Ho(X) — Z — 0.
Es folgt Hy(X) = Ho(X) & Z.

(d) Ein Raum X heifit azyklisch, falls H,(X) = 0 (d.h. H,(X) = {0} fiir alle n € Z). Welche
der folgenden R&ume sind azyklisch?
(i) * (i) R3 (iii) R + R3 (iv) 0
Hier bezeichnet + die topologische Summe, d.h. die disjunkte Vereinigung mit der offensicht-

lichen Topologie.

Abgabe der Losungen zu den Hausaufgaben:
Donnerstag 19.11.26 vor Beginn der Vorlesung oder in den Briefkésten
im studentischen Arbeitsraum des MI (3. Stock).
Die Ubung am 11.11.26 entfillt aufgrund lokaler Brauchtumsfeierlichkeiten.



