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1. VORLESUNG, 16.04.2009

1. KOMPLEXE ZAHLEN UND FUNKTIONEN

1.1. Der Korper der komplexen Zahlen.

Die komplexe Ebene und die Riemannsche Zahlenkugel bilden den Grundbereich
der Funktionentheorie; dort sind ihre Objekte, die analytischen Funktionen, definiert
und dort haben sie ihre Werte.

Auf R? fithren wir eine Addition und Multiplikation wie folgt ein:

(x,y) + (u,v) == (x + u,y +v)

(1.1 (z,y) - (u,v) := (vu — yv, 20 + Yu) .

1.1.1. Satz. (R? +,-) ist ein kommutativer Korper mit Nullelement (0,0) und Eins-
element (1,0). Dieser Korper heifst Korper der komplexen Zahlen, bezeichnet mit
C:= (R? +,-).
Das Inverse von z = (x,y) # 0 ist
(=)
172 + y2’ ZL‘2 + y2
Die Abbildung ¢ : R — C, ¢(z) = (z,0) hat die Eigenschaften

plet+y) =el@)+ely)  eley) =e@)ely) . »1)=(01,0),
d.h. ¢ ist ein Kérper-Homomorphismus.

Die komplexen Zahlen {(z,0) : « € R} bilden einen Kdrper mit der induzierten
Addition und Multiplikation (1.1). Wir sagen, dass {(z,0) : = € R} ein Unterkorper
von C ist. Der Homomorphismus ¢ : R — {(z,0) : x € R} ist bijektiv, d.h. ein
Isomorphismus. Wir identifizieren deshalb R mit {(x,0) : z € R} und sagen, dass R
ein Unterkorper von C ist.

Wir schreiben fiir (z,0) kurz z, also 0 fiir (0,0), 1 fiir (1,0), usw.

1.1.2. Definition. Die (nicht-reelle) Zahl i = (0, 1) hei3t imagindre Einheit . Es gilt
i =(0,1)(0,1) = (0 —=1%2,0-14+1-0) = (=1,0) = —1.
Fiir z = (z,y) schreiben wir nun
z=(2,0)+(0,y) = (z,0) + (0,1) - (v,0) = = +3y.

Dann heil3t = Realteil von z, und y heilst Imagindrteil von z, geschrieben Re z := ,
Im z := y. Man beachte, dass der Imaginarteil y reell ist. Zahlen der Form iy mity € R
heilfen auch (rein) imaginar.

1.1.3. Definition. Die konjugierte Zahl zu z = x + iy ist Z := x — iy.

1.1.4. Satz (Rechenregeln). Fiir alle z,w € C gilt:
D zFw=z4+w,z-w=2 W
(i) z+zZ=2Rez 2 —Z=2ilmz.
(iii) z2=Z < z2z€eR, 2= -2 z iR
(iv) z-Z2=224+y?> > 0fiir z = v + iv.
V) Z=z

1.1.5. Definition. Fiir z € C heildt |z| := vz -z = /22 + y? der Betrag von z. Fiir
z € Rist |z| = v/22 der {ibliche Betrag von reellen Zahlen.
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1.1.6. Satz (Rechenregeln fiir den Betrag). Fiir alle z,w € C gilt:

(1) 2] 20, |2| =0 z=0.
(ii) Ist 2 # 0, so gilt 27! = z/|z|*

(ii)) |z] = ||
(iv) |Rez| < |z|, |[Imz| < |z|.
) [z w] = |z] - Jwl.

(vi) |z 4+ w| < |z] + |w| (Dreiecksungleichung).
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn z = 0 (bzw. w = 0) oder w/z € Ry (bzw.
z/w e Ry).

(vii) ||z| — |w|| < |z — w| (umgekehrte Dreiecksungleichung).

1.1.7. Geometrische Deutung der komplexen Zahlen. Wir veranschaulichen uns
seit Gaufd die komplexen Zahlen geometrisch als Punkte in einer Ebene mit recht-
winkligen Koordinaten, genannt Gauf$sche Zahlenbene (oder als Vektoren mit Ur-
sprung im Nullpunkt (0,0) und Endpunkt in (z,y)).

imaginire Achse

(0,y) (z,y)
~— — — — — *
|
|
|
|
|
I
0.0) %x 0) reelle Achse

Die Addition komplexer Zahlen ist dann die {ibliche Vektoraddition nach der Par-
allelogrammregel.

imaginare Achse

reelle Achse

(0,0)

|z| ist der Euklidische Abstand des Punktes z = (x, y) zum Ursprung.
Z ist die Spiegelung des Punktes z = (x,y) an der reellen Achse.
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1.1.8. Topologie von C. Als bekannt vorausgesetzt werden die metrischen und to-
pologischen Grundbegriffe (Metrik, Norm, Cauchy-Folge, offen, abgeschlossen, kom-
pakt, zusammenhdngend, Rand, innerer Punkt, Hiufungspunkt usw.) sowie die Be-
griffe Grenzwert, Stetigkeit usw., die ausfiihrlich in der Vorlesung Analysis I behan-
delt worden sind.

(C,| - |) ist ein normierter Raum. Auf C betrachten wir stets die von der Norm | - |
induzierte Topologie. (C,| - |) ist ein Banachraum, d.h. jede Cauchy-Folge bzgl. | - |
konvergiert.

Ein topologischer Raum X hei8t kompakt, wenn X die Heine-Borel-Uberdeckungs-
eigenschaft hat, d.h. wenn aus jeder offenen Uberdeckung (V;);c; von X endlich vie-
le iq,...,4; ausgewahlt werden konnen so, dass schon X = U’:Zl V; . Die Familie
(Viy, ..., Vi) heiBt Teiliiberdeckung, und die Heine-Borel-Uberdeckungseigenschaft
kann auch so formuliert werden: Jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche Teil-
{iberdeckung’.

In C gelten die Sitze von Bolzano-Weierstrass und Heine-Borel.

1.1.9. Satz (Bolzano-Weierstraf3 in C). Jede beschrdnkte Folge in C besitzt einen Hdu-
fungswert.

1.1.10. Satz (Heine-Borel). Sei K C C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) K ist kompakt, d.h.jede offene Uberdeckung von K besitzt eine endliche Teiliiberde-
ckung.

(ii) K ist folgenkompakt, d.h.jede Folge in K hat eine in K konvergente Teilfolge.
(iii) K ist abgeschlossen und beschrdnkt.

Ein topologischer Raum X heil3t zusammenhdngend, wenn es keine Zerlegung von
X in zwei nichtleere disjunkte offene Teilmengen U, V' gibt. X heil3t wegzusammen-
hdngend, wenn es zu allen z,y € X eine stetige Abbildung ~ : [a,0] — X mit
v(a) = z, v(b) = y gibt. Eine Teilmenge A C X heil3t zusammenhdngend (bzw. weg-
zusammenhéngend), falls A versehen mit der Teilraumtopologie zusammenhingend
(bzw. wegzusammenhingend) ist. Eine offene und zusammenhédngende Teilmenge
D C C heil3t Gebiet.

1.1.11. Satz. Sei D C C eine offene Menge. Dann gilt: D ist ein Gebiet genau dann,
wenn D wegzusammenhdngend ist. Genauer: fiir jede x,y € D gibt es einen Streckenzug
[0, x1) U [x1, 22) U ... U [zg_1, 2] C D wobei zg = x und zy, = y.

1.1.12. Definition (Zusammenhangskomponente, Wegekomponente). Sei X ein to-
pologischer Raum. Die Vereinigung aller zusammenhdngenden Teilmengen A von X,
die x € X enthalten, heil3t Zusammenhangskomponente X (z) von x. Wir sprechen
auch kurz von Komponenten. Die Vereinigung aller wegzusammenhangenden Teil-
mengen A von X, die z € X enthalten, heil3t Wegekomponente von x. Ein Raum X
heil$t lokal (weg-) zusammenhdngend, wenn zu jedem = € X und jeder Umgebung
U von x eine (weg-) zusammenhadngendende Umgebung V' C U existiert.

1.1.13. Bemerkung.

(1) Die Zusammenhangskomponenten von X sind zusammenhingende abgeschlos-
sene Teilmengen von X.

1,,Tei1“ heil3t nicht, dass nur ein Teil von X iiberdeckt wird, sondern dass man nur eine Teilmenge
der Indizes benutzt.
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(2) Ist y € X(x), so gilt X(z) = X(y). Eine Komponente ist eine maximale zusam-
menhédngende Teilmenge von X. Ein Raum ist disjunkte Vereinigung seiner Kompo-
nenten.

(3) Ein Punkt y ist in der Wegekomponente von x, genau dann, wenn x und y durch
eine stetige Kurve in X verbindbar sind. Eine Wegekomponente ist eine maximale
wegzusammenhédngende Teilmenge von X. Ein Raum ist disjunkte Vereinigung sei-
ner Wegekomponenten.

(4) Die offenen Mengen von C sind lokal wegzusammenhingend (nach Satz 1.1.11
auch lokal zusammenhéngend).

1.1.14. Satz.

(i) Die Komponenten eines lokal zusammenhdngenden Raumes sind offen.

(ii) Die Wegekomponenten eines lokal wegzusammenhdngenden Raumes sind offen und
stimmen mit den Komponenten iiberein.

(iii) Die Aussage (ii) trifft insbesondere fiir offene Mengen in C. Eine solche Menge hat
hochstens abzdhlbar viele Komponenten (= Wegwkomponenten) und diese sind offen.
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