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6. VORLESUNG, 04.05.2009

2.2.6. Beispiel. (i) Fiir z,w € C sei [z, w] die Kurve
v:[0,1] = C, ~({t)=(1—1t)z+tw,

genannt die Strecke von z nach w. Es ist [z, w]™' = [w, 2].

Fir zy, 2, .. ., 2, bezeichnen wir mit 21, 29, . .., 2] = [21, 22] * [22, 23] * ... % [2;m_1, 2Zm)
den Streckenzug von z; nach z,, iiber 2, ..., z,_1.

Ein Streckenzug der Form [z, 2] * |22, 23] * [23, 21] hei3t Dreieckskurve.

z3
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(ii) Seien z, € C, r > 0. Dann definiert v : [a,b] — C, v(t) = 2o + re" einen positiv

orientierten Kreisbogen. Wenn b = a + 2k7 mit k € N ist, so wird der Kreis {z € C :
|z — z9| = r} genau k—mal durchgelaufen.

2.2.7. Definition. Fiir f : [a,b] — C stetig, f = u + iv, setze

/abf(t)dt = /abfdt = /abu(t)dt+i/abv(t)dt

2.2.8. Lemma. Fiir f,g : [a,b] — C stetig gilt:

6]
/ab(f+g)dt::/abfdt+/abgdt, /ab()\f)dt:A/abfdt, NeC,

b b
dt| < dt < - (b —
[ rae< [ <splyl- (b0

(iii) Sei F' : [a,b] — C mit F'(t) = %E(t) = f(¢) fur alle t € [a,b)].
Dann gilt

(i)

b
/ fdt = F(b) — Fla).
(iv) fo — f gleichmdpig in [a,b] = [* fadt — [ fdt (n-so0).
Beweis :

Zu (ii): Sei z := f;’ fdt. Ist z = 0, so ist (ii) klar. Falls z # 0, schreibe z = |z|e?*, also

b b b b
ol =z = [ fevar=Re [ geisar— [ Retre i< [ ria
‘ ‘ Yodpeems
<|fe—ie|=

Zu (iii): Hauptsatz fiir Real- und Imaginarteil.
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2.2.9. Definition. Sei v : [a,b] — C ein ¢'-Kurve, f : |y| — C stetig. Das Kurvenin-
tegral der 1-Form f(z)dz = fdz ist

/f dz—/fdz—/f

Das Integral nach Bogenldnge von f ist

/Wd—/f (t)ldt.

=/|d2\ =/ 7/ (t)]dt.
Y a
ist die Ldnge der Kurve +.

Ist v eine stiickweise ¢'-Kurve, v = 7, * ... * 7,, eine Zerlegung in ¢'-Kurven,
f i |y| — C stetig, setze

(2.8) / fdz = / fdz+ .. fdz

Dieser Wert ist von der Zerlegung unabhingig.

2.2.10. Lemma.
(i) Beide Typen von Integralen sind linear;, z.B.

/W(Alfl+>\2f2)dZ=Al/wfldsz)\g/wfgdz.

(ii) Formel (2.8) gilt auch, wenn ~y,, . .., ,, nur stiickweise € sind.

(iii) Invarianz gegeniiber Parametertransformationen: Sei 7 : o, ] — [a, b] bijektiv
und stetig differenzierbar, so dass 7'(s) # 0 fiir alle s € |«, 5] (Parametertransformati-
on) und sei v : [a, b] — C eine ¢'—Kurve. Dann gilt:

[wadz:[ysgn(r’)fdz.
/W_lfdz:—/vfdz.

(iv) Zusammenhang zwischen Stammfunktion und Kurvenintegral:
Ist f stetigin D, F : D — C Stammfunktion von f (siehe Definition 2.2.3), so gilt

‘/ﬂdwth@»—ﬂﬂw)

Insbesondere

Insbesondere gilt fiir jede geschlossene stiickweise ¢ '—Kurve:

Lf@ﬁhz

Hat eine stetige Funktion f : D — C eine Stammfunktion, so hdngt das Kurvenintegral
von f(z)dz nur von Anfangs— und Endpunkt der Kurve und nicht vom Verlauf der Kurve
ab, d.-h. sind v,72 : [a,b] — D stiickweise €'~ Kurven mit y,(a) = va(a), 71(b) = 72(b),

so gilt
/fdz:/ fdz.
et 72




22

Diese Eigenschaft heifst Wegunabhdingigkeit des Kurvenintegrals von fdz.

(v) Sei f stetig auf dem Trdger der stiickweisen ¢ '—Kurve .
Dann gilt die Standardabschdtzung fiir Integrale:

’/vfdz‘ S/W|f||d2| SSEF|f|-£(7).

Bewelis :
Zu (iii):

/Voffdzz/ﬂfovw)(s) (yoT)(s)ds

Je] 7(B)
- / (f o) (r(8) 7 ((s)) 7'(s) ds = / (fom)(t) - (t)dt
R e e a

M =S ()

p—— / (f o)t/ (1) dt = sgn(r") / fd-

weil /7(5) f falls 7 wachsend d.h. 7/ > 0
= —f falls 7 fallend d.h. 7/ < 0 .

Zu (iv):
/fdz_/ ro@n = [ e D
_/ Z(Fen)(t)dt = F(3(b) — F(y(b))
nach 2.2.8
Zu (v):
| [ rae =1 [ oy dt|</|f DI () de
—:f, I711dz

< sup |f ot |/w )| dt

te(a,b|

= sup | f(2)[£(7)

z€ly|

g

2.2.11. Satz (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale). Sei D C C ein Gebiet, f : D — C
stetig. Dann sind dquivalent:

(i) f besitzt eine Stammfunktion,
(i) f f(2)dz = 0 fiir jede geschlossene stiickweise ¢'—Kurve,
(iii) das Kurvenmtegral von fdz ist wegunabhdngig.

Zusatz. Ist das der Fall, so ist eine Stammfunktion durch

_ /g@ ac = /Z:f(é) i

gegeben, wobei z beliebig und fest ist und ~, eine beliebige stiickweise €*~Kurve von z
nach z in D ist. (z.B. ein Streckenzug; existiert stets, da D Gebiet).
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Beweis : (i)=-(ii) folgt aus Lemma 2.2.10(iv).

(ii)=(iii) Seien v, § Kurven mit demselben Anfangs- und Endpunkt. Dann ist v * 6!
geschlossen und

Ozl*élf(z)dz:/vf(z)dz+ 61f(z)dz:/7f(z)dz—/6f(z)dz.

(iii)=(i) Seien w € D beliebig, fest. D offen = 3 p > 0: B,(w) C D.
Sei ~,, ein Streckenzug von z; nach w in D. Dann ist v, * [w, 2] ein Streckenzug von
zp nach z in D fiir alle z € B,(w).

fY’UJ
Es folgt
F(z) = / IRIGES
- / £(0)de + / £(0)de
i [,2]
= F(w) + f(w)(z - w) + /<f<<>—f<w>>d<, da /dczz—w.
[w,2] [w,2]

fstetiginw=Ve>036€(0,0) Vz € Bs(w) : |f(z) — f(w)| <e.
Wegen der Standardabschétung 2.2.10(v) gilt:

’/[wz](f(o—ﬂw))dcj Ss/ dC| = ez — w]

[w,2]
und daher . .
Tl A CO T
Z—>00 Z — W

also ist ' komplex-differenzierbar in w und F'(w) = f(w). O
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