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8. VORLESUNG, 11.05.2009

2.3.2. Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete). Sei D C C ein Sterngebiet
und f : D — C holomorph. Dann gilt f7 f(z)dz = 0 fiir alle geschlossenen stiickweise
¢'—Kurven in D. Insbesondere besitzt f eine Stammfunktion in D.

Beweis : Folgt aus 2.3.1 und 2.2.12. O

2.3.3. Satz (Cauchysche Integralformel). Sei f : D — C holomorph in der offenen
Menge D. Wenn

(2.9) B.(z) C D
ist, so gilt :

2.10) fl2) = & J(©)

2T JoB, (z0) (—=z

dC, ﬁir z € BT(ZO>

Beweis: Sei z € B,(z,) gegeben. Wegen (2.9) gibt es p > r mit B,(z,) C D. Sei C;

die durch Pfeile
| SQ

8Bp(20)

OB, () B

angeordnete Kurve, wo der kleine Halbkreis um z den geniigend kleinen Radius § > 0
hat. Entsprechend ist C5 konstruiert durch Spiegelung um Zz;z.
Sind 54, S, senkrechte Halbgeraden zu Z,z durch z, so sind H; = B,(z) \ 5, Stern—
geblete (j = 1,2). Die Funktionen H; > ( — f (O sind holomorph und fc C(C) a¢ =
j = 1,2, nach 2.3.2 Wir addieren beide Integrale und dabei zerlegen wir sie in
Strecken— und Halbkreisintegrale. Die Anteile iiber die Strecken heben sich wegen
der verschiedenen Orientierungen auf:
. / G / Q¢ _ / [©Qd¢ / £(Q)d¢
¢ — C—2 C—2 (=2
Cl 02

OBy (z0) 0Bs(z)

f(Qd¢ f2+5€” it o it
/ C—Z_/ - / ide dt—zo f(z+de)dt

OBy (20) 0B;s(z)

:i/[f(z—f—(Se“)—f(z)]dt—l—i/f(z)dt

(6-0) —2rif(2)

}/Qﬂ[f(z-i-(seit) dt| max |f(z+de") — f(2)|-2r — 0, §—=0.
0

te(0,27]
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Sei v eine geschlossene Kurve in C und z € C\ |y|. Die Windungszahl (Umlaufzahl)
ist

TETon C
und gibt an, wie oft die Kurve v den Punkt z im positiven Sinn umléuft. Z.B.

v:[0,2n] = C, y(t)=e* k€Z ~ n(y,0)=k.

Es gilt n(vy,z) € Z. Beweis: Zerlege a = ¢y < ¢; < ... < ¢, = b, so dass y =
Yiew_r.er] © [Ck—15¢x] — Ui, wobei ein Zweig des Logarithmus ¢, : U, — C auf U,
existiert. Dann gilt v = ~; * ... % ~,, und
2mi-n(y,2) = Y = [(v(er)) = e(v(ch-1))]
k=1

k=1 ’Yk
-1

= Ln(v(em)) = (7)) + D [e(v(cr)) = lra(v(cr))]

N (.

1

3

i

e2miZ e2milZ

da fiir zwei Zweige (1, > des Logarithmus gilt ¢(z), (2(2) € log|z| + i arg z + 27wiZ.

2.3.4. Satz (allgemeine Cauchy-Formel). Sei D ein Sterngebiet, f : D — C holomorph.
Sei vy eine geschlossene stiickweise ¢'~Kurve und z € D \ |y|. Dann gilt:

n(r.2) 27TZ/C—Z

Beweis : Schreibe

o [ [0zt 1,
Nach Definition ist fy J;TZ d¢ = 2mi - n(7, z). Definiere
FO-1(2)
, (#z
oD —C, ¢g.(()= ==
g 9:(¢) { o)L =

g. ist holomorph in D\ {z} und stetig in D. Das Lemma von Goursat und der Cauchy-
sche Integralsatz sind noch giiltig (sieche Ubungsblatt 5, 2a). Also fv g-(¢)d¢ = 0 und
das erste Integral in () verschwindet. O]

Fiir v = 0B, (2) gilt
1 s A BT’(’ZO)
n(y,z) = 7
0 , z2¢ B.(z),
also

L 1@, _{f(2> . 2€Bi(=)
S (=

0 B, :
9B, (a) ) z ¢ (ZO)

2.3.5. Satz (Potenzreihenentwicklungssatz). Sei D C C offen, f : D — C holomorph.
Sei zg € D und p = d(29,0D) := i%fjj |z — 29| > 0. Dann gilt
ze

— Zan(z — )" fiir alle z € B,(z) ,
n=0
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wobei

(2.11D) a, = L/ Lal,z fiiralle r € (0, p) .
0By (20) (

270 z — zg)"H!

Beweis: Sei z € B,(z). Wahle r € (|z — 2, p).

Dann ist B,(2p) C B,(%) und die Cauchysche Integralformel impliziert

=5 [ a.

274 (—z
9By (20)
Nun ist
QO _ 19 £
(—2z (—z+z2—2 (C_Z0)<1_§:_§8>

und |z — 2| <7 = | — 2/, also Z_ 0 ~ 1. Somit gilt
%

i zZ— 2 n_ 1
(—2) 1—2=2"

n=0 ¢—20

Diese Funktionenreihe konvergiert normal und daher gleichméaRig fiir ( € 0B, (),

da
_ 2=l und i 2 = %1\ < 00
r s r '

Z— 20

¢— 20

sup
¢€dB:(20)

Wir erhalten somit:

-5 [ 2L fl (=2)

n

9B (20)
= 1 f(¢) n
:Z% (¢ — zp)H! &=z
=0 5B (20)

(Wir kénnen Integral und Summe vertauschen wegen der gleichméaRigen Konvergenz
der Reihe.) O

2.3.6. Folgerung. Sei D offen, f : D — C holomorph. Dann gilt:

(i) f ist beliebig oft komplex—differenzierbar, d.h. man kann induktiv definieren
f™ D — C, neNydurch fO = f, fO = f ) = (f*=DY_ Insbesondere
sind alle Ableitungen f™ holomorph.
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(ii) Es gilt

fiir alle r € (0,d(z,0D)).  (Cauchy-Formel fiir Ableitungen)
(iii) f ist um jedes zy € D in eine Taylorreihe entwickelbar:

>, fn)
f(z) = Z fn—ﬁzo)(z —2)"  fiir alle z € By(z,.0p)(20) -
n=0 ’

Beweis : Nach 2.3.5 gilt Z an(z — z9)", mit a,, aus (2.11). Aus Beispiel 2.1.7(iv) wis-
n=0

sen wir, dass eine Potenzreihe gliedweise differenziert werden darf, also
oo
f'(z) = Z nay(z — z)"
n=1

fiir alle z € B,(%). Dasselbe Argument induktiv angewendet zeigt, dass f unendlich
oft komplex—differenzierbar ist und

k=n

fiir alle 2 € B,(2). Fir z = 2, folgt f"(z) = nla,, also a, = - O
n.

2.3.7. Bemerkung.

(i) Sei D c C offen. Eine Funktion f : D — C heilst um den Punkt 2, € D in eine

Potengzreihe entwickelbar, falls es p > 0 gibt und eine Potenzreihe Z an(z — z)", so
n>0

dass B,(z0) C D und f(z) = > " jan(z — 2)" fiir alle z € Bp(zo)_. Die Funktion f

hei3t analytisch, falls sie um jeden Punkt z, € D in eine Potenzreihe entwickelbar

ist. Wir haben eben gezeigt:

f analytisch <= f holomorph.

(ii) Die Reihe in (i) ist durch f eindeutig bestimmt, da a, = % f"(z). Ist f analy-
tisch, so wird f durch seine Taylorreihe dargestellt.

(iii) Der Konvergenzradius der Taylorreihe von f kann echt grésser sein als der Ab-
stand d(zy, D) des Entwicklungspunktes zum Rand. Fiir den Hauptzweig log : C_ —
C hat die Taylorreihe in z5 € C_, Re zy < 0, die Form

tog(zo) + 3 Ty

n
nz;

n=1

mit Konvergenzradius |zy| > |Im zy| = d(29, 0C_).



