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13. VORLESUNG, 08.06.2009

2.8.3. Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir Ringgebiete).
Sei g holomorph im Ringgebiet

(2.14) K, r(z) ={2z€C:r<|z—2| <R} (0<r<R<+4o00, 2€C).

Dann gilt fiiraller <r; < Ry < R

(2.15) [ sa = [ s

[(—zol="1 |¢—z0|=R1

Beweis :

Wir fiihren geschlossene Kurven wie in Figur ein, die in Sterngebieten (eigentlich
Kreisscheiben) verlaufen. Auf diese Kurven wenden wir den Cauchyschen Integral-
satz an. Durch Addition der Integrale erhalten wir (2.15)

OJ

2.8.4. Satz (Cauchysche Integralformel fiir Ringgebiete). Sei f holomorph im Ring-
gebiet (2.14). Dann gilt fiir alle z € K,, g, (z) mitr <1 < Ry < R:

_ 1 f(Q)d¢ 1 f(Q)d¢

|¢—20|=R1 |¢—20]=71

Bewelis :
OBdA z;, = 0. Seien z,r;, R, wie oben fest. Wir wenden (2.15) fiir die holomorphe
Funktion an:

g: Kr,R(O) —C ) g(C) =

{f((g:i(z) . (#2
f/<Z) ) C:Z
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Es ist
RO N (5!
[ 0w [ TSy [ B [ TR i),
[¢|=R1 [{|=R1 |¢|=R1 [{|=R1
———
2wt da |z|<R1
o fOdc i FQdC
/ sac= [ TR s - / -
[¢|=r1 |¢|=R1 I¢]=r1
—_— ——

0da |z[>r1

g

2.8.5. Laurententwicklung. Sei f holomorph in einem Ringgebiet (2.14). Dann hat
f eine Laurententwicklung

o0

(2.17) fz)= Y anlz—2)", 2 € Kyp() .

n=—oo
Dabei sind a,,, n € Z eindeutig bestimmt durch

1 Q)¢
(2.18) Ap = / G r<o<nR.

. 1 9
2mi — 2zp)"t
I¢—20|=0

Beweis :
OBdA zy = 0. Es ist

1 £(0) fQd¢ 1
27 Q—z N 2m/ 1—— T 2w / Z;<_) )yt

n=0

[¢|=r1 I¢|=r1 I¢1=r1
_ _Z <2m / f(o¢cr dg) —(n+1)
I¢I=r1
0 . 1 f(§)d¢
= — ;a_nz y  Gep = % / g—n-i—l )
= I¢l=r1

Wegen || = r; < |z| konvergiert die Reihe gleichmalig auf {|¢| = r;} und die
gliedweise Integration ist erlaubt.
Wie im Potenzreihenentwicklungssatz erhalten wir

1 fQd¢ <~ 1 f(¢)d¢
%ICI—/R s _’;anz o 2m<|—/R -

Aus (2.14) erhalten wir (2.17). Allerdings haben wir in (2.18) nun ¢ = r bzw. p = R;.
f(Q) .

CnJrl .

Den allgemeinen Fall erhalten wir wegen (2.15) fiir ¢(¢) =

Fliraller < p <o < R gilt

f(¢)d¢ f(¢)d¢
/ (ntl :/ (ntl , neZ.

I¢l=e I¢|=0
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2.8.6. Laurentzerlegung. Sei f holomorph in (2.14). Dann existieren eindeutig be-
stimmte holomorphe Funktionen g : Br(0) — C, h: B1(0) — C, so dass

f(z):g(z—zo)—i-h( ) , 2 € K, r(%) und h(0) =0.

z— zy
Beweis : . .
g(w) = Z a,w" ,  h(w) = Z a_,w"
n=0 n=1
Eindeutigkeit: Ubung. O
2.8.7. Satz (Klassifizierung der isolierten Singularitiaten).
Sei zj eine isolierte Singularitdt der Funktion f und sei f(z) = f: an(z — zo)" die

Laurententwicklung von f in einem Kreisring B, (z) \ {20}. Die Singularitdt ist:

(a) hebbar < a, =0 fiir alle n < 0.
(b) Pol der Ordnung m <= a, =0fiirallen < —m, a_,, # 0.
(c) wesentlich < a,, # 0 fiir unendlich viele n < 0.

Beweis : Ubung. O
2.9. Folgen holomorpher Funktionen.

2.9.1. Definition. Sei D eine offene Menge, f,, : D — C, n € N. Wir sagen, dass (f,)
lokal gleichmal3ig gegen f : D — C konvergiert, wenn es zu jedem a € D ein § > 0
gibt, so dass f,, — f, n — oo gleichmaRig in Bs(a).

2.9.2. Satz. Sei D C C offen. Genau dann gilt f,, — f, n — oo lokal gleichmdysig in D,
wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C D gilt f,, — f, n — oo gleichmdfsig in K.

2.9.3. Beispiel. Sei f,, : D — C, f,(z) = 2". Dann f,, — 0, n — oo wegen | f,(z)| < r"
fir |z| < rund ™ — 0, n — oo fiir r < 1. Aber f, konvergiert nicht gleichmaRig
gegen 0, da || f.|lp = supp | fn| = 1. Also ist die lokal gleichmélige Konvergenz eine
schwichere Forderung als die gleichmél3ige Konvergenz.

2.9.4. Satz (Satz von Weierstrass). Sei D C C offen, f, € O(D) und f, — f, n — oo,
lokal gleichmdyfsig in D. Dann ist f € O(D) und fiir die Ableitungen hat man auch
B £ 8y s o0, lokal gleichmdfig fiir alle k € N,

Beweis : Zu z, € D wahlen wir r > 0 mit B,(zy) C D, also

fu(2) = L / fn(Q)d¢ fiir z € B, (%) (Cauchy Integralformel) .
271 (—=z

0By (z0)

Fiir z € B,(z) fest, fg_(? — ’g(_zz), n — oo, gleichméRig auf 0B, (z), konnen wir

Integral und Grenzwert vertauschen und erhalten

(=5 [ % cen).
9Br(20)
Daraus folgt, dass f holomorph ist (siehe z.B. 2.3.9). Sei nun K C D kompakt,
0 <r < dK,0D), K(r) = {z € C: d(z,K) < r}. Nach Satz 2.5.1 (Cauchysche
Abschatzungen) gilt: || £ — f®)|x < B f, — f| =0, n — oo. O
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