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16. VORLESUNG, 22.06.2009

Wir geben zwei Anwendungen des Satzes von Rouché. Es kommt darauf an, bei vor-
gegebener Funktion f eine Vergleichsfunktion ¢ mit bekannter Nullstellenzahl so zu
finden, dass die Ungleichung im Satz von Rouché erfiillt ist.

3.2.7. Satz (Fundamentalsatz der Algebra).
Ein nicht konstantes Polynom P € C|z] hat eine Nullstelle in C.

Beweis :
O.b.d.A.sei P(z) = 2"+ ap_ 12"t +...+ag,n > 1.
Setze f,g: C — C, f(z) = P(z), g(z) = 2". Fiir r > 0 hinreichend grol} gilt

[f(w) = g(w)] = lanw"™ + ... + a0l < [w"[ = g(w),

da -

lim Ap—1W +'”+GO:O.

wW—00 wn
Also folgt: N¢(0, B,(0)) = N,(0, B,(0)) = n, wobei N;(0, D) = Anzahl der Nullstellen
von f in D. O

Einen anderen Beweis haben wir in 2.5.4 mit Hilfe des Satzes von Liouville gegeben.

3.2.8. Satz (Hurwitz I). Eine Folge f,, € O(D) konvergiere lokal gleichmdfsig im Gebiet
D C C gegen f € O(D), Es sei U beschrdnkt und offen mit U C D, so dass f keine
Nullstelle auf OU hat. Dann gibt es einen Index my € N, so dass alle Funktionen f, f,
mit n > ny in U gleich viele Nullstellen haben.

Beweis :

Schritt 1: U = B,(2). Es gilt ¢ = min{|f(2)| : z € U} > 0. f,, — [ gleichméRig auf
OU = 3dny, so dass || f, — fllov < € fur alle n > ny = |fu(2) — f(2)] < |f(2)] fir alle
z € U, n > ny. Rouché = Behauptung.

Schritt 2: U beliebig. U kompakt = f hat in U nur endlich viele Nullstellen (Identi-
titssatz). Sie liegen alle in U = U\ dU, es gibt also paarweise disjunkte Kreisscheiben
Ui,...,U,inU,sodass fin K = U \ (U, U...UU,) nicht verschwindet. Da f, — f
gleichméaRig auf K, sind fast alle f,, Nullstellen-frei in K.

Schritt 1 = fiir fast alle f,, gilt N, (0,U;) = N;(0,U;) also Ny, (0,U) = N;(0,U). O

3.2.9. Satz (Hurwitz II). Es sei f,, € O(D) eine Folge von injektiven Funktionen, die in
D gleichmdfsig gegen f € O(D) konvergiert. Dann ist f entweder konstant oder injektiv.

Beweis :

Angenommen [ ist weder injektiv noch konstant. Seien a,b € D mit a # b, f(a) =
f(b). Seir > 0 mit B.(a) N B.(b) = . Die Funktion f — f(a) hat Nullstellen in « und
b und ist nicht identisch mit Null. Nach 3.2.8 haben fast alle Funktionen f,, — f(a)
fast gleich viele Nullstellen in B, (a) und B, (b), d.h. f,, nimmt den Wert f(a) in zwei
verschiedenen Stellen an. Widerspruch. O

3.3. Anwendung des Residuensatzes auf die Berechnung von Integralen. Zu-
néchst betrachten wir trigonometrische Integrale.

3.3.1. Satz. Sei R = g eine rationale Funktion. () habe keine Nullstelle auf |z| = 1.
Dann gilt

2m .
/ R(cost,sint) dt = 2w Z res, R
0

weD
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mit R(z) = 1R(L(z + 1), L(z = 1)).

z

Beweis :
Sei z € S, z = e = cost + isint. Dann

y 1( +_) 1<+1> - 1( _) 1< 1>
cost=—(z+2)==(z+ — sint=—(z—%2)=—(z— -
2 2 z ’ 2 2 ’

i i 2
also
s
. 1 1\ 1 ) 1 1 _
/R(cost,smt)dt:/R(§<z+;>,2—i<z—;)) EdZZQQMZreSwR.
0 oD web
U
Beispiel. Seiw € C, |w| # 1. Fir [ /27r dt ilt
. w e C, jw . =
P o 1—2wcost+ w? &
R(z,y) = — also
YT w0
~ 1 1 1 z 1

R = — = — g .
(2) z1=2w; (z+ ) +w? zz-w?2-wtwz (z—w)(l—wsz)

R hat genau einen Pol in I, namlich w falls |w| < 1 oder L, falls |w| > 1. Ist |w| < 1,
SO ist

= . ~ 1
res,, R = ;Elﬂ(z—w)R(z) kgl
Ist |w| > 1, so ist
~ 1y ~ 1 1
res,, R = lim <z——>R(z):lim W .
= w st w (z —w)(1 —wz)
I T T
w %—w_ —1
Es folgt
2
] 7T2 , Jw| < 1
—w
I = 5
T
o , Jw| > 1.

Wir betrachten nun uneigentliche Integrale.

3.3.2. Satz. Sei f holomorph in D \ F, wobei D D {z : Imz > 0}, F endlich und
FNR = (. Es existiere / f(z)dz und es sei lim zf(z) = 0. Dann gilt:
Z—00

—00

oo

/f )dx = 2mi Z res, f

Imw>0

Beweis: Sei~, : [0,7] — C, v,(t) = re'. Dann gilt

/ f(z)dx + f(2)dz = 2mi Z res, f
y(r)

Imw>0
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fiir r gentigend grof3. Standardabschétzung =

3.3.3. Folgerung. Sei R = g eine rationale Funktion, so dass () keine reelle Nullstelle
hat und grad Q > grad P + 2. Dann gilt

/ R(x)dx = 2mi Z res, R .

Im w>0

f(z)dz| <sup|f|-7r =0 , r—o00.
)

v(r y(r)

OJ

Beweis: grad @ > grad P+ 2 = |R(z)| = O(#) ,also lim zR(z) =0. O

Z—00
o) 2
I:/ * dz .
U e

Die Nullstellen des Nenners sind die 4-ten Wurzeln

Beispiel. Wir berechnen

2
Betrachte dazu R(z) =

1+ 247
von —1: (s 20m)
S - s .37 -5 s
{77 1 k=0,1,2,3) = {611,6137’@2577617}
- 37 s
e ets
. e
el e’
Flir w = €' gilt:
w] = li — . = = =—=-w=—=(1-
resy f = lim(z—w)- 7 F4 T (Ut )mw A dw AT 4\/§< '
. - 3T . .
Furwy =¢e'1 = w gllt:
) )
(h 1_ 1 __ ¢
resy, f = —5 = -w; = ——W = — (1—1i)
T g 4 1 42
Es folgt:
g P w2
W2 vz 2 V2



