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17. VORLESUNG, 25.06.2009

Wir wenden nun die Methode der Residuen fiir Integrale der Form

ff(w)ei&” dx . (%)

an.

3.3.4. Satz.

Sei F C H := {z € C : Imz > 0} eine endliche Menge. Sei f holomorph in einer

offenen Umgebung von H \ F, so dass lim f(z) = 0. Dann existiert fiir alle ¢ € R, das
Z—0

uneigentliche Integral () und

weF

/ f(z)e**dr = 2mi Z res, (f(2)e?).

Beweis : Betrachte r, s > 0 und das Quadrat wie in der Skizze. Wir wahlen r, s genii-
gend grof3, so dass F' C Q.

V3
t=r+s

V4 2

Es gilt:

2mi Z res, (f(2)e?) = /f(z)eigzdz
o0Q

weF

= | f(@)e®de + | f(2)e®Fdz+ | f(2)eFdz + | f(2)e®*dz
o fr frae|

Wir zeigen, dass /f(z)eigzdz — 0, wenn r, s — oo fiiri = 2,3, 4.

Vi

t t
‘/f(z)eigzdz‘ _ ’/f(s+iu)ei§(s+iu)du’ _ ‘/f(s—{—iu)eifse_gudu
Y2 0 0

¢
1 1—e

<l [ = 1l (~5e) || = 11l 2=

0

1
< gl =0, 500,
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Analaog

| [ roesds] < il 0. ro o
Y4

Im z=t Im z=t
—0

und
£z i€z _ =&t ..
‘/f(z)e dz| < sup |[e“*f(2)|(r+s)=¢ > -t sup |f(z)] = 0 fiirt — oco.
73

—0

OJ

3.3.5. Folgerung. Sei R = g eine rationale Funktion ohne reelle Polstellen und deg () >
deg P + 1. Dann gilt

o0

/ R(z)e®*dx = 2mi Z res,, (R(2)e"?)
s weH
fiir alle £ € R,.
Beweis : In der Tat, lim R(z) = 0. O
Z—00

Beispiel. Sei ¢ € R, Dann gilt

T it , el 2mie ¢ | Reb >0
— dx = 2miresy, — | =
xr —ib z —ib 0 , Reb< 0.

—00

Sei nun b € R, . Dann gilt

7 eise 2mie~ S0 fiir —
—dr =
x b 0 fur + .

—00

Summe und Differenz dieser Identitdten ergibt:

/ bxsojif dr = / ZZ,S l_rfbf dr = ge‘ﬁb (Laplace-Identititen) .
0 0
Anwendung: berechnen wir / ST (siehe Analysis-Skript, §6.6, Bsp. (7)). Es
0 x
gilt:
R . 0 .
rsinx rsinx
0 0

ist gleichmél3ig in b > 0. Daraus folgt, dass / MY 17 existiert und
T
0

[e.9]

o

sinx ) rsinx ™
/ dr = lim de = — .
0

S — x —_—
z b—0 | x2 4 b? 2
0
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3.4. Eine Homotopieversion der Cauchyschen Satze.

3.4.1. Definition. Zwei Kurven «a,f : [0,1] — D C C heillen homotop in D (bei
festen Endpunkten) falls eine stetige Abbildung H : [0,1] x [0,1] — D - genannt

Homotopie - existiert, so dass a(t) = H(t,0), 5(t) = H(t,1) fiir alle t € [0,1] und
a(0) = H(0,s) = p(0), a(l) = H(l,s) = p(1) fir alle s € [0,1]. Bezeichnung:
a ~ [ (mod D). Eine geschlossene Kurve « : [0,1] — D, «(0) = «a(1) = z heildt

nullhomotop, falls o zur konstanten Kurve () = z, homotop ist. Bezeichnung:
a ~ 0 (mod D). Ein Gebiet D C C heil3t einfach zusammenhdngend, falls jede
geschlossene Kurve in D nullhomotop in D ist.

Z1

a=H(-0)

3.4.2. Beispiel.

(1) Ist D C C konvex und «, 5 haben die gleichen Anfangs- bzw. Endpunkte «(0) =
£(0), a(1) = 5(1). Dann sind « ~ S und H(t,s) = (1 — s)a(t) + s5(t).

(2) Die Homotopierelation ~ ist eine Aquivalenzrelation. Sei

O(D, 2) = {a:[0,1] = D : a(0) = a(1) = 2}

Die Menge 7 (D; z9) = C(D, zp)/~ ist eine Gruppe bzgl. [a] - [§] = [ * ] und heif3t
Fundamentalgruppe von D bzgl. z,. Das Einselement ist ¢ = c¢,,, wobei ¢, (t) = z, flr
alle t € [0, 1]. Ist D wegzusammenhéngend, so sind 7 (D, z) und 7, (D, z;) isomorph
fiir alle 2o, 2, € D:isty:[0,1] = D, ¥(0) = 2, ¥(1) = 2y, so ist m (X, 20) = m1 (X, 21),
[a] = [y~'*ax~]. In diesem Fall lassen wir z, in der Bezeichnung weg und schreiben
m1(D). Fiir ein Gebiet D gilt:

D ist einfach zusammenhédngend <= m (D) =1 = {e}.

(3) Konvexe Gebiete und Sterngebiete sind einfach zusammenhéngend. Ein Ringge-
biet K, r(2o) ist nicht einfach zusammenhéingend.



einfach zusammenhangend

nicht einfach zusammenhéangend

59



	Vorles_fkt.pdf

