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2. VORLESUNG, 11.04.2013

Ein topologischer Raum X heift kompakt, wenn X die Heine-Borel-Uberdeckungs-
eigenschaft hat, d.h. wenn aus jeder offenen Uberdeckung (V;);e; von X endlich
viele 41, ..., 4 ausgewahlt werden konnen so, dass schon X = Ule V;. . Die Familie
(Viy, ..., Vi) heikt Teiliiberdeckung, und die Heine-Borel-Uberdeckungseigenschaft
kann auch so formuliert werden: Jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche Teil-
iiberdeckung’.

In C gelten die Sétze von Bolzano-Weierstrass und Heine-Borel.

1.1.9. Satz (Bolzano-Weierstrafs in C). Jede beschrinkte Folge in C besitzt einen
Haufungswert.

1.1.10. Satz (Heine-Borel). Sei K C C. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) K ist kompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von K besitzt eine endliche Teiliiber-
deckung.

(i1) K ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in K hat eine in K konvergente Teilfolge.
(111) K ist abgeschlossen und beschrinkt.

1.1.11. Satz (Satz vom Maximum und Minimum (Weierstrass)). Sei K C C eine
nichtleere kompakte Menge. Dann ist jede stetige Funktion f : K — C beschrinkt
und thr Absolutbetrag mimmt thr Maximum und sein Minimum an, d.h. es gibt

G, G2 € Komat [f(G)| < [f(2)] < [f(G)] fiir alle z € K.

Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdngend, wenn es keine Zerlegung von
X in zwei nichtleere disjunkte offene Teilmengen U, V gibt.

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) X ist zusammenhéingend.

(ii) Ist U € X nichtleer, offen und abgeschlossen, so gilt U = X.
(iii) Jede lokal-konstante Funktion auf X ist konstant.

(iv) Jede stetige Funktion von X nach {0, 1} ist konstant.

Sei X ein topologischer Raum. Eine stetige Abbildung 7 : [a,b] — X heifit Weg.
Der Punkt ~y(a) heifst Anfagspunkt und der Punkt ~(b) heifst Endpunkt von . Wir
sagen auch, dass v verbindet v(a) und ~y(b).

Ein topologischer Raum X heiit wegzusammenhdngend, wenn je zwei Punkte
durch einen Weg verbunden werden konnen.

1.1.12. Satz. FEin wegzusammenhdngender topologischer Raum ist zusammenhdn-
gend.

Die Umkehrung ist falsch (sieche Ubungsblitter).

L Teil* heiRt nicht, dass nur ein Teil von X iiberdeckt wird, sondern dass man nur eine Teilmenge
der Indizes benutzt.
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Sei nun X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifst zusammen-
héngend (bzw. wegzusammenhéngend), falls A versehen mit der Teilraumtopologie
zusammenhéngend (bzw. wegzusammenhéngend) ist. Wir interessieren uns in der
Funktionentheorie fiir Teilmengen von C. Auf einer Teilmenge von C betrachte wir
stets die Teilraumtopologie induziert durch die standard Topologie von C. Somit kon-
nen wir iiber zusammenhéngende (bzw. wegzusammenhéngende) Teilmengen von C
reden. Eine offene und zusammenhéngende Teilmenge D C C heiflt Gebiet.

Fiir z,w € Cheifst [z, w] = {(1—t)z+tw : t € [0, 1]} die Strecke von z nach w. Eine
Menge A € C heifit konvez, falls fiir alle z, w € A gilt [z,w] € A. Eine Menge A € C
heifst sternférmig, falls es ein z € A gibt, so dass fiir alle w € A gilt [z, w] € A. Jede
konvexe Menge ist sternformig, jede sternformige Menge ist wegzusammenhéangend
(also zusammenhéngend). Kreisscheiben und Halbebenen sind konvex (insbesondere
die Einheitskreisscheibe D = {z : |z| < 1}, die obere Halbebene H = {z : Re z > 0}).
Die geschlitzte Ebene C_ = C\ R_, wobei R_ = {z € R: 2 < 0}, ist nicht konvex
aber sternformig.

1.1.13. Satz. Sei D C C eine offene Menge. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) D ist zusammenhdngend (d.h. D ist ein Gebiet).

(ii) D ist wegzusammenhdngend.

(111) Fir jede x,y € D gibt es einen Streckenzug [xo, x1]U[x1, 22]U. . U[zk_1, 2] C D
wobei xg = x und T =y.

1.1.14. Definition (Wegekomponente). Sei X ein topologischer Raum. Zwei Punk-
ten x, y heifsen wege-dquivalent, falls sie durch einen Weg verbunden werden kénnen.
Dies ist eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklassen heifen Wegekomponen-
ten von X. Der Raum X ist disjunkte Vereinigung seiner Wegekomponenten.

1.1.15. Satz.
(1) Die Wegekomponenten einer offenen Menge in C sind offen (also Gebiete).
(i1) Eine offene Menge in C hat hochstens abzihlbar viele Wegekomponenten.

1.1.16. Bemerkung. Sei X ein topologischer Raum. Die Vereinigung aller zusam-
menhéngenden Teilmengen A von X, die x € X enthalten, heifft Zusammen-
hangskomponente X (z) von z. Die Wegekomponenten einer offenen Menge in
C sind offen und stimmen mit den Zusammenhangskomponenten iiberein. Deshalb
sprechen wir auch kurz einfach von Komponenten.

1.2. Riemannsche Sphére.

Wir ergénzen C durch ein (ideales) Element co ¢ C und setzten C=Cu {o0}. C
heifst die erweiterte Zahlenebene.

Wir fiihren eine Topologie auf C ein: U C C heift offen genau dann, wenn U N C
offen ist und falls co € U, gibt es M > 0 mit {z € C: |z| > M} C U. Eine Menge
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U C C mit oo € U ist offen genau dann, wenn C \ U kompakt in C ist. Fiir eine
Folge (z,) in C gilt z, — 00, n — 0o, genau dann, wenn |z,| — 0o, n — 0.
Setze S? = {(w,t) € Cx R 2R3 : |w|? +¢* = 1}. Mit Hilfe der stereographischen
Projektion definiere
w
0:5%5C, o(wt)=41-t’ (w,£) # (0.1)
00 , (w,t) = (0,1) =: N

(Man setzt die stereographische Projektion fort zu einer Bijektion von S? auf C
durch o(N) = oo.) Die Umkehrung ist gegeben durch

2z |z|2—1> 2% o0

o C— 52, o l(z) = <1+’z|2’1+|z]2
N

zZ =00

)

1.2.1. Satz. o ist ein Homdomorphismus.

Deshalb betrachten wir S? als ein Modell fiir (AI und nennen @ auch Riemannsche
Sphdre.

Erweiterung der algebraischen Operationen:
a-oo:%:oo, fiir a # 0
(1.2) a+ 00 =00, i:O, fiir a # oo
00

o0+ 00 =00

0
Nicht definiert sind 0 - oo, 0’ 00 — 00,

JE



1.3. Potenzreihen, Exponentialfunktion, Logarithmus.

1.3.1. Definition. Eine Funktionenreihe ) _;a,(z — 20)" heikt Potenzreihe mit
Koeffizienten a,, und Entwicklungspunkt zy. Der Konvergenzradius der Reihe ist

R:=sup{t € [0,00): (|a,|t") beschrinkt} € [0, 00].
Wir verabreden, dass Bg(zp) := C, falls R = occ.

1.3.2. Satz.

(a) Die Reihe ist in der Kreisscheibe Br(z) absolut konvergent.

(b) Die Reihe ist in jeder Kreisscheibe B,(zy) mit p < R normal (also auch gleich-
mdafig) konvergent.

(c) Die Reihe ist fiir |z| > R divergent.

Br(zp) = {# € C : |z| < R} heilt Konvergenzbereich der Potenzreihe. Die
Potenzreihe definiert eine Funktion P : Bgr(z) — C, P(z) = > .~ an(z — 20)".
Wegen der gleichméfigen Konvergenz in allen B,(zp) mit p < R ist P stetig.

Fiir eine Funktion f : D — C wird die Supremumsnorm durch

Ifllp = sup{|f(z)| :ZGD} € [0,00].

eingefiihrt. Eine Reihe ) _ f, von Funktionen f, : D — C heift normal konver-
gent, falls 3~ || fullp konvergiert. Konvergiert die Funktionenreihe ) - f, nor-
mal, so konvergiert sie auch gleichméafig. Konvergiert die Funktionenreihe Zn>1 fn
gleichméfig und sind f, stetig in D, so ist auc die Summe f =Y °  f, der Reihe
stetig in D,



