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5. VORLESUNG, 23.04.2013
Sei D C C offen, f: D — C reell-diftbar in 2y € D. Das Differential von f in zj ist

df (z9) = %(zo)dm + %(zo)dy € 4(C,C)
wobei Z(C, C) der C-Vektorraum der R-linearen Abbildungen von C nach C ist.
Z&(C,C) ist 2-dimensional mit Basis {dx, dy}.
Betrachte die folgenden Unterrdume:

Zc(C,C):={¢:C— C: ¢ C-linear}
Z=(C,C):={¢:C— C: ¢ C-antilinear}
(¢ C-antilinear : <= ¢ R-linear und £(\z) = M(z) fiir A,z € C)
Eine Basis in % (C,C) ist {dz},dz = dx + idy, und eine Basis in Z=(C,C) ist
{dz},dz = dx — idy. Es gilt
gR((Ca C) = ,,E/ﬂ(c((c, C) ® X@(C, (C) :
Zul e Z&(C,C), { = adzx + bdy, gibt es eine eindeutig bestimmte Zerlegung

0 =10+, mit {; € Z:(C,C), {, € Z=(C,C):
Wegen

dx:dz+d2 , dy:dz—i—‘dz
2 21
dz+d§+bdz+d§
2 2i

1 1
= i(a —ib)dz + §(a +ib)dz .

{=adxr+bdy =a

J/

~~ -~

=l =y

x
antilineare Komponenten von df (2o):

Fiir ¢ = df(z0),a = ?(zo),b = %(ZO) folgt die Zerlegung in C-lineare und C-

df (z0) = g—ﬁ(zo)dz + %(zo)dz
wobei
of 1,0f of of 1,0f Of
(2:5) 9~ 2l 7o) 3 alartiay)

Wir erhalten erneut:

fist C-differenzierbar in zy <= f ist R-differenzierbar in zy & df(zg) ist C-linear
<= f ist R-differenzierbar in zy & die C—antilineare

Komponente von df (zg) verschwindet

of
0z
(Cauchy-Riemannsche-Gleichungen)

<= f ist R-differenzierbar in z5 und (20) =0
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Ist f komplex-diferrenzierbar, so gilt nach (2.2), (2.5)

(2.6 O (o) = L o) = (o) -1 = f1(20)
Wenn wir z und Z als Variablen betrachten und eine Funktion
Z2+zZ z2—7Z
f(x’y):f< 2 2 )
nach z und Z mittels Kettenregel ableiten, erhalten wir die Formel (2.5). Dies be-
deutet, dass wir 9. 95 durch formelles Differenzieren nach den Variablen z und z
erhalten.

Dies erleichtert viele Rechnungen. Z.B.

8 n __ n—1 a n __
%Z =nz s gz =0.
0, . 0, .
$|Z| = &(ZZ) = Z.

Die Variablen z und 7 sind sicherlich abhéangig voneinander, aber beim Differenzieren
nach den konjugiert komplexen Variablen z und z darf man so tun, als ob z und
z unabhéngige Variable seien. Die Cauchy-Riemannsche-Gleichungen kann man so
deuten: Holomorphe Funktionen sind unabéngig von Z und hdngen nur von z ab.

Einige leichte Folgerungen aus Def. 2.1.1:
2.1.4. Folgerung. Ist f komplex-differenzierbar in zy, so ist f stetig in 2.

2.1.5. Folgerung. Ist D ein Gebiet, f : D — C holomorph mit f'(z) = 0, fir alle
z € D, soist f konstant.

Beweis: f holomorph = f reell-differenzierbar und df (z) = f’(z)dz = 0, fiir alle
z € D. Nach dem Konstanzkriterium (Skript 9.4.2; Konigsberger 2, Kap. 2, §2.2.)
ist f konstant. O
Zusatz. Sei D C C offen, f: D — C eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(i) f lokal-konstant (d.h. konstant in jeder Zusammenhangskomponente),

(ii) f holomorph und f'(z) =0 fir alle z € D.

Auf vollig gleiche Weise wie im Reellen beweist man den folgenden Satz.

2.1.6. Satz (Rechenregeln fiir die Ableitung). Seien f,g : D — C komplez-differenzier-
bar in zg € D. Dann sind f + g, \f (A € C), fg und falls f'(z0) # 0 auch 1/f in
zo komplex-differenzierbar und es gilt:

(f+9)(20) = f'(20) + 9'(20) »  (Af)(20) = Af'(20)
(f9)'(20) = ['(20)9(20) + f(20)9(20)
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2.1.7. Beispiel.

(i) f: C—C, f(2) = 2" (n € N) ist holomorph, (z") =nz""!, 2z € C.

(ii) Polynome P : C — C,P(z) = anz" + ... + a1z + ag, sind holomorph, und
P'(z) =na,z" ' +...4ay, z € C.

(iii) Eine rationale Funktion ist definiert als Quotient zweier Polynome
P,QeC[z], Q#0: R:C\{z:Q(z) =0} - C, R(2) = 53,

R ist holomorph auf seinen Definitionsbereich.

(iv) Sei Z a, 2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.

n>0

Sei P : Br(0) — C, P(z Z a,z". Dann ist P holomorph und es gilt

P'(z) = (Z anz”) = Z(%Zn)/ = Znanz”_l 7

n=0 n=0
eine Potenzreihe darf im Kovergenzbereich gliedweise differenziert werden.
Beweis: Sei zp € Br(0). Wéhle p < R mit 2y € B,(0). Wir stellen fest:
e Die Funktionenreihe Z a,z" konvergiert in B,(0).

n>0

e Die Reihe der Differentiale

Z d(a,z") = Znanzn_ldz = (Z nanz”_1>dz

n>0 n>1 n>1

konvergiert gleichméfig in B,(0), da Z na,z""' Konvergenradius R hat.

n>1

Daraus folgt, dass P reell-differenzierbar in B,(0) ist, also auch in z, und
20) = < Z nanzgfl) dz
n=1

dP(zp) ist deshalb C-linear, P ist komplex-differenzierbar und P’(zp) Z na, 2y

0
(v) Nach (iv) sind exp, cos, sin : C — C holomorph und gilt fiir alle z € C:
oo 1 / oo o0 1
! _ e _ n -1 __ 2" _

. 0 n ~2n o n 2n—1 0 —1)ntl2n41 .
cos(z):<z<( > Z 2n—1 :;%:—sm(z)

n=1

und analog

sin’(z2) = cos(z)
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2.1.8. Satz (Kettenregel). Seien D, G C C offen. Sei f : D — G komplex-differenzierbar
in zg € D, g komplex-differenzierbar in zy € D, g komplex-differenzierbar in wy =
f(20) € G. Dann ist g o f komplez-differenzierbar in zy und gilt

(go f)/(zo) = gl(f(zo)) ) fl(Zo) .

Insbesondere ist g o f holomorph, wenn f und g holomorph sind.

Beweis: go f ist reell-differenzierbar und d(go f)(zo) = dg(wo) odf (zo) (Kettenregel
fiir Abbildungen R? — R?, siche Skript 9.1.8 oder Konigsberger 2, Kap. 2, §3.1).

Nun sind dg(wg) und df(zp) C-linear, also auch d(g o f)(z)) = g o f komplex-
differenzierbar. Auferdem ist df(zy) die Multiplikation mit f’(zy), dg(wg) die Mul-
tiplikation mit ¢'(wyp), also dg(wy) o df (zy) die Multiplikation mit ¢'(wy) - f'(20), d.h.
d(go f)(z0) = dg(wo) o df (z0) = g'(wo) - ['(20) dz. Aber d(go f)(z0) = (g0 f)'(20) dz.
Es folgt (g0 f)'(20) = ¢'(wo) - f'(0)- 0

2.1.9. Satz. Seien D,G C C offen, f: D — G, so dass
(i) f holomorph,

(ii) f Homdomorphismus, und

(iii) f'(z) # 0 fir alle z € D.

1
Dann ist auch =1 holomorph und | (f ') (w) = ———— | fiir alle w € G.

f'(H(w))

Beweis: Sei w € G fest, zo := f~!(wp). Sei (wn) eine Folge in G, w,, — wy, n — 00
= Y w,) = fH(wo) =: 20 und z, # 2. Deshalb

und w, # wy. Dann gilt z, :

¥ fHwy) — fHwo) _ i O Y 1 1
im im ——— = lim = :
n—00 w,, — Wo n—oo f(z,) — f(z9) n—ooo f(zn)=f(20) f'(z0)
2—20
Die Folge (w,,) ist beliebig = Behauptung,. O

2.1.10. Beispiel. Sei ¢ : D — C eine Logarithmusfunktion. Dann ist ¢ holomorph
und es gilt

1
'(z) = B fir alle z € D .

2.1.11. Definition. Eine Abbildung f : D — D zwischen zwei offenen Mengen heifst
biholomorph, falls f bijektiv ist und f, f~! holomorph sind. Zwei offene Teilmengen
D, D C C heifen biholomorph, falls eine biholomorphe Abbildung f : D — D
existiert.

2.2. Komplexe Kurvenintegrale.

2.2.1. Definition. Fine (parametrisierte) Kurve ist eine stetige Abbildung

v : la,b] = C; v(a),7v(b) heiken Anfangspunkt und Endpunkt von +,

|7 :== {7(t) : a <t < b} heilst Trager oder Spur von 7.

Seien v : [a1,b1] = C, 72 : [ag,bs] — C Kurven, so dass der Endpunkt von ~;
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der Anfangspunkt von s ist, v1(b1) = 12(az2). Die zusammengesetzte Kurve ist
Y1 kgt [ag, by + by — as] — C,

Y1 (t) s t e [al, bl]
Y1 *e(t) =
72(a2—b1—|—t) , t € [bl,b1+b2—a2]

Eine Kurve heikt stiickweise €', wenn man sie in endlich viele €'-Kurven zerlegen
kann, d.h. wenn gilt v =, * ... x 7, und 7i,...,%, sind €' Kurven.

Ist v : [a,b] — C eine Kurve, so heift v~ : [a,b] — C, v71(t) = v(a + b —t) die
umorientierte Kurve.

2.2.2. Beispiel. (i) Fir z,w € C sei [z,w] die Kurve v : [0,1] — C, ~(t) =
(1 —t) z + tw, d.h. die Strecke von z nach w. Es ist [z,w]™ = [w, z].

Fiir 21, 29, . . ., 2, bezeichnen wir mit [21, 29, . . ., 2] = [21, 22) %[22, 23] *. . . *[2Zm—1, 2m]
den Streckenzug von z; nach z,, iiber 2o, . .., z,,_1. Ein Streckenzug der Form [z, z5]*
[29, 23] * |23, 21| heilkt Dreieckskurve.

z3

zZ9
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(ii) Seien zy € C, r > 0. Dann definiert v : [a,b] — C, v(t) = 2z + 7€' einen
positiv orientierten Kreisbogen. Wenn b = a + 2km mit k € N ist, so wird der Kreis
{z € C: |z — 29| = r} genau k-mal durchgelaufen.

Wir schreiben 0B, (zp) fiir den positiv orientierten Kreis v : [a,a + 27] — C,
Y(t) = 2o + re'.



