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6. VORLESUNG, 25.04.2013

Kurven sind Abbidungen 7 : [a,b] — C, der Triger |v| ist eine Teilmenge von C.
Man muss zwischen Kurve und Trager unterscheiden. Zum Beispiel haben v, v, :
0,27] = C, 1 (t) = 20+ e, 1o(t) = 20+ re** denselben Triiger (der Kreis {2 € C :
|z — 20| =1}) aber 41 # 75 falls k # 1. Bei 71 wird der Kreis einmal durchgelaufen,
bei v9 wird der Kreis k—mal durchgelaufen.

2.2.3. Definition. Fiir f : [a,b] — C stetig, f = u + iv, setze

/f dt—/fdt—/ )dt+@/ab (t) dt

2.2.4. Lemma. Fir f,g: [a,b] — C stetig gilt:

(i)
/ab(erg)dt::/abfdtJr/abgdt, /ab(Af)dt:A/abfdt, A €eC,

b b
1/ fdzs|s/ 1dt < sl (5 —a)

(ili) Sei F : [a,b] — C mit F'(t) = 4(t) = f( ) fiir alle t € [a,b].
Dann gilt

/b fdt = F(b) — F(a).

(iv) fu — f gleichmdpig in [a,b] = fab fadt — fab fdt (n—o0).

(i)

Beweis:
Zu (ii): Sei z := f: fdt. Ist z = 0, so ist (ii) klar. Falls z # 0, schreibe z = |z[e"?,
also
b b b b
2| = ze7% :/ fe dt = Re/ fe "dt :/ Re(fe ")dt S/ | f|dt
a a a S——~— a

<|fe~*|=|f|
Zu (iii): Hauptsatz fiir Real- und Imaginérteil.

O

2.2.5. Definition. Sei 7 : [a,b] — C ein €'-Kurve, f : |y| — C stetig. Das Kur-
venintegral von f langs - ist

(2.7) / f(2)dz = / fizi= [ F) )

Dabei ist die Ableitung von () = z(t) + iy(t) definiert durch +'(¢) = 2/(¢) + iy/(t).
Das Integral nach Bogenldnge von f ist definiert durch

/f!dZ! —/ P ()t
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Die Lange der Kurve vy ist

aw:Lmb[%wwt

Ist v eine stiickweise €'-Kurve, v = 71 * ... * v, eine Zerlegung in ¢'-Kurven,
f |y — C stetig, setze

(2.8) Lfdzzzllfdz+...+£mfdz.

Dieser Wert ist von der Zerlegung unabhingig.

Zusammenhang mit reelen Kurvenintegrale: die Formel (2.7) ist eigentlich das
Kurvenintegral der 1-Form f(z) dz = (u+iv)(dx+idy) = (uwdz—v dy)+i(vdrx+u dy)
wie sie in Analysis III eingefiihrt wurde. Dort ist das Kurvenintegral einer 1-Form
w = pdx + qdy lings y(t) = x(t) + iy(t) definiert durch [ w := fab v*(w), wobei
v (w) = p(y(t))2'(t) dt + q(~(t))y'(t) dt der Pullback von w durch ~ ist. Es gilt also
Y (f dz) = f(y(t))y'(t) dt und (2.7) lautet [ fdz = [} v*(f dz).

2.2.6. Definition. Sei D C C eine offene Menge und f : D — C eine Funktion.
Eine Funktion f : D — C heift Stammfunktion von f, falls F' holomorph ist und
F'(z) = f(2) fir alle z € D.

2.2.7. Lemma.
(1) Beide Typen von Integralen sind linear, z.B.

Mfi+A dz = A\ dz + A dz.
/v<1f1 2f2) dz 1[yf12 2[yf22

ii) Formel (2.8) gilt auch, wenn 7y, . ..,~Ym nur stickweise €1 sind.
(ii) g ; Viyeeos Y

(111) Invarianz gegeniiber Parametertransformationen: Sei 7 : [«, 5] — |a, b]
bijektiv und stetig differenzierbar, so dass 7'(s) # 0 fir alle s € [a, §] (Parameter-
transformation) und sei 7y : [a,b] — C eine €*~Kurve. Dann gilt:

LOdez:Lsgn(T')fdz.
/V_Ifdz:—/wfdz.

(iv) Zusammenhang zwischen Stammfunktion und Kurvenintegral:
Ist f stetig in D, F': D — C Stammfunktion von f, so gilt

Insbesondere

&/ﬂawzﬁww»—m«@>

Insbesondere gilt fiir jede geschlossene stiickweise €1 —Kurve:

fyf(z)dz:o.
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Hat eine stetige Funktion f : D — C eine Stammfunktion, so hdngt das Kurven-
integral von f(z)dz nur von Anfangs— und Endpunkt der Kurve und nicht vom
Verlauf der Kurve ab, d.h. sind v1,7 : [a,b] — D stickweise €'~ Kurven mit

7(a) = v(a), y1(b) = v2(b), so gilt

/%fdz:/wfdz.

Diese Eigenschaft heifit Wegunabhdngigkeit des Kurvenintegrals von fdz.

(v) Sei [ stetig auf dem Triger der stiickweisen €*—~Kurve 7.
Dann gilt die Standardabschdtzung fiir Integrale:

fdz
.

< / ] < st -0,

Beweis:
Zu (iii):

/Voffdzz/()éﬁ(fovw)(s) (yor)(s)ds

Je] 7(B)
- / (f o) ()7 ((8)) 7'(s) ds = / (fom)(t) -+ (t)dt
a —— S (s)=t

T =
a
t t dt (@)

— sgn(r) / (f o) (t)7'(¢) dt = sgn(r) / fd

, /T@ { J? falls 7 wachsend d.h. 7/ > 0
weil = q

() [ =~ [? falls 7 fallend d.h. 7/ < 0 .
Zu (iv):
dF d
/fdz—/ o oa= [ e Do
= [ A Fon 0= F0) - Fhw)
nach 2.2.4
Zu (v):
b
dz| = t)dt| < )| dt
[ sae=1 [ st /|f MOl
., 1f11dz]
<tilipb]|fov |/ [ (t)] dt
= sup |f(2)] ()
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2.2.8. Satz (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale). Sei D C C ein Gebiet, f : D — C
stetig. Dann sind dquivalent:

(i) f besitzt eine Stammfunktion,
(ii) f7 f(2)dz =0 fiir jede geschlossene stiickweise € ~Kurve,
(iii) das Kurvenintegral von fdz ist wequnabhdingig.

Zusatz. Ist das der Fuall, so ist eine Stammfunktion durch
e = [ rodc= [ o
Yz Z0
gegeben, wobei 2y beliebig und fest ist und 7, eine beliebige stiickweise €' —Kurve von
2o nach z in D ist. (z2.B. ein Streckenzug; existiert stets, da D Gebiet).

Beweis: (i)=(ii) folgt aus Lemma 2.2.7(iv).
(ii)=-(iii) Seien =y, 6 Kurven mit demselben Anfangs- und Endpunkt. Dann ist y*§~!
geschlossen und

oz/Ml f(z)dz:/vf(z) dz+ | 1) dz:lf(z)dz—/éf(z) dz .



