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7. VORLESUNG, 30.04.2013

(iii)=(i) Sei w € D beliebig, fest. D offen = 3 p > 0: B,(w) C D.
Sei 7, ein Streckenzug von zy nach w in D. Dann ist 7, * [w, 2] ein Streckenzug von
zp nach z in D fiir alle z € B,(w).

Yw

Es folgt
F@%z/ IRIGES
=/f@%+/ﬂ0%

[w,2]

=Fwo+fwwz—ww+/cﬂo—fdea<m /dg:z—w.

[w7z [’UJ,Z]

fstetiginw=Ve>030 € (0,0) Vz € Bs(w) : |f(z) — f(w)| <e.
Wegen der Standardabschiatung 2.2.7(v) gilt:

\4M§ﬂo—fwmdq§a/“,mq:dz_w

[w,2]
und daher
F(z)-F
Tl At C T
2—00 2 —w
also ist F' komplex-differenzierbar in w und F'(w) = f(w). O

2.2.9. Beispiel. Die Funktion f: C* — C, f(z) = % hat keine Stammfuntkion, da

d
(2.9) / %~ omi
0B1(0) #

Hétte f eine Stammfunktion, so wire das Integral Null. 4
Die Formel (2.9) folgt aus der Definition des Integrals:

d 2m it
/ —Z:/ “dt = 2mi.
8B1(0) # o ¢

Die Funktion f hat aber eine Stammfunktion auf C\ {re® : r > 0} fiir alle ¢ € R,
namlich Zweige des Logarithmus. Das Integral (2.9) héngt eng mit der Unstetigkeit




27

des Logarithmus zusammen. Wir kénnen ndmlich mit Hilfe der Stammfunktion log
rechnen

dz ei(m—e) dz
/ - = hm —_— = hm (10g ei(T(—E) _ log ei(—ﬂ+£)>
0B, (0)

zZ e—0 ei(—m+e) z e—0

= lim (i(r —¢) —i(—7 +¢))

e—0

= 21

Das Integral ist also genau der Sprung des Logarithmus beim Uberqueren des nega-
tiven reellen Achse.

2.2.10. Definition. Ein Gebiet D C C heifit Sterngebiet, wenn es zy € D gibt, so
dass fiir alle z € D gilt [29,2] C D.
Wir sagen, dass D Sterngebiet bzgl. z, ist oder zy ein Zentrum von D ist.

(i) Jede komplexe offene Menge ist Sterngebiet. Dabei ist jeder Punkt der Menge
ein Zentrum.
(ii) C_ ist Sterngebiet (aber nicht konvex). Die Zentren von C_ sind alle z € R
(iii) C* oder ein Kreisring sind nicht Sterngebiete.

2.2.11. Satz (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale in Sterngebicten). Sei D C C ein
Sterngebiet bzgl. zo € D, f : D — C stetig. Aquivalent:

(i) f besitzt eine Stammfunktion,
(i) [, f(2)dz =0 fir den Rand OA jedes Dreiecks A C D mit z als Ecke.
(iii) Das Kurvenintegral von fdz ist wegunabhingig. Ist das der Fall, so ist eine
Stammfunktion durch

F:D—C, F(z)= f(¢)d¢
[20,2]

gegeben.

Beweis: Analog zu 2.2.8. In (iii)=-(ii) setze v = [2o, 2]. O

2.3. Der Cauchysche Integralsatz. Unser Ziel ist zu zeigen, dass eine holomor-
phe Funktion f in einem Sterngebiet die Beziehung f7 f(z)dz = 0 erfiillt, fiir alle
geschlossenen stiickweisen €!'~Kurven. Insbesondere besitzt f Stammfunktionen.

2.3.1. Lemma (von Goursat). Sei D C C ein Gebiet, f : D — C holomorph in D.
Dann gilt faA f(2)dz =0 fiir den Rand OA jedes abgeschlossenen Dreiecks A C D.

Beweis: Hier betrachten wir auf dem Rand eines Dreiecks stets die Orientierung
gegen den Uhrzeigersinn. Sei A C D ein Dreieck. Setze a := | [, f(z) dz|. Seien

AWM AR AB) AW die vier Teildreiecke die aus A durch Seitenhalbierung hervor-
gehen.
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VAY,

Dann ist

/aAfdz:g/aA(j)fdz.

(Die Integrale iiber gemeinsame Seiten heben sich wegen der umgekehrten Orien-
tierung auf.) Sei A, dasjenige der Dreiecke AU, fiir das der Betrag des Integrals
maximal wird. Daraus folgt

a<4-{ » f(z)dz] .

Durch wiederholte Anwendung dieses Teilungsprozesses erhalten wir Dreiecke
A, Ay, ... mit ADA;IDAD... (%)

und o < 47 [, f(2)dz|, L(0A,) = 5> 0(0A), diam A, = 27"diamA,n € N.
Die Mengen A, sind kompakt. Aus (¥) = Jz € D mit 25 € (., A,. f ist in 2
komplex-differenzierbar, daher gibt es ¢ : D — C mit lim ¢(z) = 0 und

Z—r20

f(2) = f(z0) + f'(20)(2 = 20) + ¢(2)(2 — 20) -

Zu e > 0 gibt es 0 > 0 mit |p(z)| < € fiir alle z € Bs(z). Da 0A,, geschlossen sind,

gilt:
/ dz=0 , / (z—20)dz=0
oA, 0An

N /Mn F(2)dz = f(z0) /Mn dz + f'(z) /aAn(Z ) ds + /mn o(2)(2 — 2) d
_ /B | Pl
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Wegen zy € A,,,diam A,, — 0 gilt A,, C Bs(z) fiir grokes n € N. Wir erhalten

Oz<4n"/ ap(z)(z—zo)dz| < 4" e sup |z — 20| - L(OA,)
oA,

ZeAn

1

=4".¢-diam A, (0A,) =4" -¢- o

=c-diam A - ((0A)

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt o = 0. 0

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Der Diameter einer Teilmenge A C X ist definiert

durch diam A := sup{d(ai, as2) : a1,as € A}. Fiir ein Dreieck in der Ebene ist der
Diameter gleich die Lange der langsten Seite.

diam Azin -L(0A,)

Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum und K,, n € N, eine Folge nichtleerer kom-
pakter Mengen, so dass K1 C K,, fir alle n € N. Dann gilt (), o K0 # 0.

Zum Beweis: Sei z, € K, beliebig gewéhlt. Die Folge (z,),>1 gehort zur kompak-
ten Menge K. Wegen Folgenkompaktheit von K7, hat (z,),>1 einen Haufungspunkt
2o € K;. Fiir alle m € N ist dann zg einen Haufungspunkt der Folge (z,)nsm in K.
Da K,, abgeschlossen ist, so gilt zg € K,,, also zy € ﬂmeN K,,.



