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8. VORLESUNG, 02.05.2013

2.3.2. Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete). Sei D C C ein Sternge-
biet und f : D — C holomorph. Dann gilt f7 f(2)dz = 0 fiir alle geschlossenen

stiickweise €1 —Kurven in D. Insbesondere besitzt f eine Stammfunktion in D.
Beweis: Folgt aus 2.3.1 und 2.2.9. U

2.3.3. Satz (Cauchysche Integralformel). Sei f : D — C holomorph in der offenen
Menge D. Wenn

(2.10) B.(z0) C D
ist, so qilt :
1 7©) ..
(2.11) PO =5 [ FodC firzeBia)

Beweis: Sei z € B,(z) gegeben. Wegen (2.10) gibt es p > r mit B,(zy) C D. Sei
(' die durch Pfeile
1Sy

8Bp(20)

OB, (z0) 5

angeordnete Kurve, wo der kleine Halbkreis um z den geniigend kleinen Radius § > 0
hat. Entsprechend ist C5 konstruiert durch Spiegelung um zyz.

Sind Sy, S, senkrechte Halbgeraden zu Zpz durch z, so sind H; = B,(z) \ S; Sternge-
biete (j = 1,2). Die Funktionen H; > ¢ % sind holomorph und [, % d¢ =0,
j = 1,2, nach 2.3.2 Wir addieren beide Integrale und dabei zerlege]n wir sie in
Strecken- und Halbkreisintegrale. Die Anteile {iber die Strecken heben sich wegen
der verschiedenen Orientierungen auf:

- C[f<<¢_>d4+ C[féc_)cicz / fg((_)cic ) / fg((_)cic’

9B (20) 0B;(2)
27
F(Qd¢ FQd¢ [ flz+de") oy [
/ e / - .—/Tzée dt—zo f(z+de)dt
9Br(20) dBjs(2) 0
27 2
=i [[f(z+e") — f(2)]dt +i | f(z)dt,
/ s e




30
weil

2m
| / £z 4+ 86") = (de] < max |2+ 86) = f()] 27— 0, 650
0 te us
U
Sei «y eine geschlossene Kurve in C und z € C\ |y|. Die Windungszahl (Umlaufzahl)
ist

TETon C
und gibt an, wie oft die Kurve 7 den Punkt z im posfsiven Sinn umlauft. Z.B.
v:[0,27] = C, y(t)=€e*, k€Z ~ n(y,0)=k.

Es gilt n(y,z) € Z. Beweis: Zerlege a = ¢y < ¢1 < ... < ¢, = b, so dass v =
YNiew_rien] * [Ch—1, k] — Uy, wobei ein Zweig des Logarithmus ¢, : Uy — C auf U,
existiert. Dann gilt v = 3 % ... % 7, und

2mi - n(v, 2 Z = [t(v(er)) = r(v(ca1))]
=1 Wv k=1
= fm(”y(cm)): (1 (v(co)) + - [Or(v(cx)) —kaH(V(Ck))l :

da fiir zwei Zweige (1, (5 des Logarithmus gilt ¢1(z), (2(z) € log |z| + i arg z + 27miZ.

2.3.4. Satz (allgemeine Cauchy-Formel). Sei D ein Sterngebiet, f : D — C holo-
morph. Sei~y eine geschlossene stiickweise €' ~Kurve und z € D\ |y|. Dann gilt:

n(r,2) " omi / ¢ — z
Beweis: Schreibe

" (19 _j1o-sa,

T S c—z'
Nach Definition ist y C(; = 2mi - n(7, z). Definiere
LO-f(2)
g-: D — C, gz(C): N (7
( ) , (=2

g ist holomorph in D\{z} und stetig in D. Das Lemma von Goursat und der Cauchy-
sche Integralsatz sind noch giiltig (siche Ubungsblatt 4, 1a). Also f7 9-(¢)d¢ = 0 und
das erste Integral in (*) verschwindet. O

Fiir v = 0B, (z) gilt

also
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2.3.5. Satz (Potenzreihenentwicklungssatz). Sei D C C offen, f : D — C holo-
morph. Sei zy € D und p = d(zy,0D) := i%fD |z — 20| > 0. Dann gilt
zE€

f(z) = Zan(z —20)"  fiir alle z € B,(2) ,
n=0
wobei
1 f(z) )
2.12 = A e ‘
(2.12) I = 5 /8BT(ZO) AT dz  fir alle r € (0, p)

Beweis: Sei z € B,(2). Wahle r € (|z — 2], p).

Dann ist B,(z9) C B,(2) und die Cauchysche Integralformel impliziert

! £(0)
f2) =5 / .
OBr(20)

Nun ist

Q) _ f©) _ f(©)

(—z (—ztz—=2 (C—Zo)<1—m>

zZ— 2
0 < 1. Somit gilt

i(z—z(])"_ 1
n=0 C_ZO 1_z:_zg

Diese Funktionenreihe konvergiert normal und daher gleichméfig fir ¢ € 0B, (2),

da
— |2 = 2o und i |z~ %l n<oo
r r '

n=0

und |z — 2o| <7 =|¢ — 2], also

Z— 20

¢— 20

sup
CEDB,(20)

Wir erhalten somit:

9B (z0) n=0
1 f(Q)
- nZ:O 2mi (¢ — z)nt? o)
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(Wir kénnen Integral und Summe vertauschen wegen der gleichméfigen Konvergenz
der Reihe.) O



