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11. VORLESUNG, 16.05.2013

Aquivalent sind:
e [ ist algebraisch abgeschlossen.
e Jedes f € K|z, grad f > 1 zerfallt in Linearfaktoren: f = ¢ [[\_,(z — o),
n=grad f, ay,...,a, € K, c#0.

Sei K Korper, f € K[z], « € K Nullstelle ~ 3¢ € K[z] mit f = (X — a)q (denn
f=(X—-a)g+r,gradr <1l alsor € Kund 0 = f(a) = (a —a)g(a)+7r ~ 1 =0).
2.5.5. Satz. Sei R ein Ring, seien f,g € Rlx] mit g = Z?:o a; X', ag € R* (insbe-
sondere grad g = d). Dann Jg,r € Rlx] mit f = gq+r, gradr < gradg.

x — « ist prim in K[X]| ~» k = Vielfachheit von X — « in der Primfaktorzerlegung

von f; k heifst auch Vielfachheit der Nullstelle a von f. Ist grad f = n ~» f hat
hochstens n Nullstellen (gezéhlt mit Vielfachheit).

2.5.6. Satz. Sei D C C offen, f € O(D), K C D kompakt und 0 < ¢ < d(K,dD).
Sei K. ={2z€ D :d(z,K) <e}. Dann gilt

n!
1% < =1 £l .-
8”

Beweis: Fiir z € K gilt B.(z) C K., also

) < 2.

2.6. Maximumprinzip, Offenheitssatz, Schwarzsches Lemma.

2.6.1. Satz (Mittelwertsatz fiir holomorphe Funktionen). Ist f holomorph in einer
Umgebung von B, (2y), so gilt

1 2

f(Z()) = % ; f(ZO + 7"6“) dt (*)

~
Mittelwert von f auf |z—zo|=r

J/

nach der Cauchy—Formel.

Wir sagen, dass eine Funktion f : D — C die Mittelwerteigenschaft hat, wenn (x)
fir jede B,(z0) C D gilt.

2.6.2. Satz (Maximumprinzip). Sei D C C ein Gebiet, f : D — C holomorph. Hat
|f| ein lokales Maximum in D, so ist f konstant.

Beweis: Sei z5 € D ein lokales Maximum, Bgr(zy) C D eine Umgebung von zy mit

[f(2)] < 1f(20)| fiir z € Br(z)-

Ist f(20) =0, soist f|p(z) = 0 und nach Identitétssatz f = 0.

15t f(z0) # 0, 50 £(20) = | F(z0)[€%, (fe~i#)(z0) = |£(20)] > 0.

Wir ersetzen f durch fe™ und diirfen annehmen, dass f(zp) > 0. Es gilt also
f(z0) > |f(2)| fur alle z € Bgr(zo).

Betrachte nun die Funktion g : Br(z0) = R, g(z) = Re(f(20) — f(2)).
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e Wegen Re f(2) < |£()] < f(20) gilt g > 0, g(z0) = 0.
e Durch Zerlegung in Real- und Imginérteil von (x) folgt, dass auch Re f die
Mittelwerteigenschaft hat, also auch g.

Damit
1

2w
O = g(Zo) = %/ g(ZO + 7"6”) dt .
0

Der Integrand ist stetig und > 0 = g(2 +re) = 0 fiir alle t € [0,27],0 <7 < R =
Re f konstant in Br(z).

Aber |f(2)] < f(z0) = Ref(2) < [f(2)| = |f(2)] = Ref(2) = Im f(z) = 0 =
f(z) =Re f(z) = f(z0) fir z € Br(2).

Identitatssatz = f(z) = f(zo) fur z € D. O

2.6.3. Bemerkung. Man kann auch die folgende Form des Maximumprinzips be-
weisen, die z. B. fiir harmonische Funktionen andwendbar ist. Sei D C C ein Gebiet,
f: D — C stetig und erfiillt die Mittelwerteigenschaft. Hat | f| ein lokales Maximum
in D, so ist f konstant.

2.6.4. Satz (Maximumprinzip fiir beschrinkte Gebiete). Sei D C C beschrankt,
f € O(D)NE (D). Dann nimmt |f| ihr Mazimum auf dem Rand an:

)| < | fllep fiir alle z € D .

2.6.5. Satz (Minimumprinzip). Sei D C C ein Gebiet, f € O(D) und zy € D, so
dass |f| ein lokales Minimum in zy hat.
Dann gilt f(z0) = 0 oder f ist konstant in D.

Beweis: Ist f(z9) # 0,50 f(2) # 0, z € U(z) und % € O(U) und ﬁ hat ein lokales

Maximum in zg; dann ist f konstant in U also in D nach Identitétssatz. U
Eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Radumen heifit offen, wenn
das Bild f(U) jeder in X offenen Menge U offen in Y ist. Beachte: Im Gegensatz
hierzu bedeutet Stetigkeit, dass jede in Y offene Menge V ein offenes Urbild f~1(V)
hat. f stetig # f offen, z.B. f: R — R, f(x) = 22 ist nicht offen.

Sei f: X — Y stetig, bijektiv. Dann gilt: f offen <= f hom&omorph.

P:R, x[0,2r) — C*, P(r,0) = (rcosf,rsinf) ist stetig, bijektiv, aber nicht offen.

2.6.6. Satz (Offenheitssatz). Sei D C C offen, f € O(D) nirgends lokal konstant.
Dann ist die Abbildung F : D — C offen.

Beweis: Sei U C D offen und 2y € U. Z.z. 3§ > 0: Bs(f(z0)) C f(U). f ist um 2
nicht-konstant = 3B = B,(z) mit B C D und f(z) ¢ f(0B) Sonst Vr > 0 3z, €
0B, (2) mit f(z) = f(z). Wéhle r = 1/n, dann 2z,/, — 20, n — oo und f(z) =
f(z1/n). Nach Identitétssatz ist dann f konstant in der Zusammenhangskomponente
von zg. Widerspruch.

Sei

5= L min |£(2) - f(z0)] -

2 z€dB
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f(0B)

Wir zeigen, dass Bs(f(z0)) C f(B). Sei w mit |w — f(20)| < 0. Dann
20 < [f(2) = f(20)| <[f(2) —wl[+[f(20) —w| <[f(2) —w[+6 = |f(2) —w| >4
fiir alle z € 0B, also

min | f(2) —w| > 9> |f(20) —wl -

Dies bedeutet, dass die nicht konstante Funktion B > 2z — |f(2)—w| ihr Minimum in
B erreicht = sie hat eine Nullstelle in B, d.h. 3¢ € B mit f({) = w = Bs(f(20)) C
f(B). m



