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12. VORLESUNG, 28.05.2013

Aquivalente Fassung des Offenheitssatzes:

2.6.7. Satz (Satz von der Gebietstreue). Sei D ein Gebiet, f € O(D) nicht konstant.
Dann ist f(D) wieder ein Gebiet.

Beweis: [ nicht konstant = f nirgends lokal konstant (nach Identitétssatz).
Offenheitssatz = f(D) offen. f stetig = f(D) zusammenhingend. O

2.6.8. Satz (Schwarzsches Lemma). Sei D = B;(0). Fir jede holomorphe Abbildung
f:D— D mit f(0) =0 gilt

(2.13) |f(2)| < 2| fiir alle z €D und [f'(0)] < 1.

Gibt es w € D\ {0} mit | f(w)| = |w| oder gilt | f'(0)] =1, so ist f eine Drehung um
0, d.h. es gibt { € S* mit f(z) = (- z fiir alle z € D.

Beweis: (Carathéodory)

Sei f(z) = Zanz" (ap = f(0) = 0) die Taylorentwicklung von f fiir z € D. Die
n=1

Potenzreihe Zanz"_l hat denselben Konvergenzradius und definiert ¢ € O(D),

n=1

g(z) = Z an,z"" ', z € D. Dann gilt f(z) = zg(z) und g(0) = a; = f'(0). Sei w € D
n=1
fest und

) _ 1

reflwll], weB(0), = lg(w)| < max|g(z)] =max =57 < 2

Fir r — 1 folgt |g(w)| < 1. Da w beliebig ist, folgt (2.13). Falls |f(w)| = |w|,
w € D\ {0} oder |f'(0)] =1, so hat |g| ein Maximum in D). Maximumprinzip = ¢
ist eine Konstante vom Betrag 1, g(z) = ¢ € S'. O

Eine biholomorphe Abbildung f : D — D einer offenen Menge auf sich selbst heifst
Automorphismus von D. Die Menge Aut(D) der Automorphismen ist bzgl. der
Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

2.6.9. Satz. Jeder Automorphismus f: D — D mit f(0) =0 ist eine Drehung, d.h.
d¢=e¥e S f(z)=C(-2 2 €D.
Beweis: Nach dem Schwarzschen Lemma gilt
IF()] < 2], |f M w)| < |w| fiir alle z,w e D .
Fir w = f(z) = |2| = [f 7' f(2)] < [f(2)]. Also |[f(z)] = |2, [£2] =1,z # 0 =

z

3¢ € S* mit f(z) = ¢ - z (Gleichheit im Schwarzschen Lemma). O

Betrachte nun die spezielle Mobiustransformation

0o : D =D, p.(2) = ;z_—al (a € D fest) .

Dann gilt:
0a(0) =a, pa(a) =0, 2 =1dp, dh ¢;' =g,
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©q 1st eine holomorphe Involution, die 0 und a vertauscht.
2.6.10. Satz.
Aut(D) = {]D)B 2 C

Z—a

az — 1

@maemcesﬁ.

Beweis: Sei a = f7!(0). Dann ist

fop, € Aut(D) und f o ¢,(0) = f(a) =0 .
Satz 2.6.9 = 3¢ € St mit fop,(2) = 2, f(2) =Co; 1 (2) = Cpalz) =¢-Z2. O
2.7. Isolierte Singularititen.

2.7.1. Definition. Sei D C C offen, f € O(D). Ein isolierter Punkt zo € C\ D (d.h.
so dass 37 > 0: B,(z9) \ {20} C D) heiftt isolierte Singularitit von f.
Wir unterscheiden drei Arten von isolierten Singularitdten:
(1) hebbare Singularititen: 3 f € O(D U {z}) mit f|p = f.
(2) Pole: nicht hebbar und 3g € O(DU{z}), p € Nmit f(2) = g(2)/(z — 20)?
fir z € D.
(3) wesentliche Singularititen: weder hebbar, noch Pole.

Beispielg:Die Funktionen f; : C\ {1} — C, fi(z) = %, fa: C\ {0} = C
fa(z) = =22, f3 : C\ 2miZ — C, f3(2) = == haben hebbare Singularitdten in

e*—1
1 bzw. in 0. Die Funktion m hat einen Pol in 2y, die Funktion e hat eine

wesentliche Singularitét in 0. Die Funktion siil hat Pole in z; = =, k € Z. Der

Ln?

Punkt 0 ist keine isolierte Singularitat, da klim 2 = 0.
—00

2.7.2. Satz (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Eine isolierte Singularitit zy einer
Funktion f € O(D) ist genau dann hebbar, wenn es eine Umgebung U von zy gibt,
so dass fin U\ {20} beschrankt ist.

Beweis: Die Idee ist, die Funktion f mit (z— 2g)? zu multiplizieren; die so erhaltene
Funktion h hat eine holomorphe Fortsetzung in 2y, die in 2y zusammen mit ihrer
ersten Ableitung verschwindet. Man kann also ein Faktor (z — z)? von h abspalten
und der andere Faktor ist die gesuchte holomorphe Fortsetzung!

Nun ausfiihrlich: Betrachte g, h: DU {z} — C

_JE=20)f(2) . z2F A
9(z) =
0 ., Z2=20,
h(z) = (z = 20)g(2) -
g ist nach Annahme stetig in zo. Daher gilt

lim hz) = hz) = lim ¢g(z) =0

Z—20 Z — ZO Z—20

und h ist C—diffbar, also holomorph mit h(z) = h'(zy) = 0.
Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz 3r > 0: Vz € B,(2)

h(z) = (z — zO)Z(gg +az(z—2)+...)=(z— 20)2f(2)
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mit ]{E O(B,(20)). Fiir z € B,(20) \ {20} gilt h(z) = (z — 20)9(2) = (2 — 20)*f(2),
also f(z) = f(2). Setze
flz) , z€D

:: % C, :Z: ~
f:DU{z} —C, f(z) {f(z) , %€ By(2) .

f ist wohldefiniert und C-diffbar in D U {20} mit f|p = f. O
2.7.3. Definition. Sei f € O(D), zy € D. Die Ordnung von f in z ist

min{n € Ny : f™(z) # 0}, f # 0 in einer Umgebung von z,
ordy, (f) = P
00, f =0 in einer Umgebung von zj.

(Nach dem Identititssatz gibt es n € Ny mit f™(z) # 0 falls f # 0 in einer
Umgebung von z.)

Beispiele: f(z) #0 <= ord.(f) = 0; ord,,(z — 2)" = n;
ord, (z — z9)" = 0, w # 2.

2.7.4. Satz. Sei f € O(D), zp € D, m = ord,,(f). Dann gibt es g € O(D), so dass
f(z)=(2—=20)"g(z), z € D und g(z) # 0.

Beweis: Die Taylorentwicklung von f um z, lautet

f(2) = am(z — 20)™ + @my1(z — 20)™ 4. .. = (2 — 20)™(@m + Qmy1(z — 20) +...) ,

wobei a,, = % # (0. Daher ist

f(z)
pees s z Z|
g:D—>C | g(z):{<zzo> 7 %
QA s zZ =20

holomorph in D: g ist komplex diffbar in zg, da g(z) = @y + amy1(z — 20) + . . . eine
konvergente Potenzreihe in einer Umgebung von z; ist. U

Sei nun f € O(D), 2y ein Pol von f, d.h. 2y ist nicht hebbar und

f=9/(z=2)" , geODU{z}) , peN,
Sei ¢ = ord,, (¢) und g(z) = h(z)(z — 20)?, h € O(D U {2}), h(zp) # 0. Dann gilt:
M=) h(2)

= = D.
1) (z — 2)P (2 — z)P~0 "’ Z€
Es ist p > ¢, ansonsten wére zy hebbar; f hat also die Darstellung
h
2.14 =——, h 0
( ) f (Z _ ZO)T ; (ZO) 7é ’

wobei r =p —q > 0.

2.7.5. Definition. Sei f € O(D), zy ein Pol von f. Die Zahl r > 0 aus der Darstel-
lung (2.14) heift die Ordnung des Pols zy von f. Die Zahl ord,, f = —r heift
die Ordnung der Funktion [ in z,.



