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14. VORLESUNG, 06.06.2013

2.7.11. Satz. M(D) ist ein Ring beziiglich Addition und Multiplikation der Funktio-
nen. Ist D ein Gebiet, so ist M(D) ein Korper.

Beachte: Ist D kein Gebiet, so ist

1 D
f:DoC , fz)=4 ° &
0 , 2eD\D

(wobei Dy eine Komponente von D ist) holomorph, aber P(%) = D\ D ist offen,
also nicht diskret, und % definiert keine meromorphe Funktion.

Wir wollen nun holomorphe und meromorphe Funktionen in C = C U {co} betrach-
ten.

2.7.12. Definition. Sei D C C offen mit co € D und 7 > 0 mit {z € C: |z| > r} C
D. Eine Funktion f : D — C heiftt holomorph in D, falls:
(i) f ist stetig in D.
(i) f ist holomorph in D \ {oo}.
Eine Funktion f: D — C heift meromorph in D, falls:
() f ist stetig in D.
(ii) P(f):= f~'(c0) ist abgeschlossen und diskret.
(i) f € O(D\ P(f)).
2.7.13. Beispiel.
(1)
+ , z#o00 (meN)
0 , Z =200

f:C\{0}»C , f(Z)={

ist holomorph.

(2)

2 z#00 (méeN)
oo, Z=00

R@%@P@:{

ist meromorph mit einem Pol in oo.
(3) Seien P, @ € C[z] mit P, @ teilerfremd. Die rationale Funktion R : C—C

o , 2€C, Q(2) #0
R(z) = { o0 , 2z€C, Q(2)=0

lim L) 2 =00

2500 ®@(2) 7

ist meromorph in C.

Sei D C C offen, so dass D U {oco} eine Umgebung von oo ist und sei f: D — C.
Wir nehmen an, dass es ein r > 0 existiert mit f holomorph in {z € C: |z] > r}.

Betrachte die holomorphe Funktion g : By,,(0)\ {0} = C, g(w) = f (1). Dann gilt:

1
w

f: D — C holomorph <= f € O(D \ {oc0}) und ¢ hat eine hebbare Singularitét
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in 0 mit g(0) = f(oc0).
f: D — C meromorph <= f € M(D\ {c0}) und g hat einen Pol in 0.

2.7.14. Definition. Wir sagen, dass f € M(D) eine Nullstelle (Pol) von Ordung
p tn oo hat, wenn dies fiir g in 0 der Fall ist. Wir sagen, dass f in oo eine
wesentliche Singularitdt hat, wenn dies fiir g in 0 der Fall ist.

Beispiele.
(1) Ein Polynom vom Grad m > 1, P : C — C hat einen Pol der Ordnung m in oo.

(2) C > 2+ ¢* € C hat eine wesentliche Singularitét in oco.

(3) C \ {0} = C, z > zPe= hat in 0 eine wesentliche Singularitiit und in oo einen
Pol der Ordnung p € N.

Kurz gefasst: Definitionsgeméf hat f(z) das gleiche Verhalten in co wie f (%) in 0.

2.8. Laurentreihen und Laurententwicklungen.

Eine holomorphe Funktion f : B,.(z) \ {20} — C mit isolierter Singularitit lésst
sich im Allgemeinen nicht in eine Taylorreihe entwickeln, aber in eine sogenannte
Laurentreihe.

Beispiele.
(1) Hat f eine hebbare Singularitit in zg, so gilt:

= Z an(z — 29)" in B,(29) (das ist wohl eine Taylorreihe).

n=0

(2) Hat f einen Pol, so gilt f = mit h(zy) # 0, also

(z — 2)P
Zan
n=0 Z_ZO
(z = 20)P " (2 — 2)P! Tt (z — 20) +tap+apa(z —20) + .

mit ag # 0.
(3) )
exp(%) :;%Z—ln , 2eC\{0}.

2.8.1. Definition. Eine Laurentrethe ist ein Paar von Reihen

(Zanz—zo Zanz—zo ),
wobei a,, € C, n € Z.

Wir schreiben dafiir Z an(z — 29)".

n=—oo

Die Reihe Z a_n(z—20)"" heift Hauptteil, die Reihe Z an(z—2z9)" Nebenteil

n=1 n=0
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der Laurentreihe. Diese heifit konvergent in z € C (bzw. absolut konvergent, gleich-
mdafig oder normal konvergent in einer Menge), wenn dies fiir den Hauptteil und
Nebenteil der Fall ist. Der Grenzwert ist die Summe der entsprechenden Grenzwerte:

[e.9] o0

Z an(z — z)" 1= Z a_n(z—20)"+ Z an(z — z0)" .
n=-—00 n=— n=0

2.8.2. Satz. Ist die Potenzreihe )~ a_,w™ auf By, (0) und die Potenzreihe ) a,w"
auf Br(0) konvergent, dann konvergiert die Laurentrethe Y~ a,(z—z)" absolut
auf dem Ringgebiet K, g(z0) = {z : 7 < |2 — 20| < R} und normal (also gleichmdifig)

auf jedem Ringgebiet K,, = {z: 0 < |z — 2| < 0}, wobeir < o < 0 < R.

Die Summe der Laurentreihe >~ a_,(z — z9)" ist holomorph in K, r(z).



