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17. VORLESUNG, 18.06.2013

3.1.4. Definition.

(i) Sind 71,...,vn geschlossene Kurven, so nennt man die formale Summe I' :=~; +
..+ einen Zyklus und |I'| := |y1| + ... U |y, seinen Tréger.
Ist f: || — C stetig, dann definiert man

/f(z)dz ::Z/f(z)dz und n(T,2) ::Zn(vj,z) , 2 ¢ |l .

7 =17, j=1

(ii) SeilI ein Zyklus in einem Gebiet D. Dann heifst I' nullhomolog in D, wenn n(I', z) =
0 fiir alle z ¢ D.
Zwei Zykel T'y, T'y heifen homolog in D, wenn n(I'1,z) =n(T'e,2) V 2 ¢ D.

(iii) Ein Zyklus I' in D heift Randzyklus von (der offenen Menge) V' CC D, wenn

=l , nl,2)=1 VzeV |, nl,2)=0 Vz¢V.

Analog wird eine Randkurve -y definiert als einfach geschlossene Kurve, die V' be-
randet.

3.1.5. Satz. Sei D ein Gebiet und I' I' C D Zyklus in D.
Dann sind dquivalent:

(i)

(i)

feoDd) = nl2)-f(z) 21/ , zeD\|I'| ;
r
(i) IntT' C D, d.h. T ist nullhomolog in D.
Beweis:
(i)=(ii):
Sei g(¢) = [O=/() ) C € D\ {z}, und ¢g(z) = f’(2). Dann ist g holomorph in D und
/ ¢ = /f LS g - / € 4~ ari 2 n(r.2), e DAITY.

(i1) = (i):
Sei f € O(D) und z € D\ |I'|. Dann ist h(¢) = (C —z)- f(¢) € O(D) mit h(z) = 0. Somit

0=n(T’2) 21/ 2m /f
r
(1)=(iii):

Sei z ¢ D. Dann gilt

n(F,z):%l”,/gd_szo, da f(C) = 126(’)(17), wenn z ¢ D .



61

(iii) = (ii):

Sei f € O(D). Zeige: IntT'cD = /waz:o
Definiere g: D x D — C, g
f(Q) — f(z)
o=y = ST
f/(Z) ) C:Z

Dann ist zu zeigen, dass

(1) g stetig ist und ¢(, z) holomorph in z.

(2) Dann folgt mit Lemma 3.1.3(ii), dass G(z) = [ 9(¢, 2) d¢ holomorph ist.

(3) G = F|p ist Einschrankung einer ganzen Funktion F': C — C.

(4) F ist beschrankt und sogar F'(z) — 0 fiir z — oo.

Dann folgt (Liouville) F' = 0.

Zu (1), ¢g(¢, 2) ist holomorph in z und in (.
Fiir die Stetigkeit auf der Diagonalen sei (z0,29) € D x D. Fiir ((,z) € Bs(z0) x Bs(20)
betrachte

TOZTE) gy =

(=2 (—=z

9(6,2) ~ 9(z0,20) = [ (w) = 1) du.
[€.2]

Nun ist f stetig. Zu e > 0 withle § > 0 so, dass |f'(w) — f'(20)| < & in Bs(20).
Somit gilt auch (2).

Fiir (3) setze

F(Z)_{fl(z) , z€D
(2) , zeExtl,

wobei H(z) := EiO) d¢ holomorph ist nach Lemma 3.1.3(i).
T —Z

F' ist wohldefiniert, da G(z) = H(z) fir z € DN ExtT". Aus der Voraussetzung IntI" C D
folgt nun D UExtI' = C, d.h. F ist eine ganze Funktion.
Zu (4): Fir R > max|I'| und |z| > R gilt

)
[ 2 o] < erympin

1
d(z,T)

[F(2)] = [H(2)] = — 0 (2 00).




