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18. VORLESUNG, 21.06.2013

3.2. Residuensatz.

3.2.1. Definition. Sei U offen und a € U. Sei f : U \ {a} — C holomorph und r > 0, so
dass B,(a) C U. Dann heifit

resy f = 2%” / f(z)dz

9B, (a)

das Residuum von f in a.

Bemerkung.
(i) Ist f(2) = i an(z — b)" die Laurent—Reihe um b, dann ist resy f = a_; .
(i) Ist f holom%zlr[;f:oin a, dann ist res, f = 0.
(iii) Sei h(z) = Zl: an(z —b)" ein Hauptteil um b und v C C\ {b} eine geschlossene

n=—oo

Kurve. Dann ist h: C\ {b} — C holomorph und
1 a—_1 dz
5 h(z)dz—% Z_b—a_l-n(’y,b)—n(’y,b)-resbh.
g gl

(iv) Ist a aukerwesentliche Singularitit von f # 0, dann ist ord, f = res, (fT/) .

3.2.2. Satz (Residuensatz). Sei D ein Gebiet, S C D eine diskrete Menge in D und
f:D\ S — C holomorph. Sei v eine geschlossene Kurve in D\ S mit Inty C D (d.h. v
ist nullhomolog in D). Dann gilt

1/f(z)dz: Z n(vy,z)-res, f .
5

27
z€Int v

Beweis:

z€D\S = res, f=0
Int v ist kompakt = IntyN.S ist endlich

Sei SNIntvy={by,...,b,}. Seien

} Summe rechts ist endlich

-1
hi(z) = Y af(z—b;)"
n=—oo
die Hauptteile von f um b;. Dann ist f — > h; holomorph in einer Umgebung V' von
j=1

Int v. Wegen Inty C V folgt mit dem Cauchy—Integralsatz

O—V/f(z)dz—j;v/hj(z)dz

= /f(z) dz — 2mi Zn:n(’y, bj) - resy, f .
v =1
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3.2.3. Satz (Residuensatz fir Zykel). Sei D ein Gebiet, S C D eine diskrete Menge in D
und f: D\ S —C holomorph SeitI' C D \ S nullhomologer Zyklus in D. Dann gilt

5 /f )dz = n(l, z) -res, f .
zGIntF
Ist T' Randzyklus von V CC D, dann gilt

o /f )dz = Z res, f

zeV
3.2.4. Definition. Sei f : G — C holomorph. Dann ist

vf(a) == orde(f — f(a))
die Vielfachheit, mit der a auf f(a) abgebildet wird.
Ist f konstant, dann v¢(a) = co. Ansonsten gibt es ein n > 1, so dass in der Ndhe von a
gilt f(z) = f(a) + (2 — a)"g(z) mit g holomorph in a und g(a) # 0. Dann ist v¢(a) = n.
Fir n =1 gilt g(a) = f'(a).
Bemerkung.

() vp(@>1 . wla)=1 < f(a) £0.
(ii) f nicht-konstant ~»  vs(a) =res, (%) .
(ili) Nyp(w) = Z vr(z) ist die Anzahl der w-Stellen in G' mit Vielfachheit.
zef~H(w)
Sei f holomorph in G und vy geschlossene Kurve in G. Sei w ¢ f(|7|). Dann gilt

/ 5= o [ 25 = ntromm

omi | 7 mi ) C—w W
foy

Aus dem Residuensatz folgt sofort

3.2.5. Satz (Argumentprinzip). Sei G Gebiet und f holomorph in G. Seien ai,as, ...
die paarweise verschiedenen w—=Stellen von f und I' C G nullhomologer Zyklus in G mit
ay, ¢ |I'|. Dann gilt

2i / f(z f dz - Zn(r,au) ve(ay) -

"

IstT' Randzyklus von V CC G, dann ist dies die Anzahl N¢(w,V') der w-Stellen in V', d.h.
Nf(w, V)= Nf(w) nv:

27T2/ff dz:Nf(w,V).



