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19. VORLESUNG, 25.06.2013

Bemerkung. Ist f meromorph mit den Polstellen b1, bs, ..., so gilt
1 f'(2)
omi / o) —w ;”(F’a“) vy(an) + 3 n(T,by)-ords, f
T 14

Ist I' Randzyklus, so muf man also noch die Anzahl der Polstellen N¢(oo, V) in V abziehen:

1
27

7]”(2) 2= w — 00
!f(z)—wd = Ny(w,V) = Ng(o0,V).

Beispiel. Sei v = 0B,(a) Randkurve einer Kreisscheibe und f holomorph in By, (a), dann
ist

Ny(w, By(a)) = ;m/f(‘il)(z_)wdz =n(foy,w),
v

d.h. die Bildkurve lduft so oft um den Punkt w wie w—Stellen in B, (a) liegen.

3.2.6. Satz (Rouché). Seien f, g holomorph in G und I' Randzyklus von V. CC G. Gilt
|f(2) —g(2)| < |f(2)| fir alle z € |T'|, so haben f und g gleichviele Nullstellen in V (mit
Vielfachheit).

Beweis: Sei hy = f+A(g— f), A€[0,1]. Dann ist hg = f und h; = g. Wegen
(Ag(z) = f(2)] < lg(2) = F(2)] <|f(2)] fiir z €D
ist hx(z) # 0 auf |I'|. Somit ist die Anzahl der Nullstellen in V'

L BE L [FOHNE-FE) ,
2mi ) (o) T 2l | T+ A0 — /()

Nun héngt N) stetig von A ab, und da Ny € Z, folgt Ng = V;. g

Es gibt eine Version des Satzes von Roucheé fiir meromorphe Funktionen: Seien f, g
meromorph in G und I" Randzyklus von V' CC G. Gilt |f(z) — g(2)| < |f(2)] fur alle
z € |['|, so gilt Np(0,V) = Ng(oo,V) = Nyg(0,V) — Ny(o0, V).

Wir geben zwei Anwendungen des Satzes von Rouché. Es kommt darauf an, bei vorgegebe-
ner Funktion f eine Vergleichsfunktion g mit bekannter Nullstellenzahl so zu finden, dass
die Ungleichung im Satz von Rouché erfiillt ist.

3.2.7. Satz (Fundamentalsatz der Algebra).
Ein nicht konstantes Polynom P € Clz| hat eine Nullstelle in C.

Beweis:
O.b.d.A. sei P(z) = 2" +an_ 12" '+ ... +ap, n > 1.
Setze f,g: C — C, f(z) = P(z), g(z) = 2. Fiir r > 0 hinreichend grof gilt

|[f(w) = g(w)| = |an—1w" ™! + ...+ ag| < [w"| = g(w) ,

da )
lim Ap—1W +'”+a0:0.
wW—00 wn
Also folgt: N(0, B-(0)) = Ng(0, B,(0)) =n,
N¢(0,D) = Anzahl der Nullstellen von f in D. O

Einen anderen Beweis haben wir in 2.5.4 mit Hilfe des Satzes von Liouville gegeben.
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3.2.8. Satz (Hurwitz I). FEine Folge f, € O(D) konvergiere lokal gleichmdjfig im Gebiet
D C C gegen f € O(D), Es sei U beschrinkt und offen mit U C D, so dass f keine
Nullstelle auf OU hat. Dann gibt es einen Index my € N, so dass alle Funktionen f, fn
mit n > ny in U gleich viele Nullstellen haben.

Beweis:

Schritt 1: U = By(29). Es gilt ¢ = min{|f(2)| : z € OU} > 0. f,, — [ gleichméfig auf
OU = Iny, so dass ||fn — fllov < € fir alle n > ny = |fn(2) — f(2)] < |f(2)] fiir alle
z € OU, n > ny. Rouché = Behauptung.

Schritt 2: U beliebig. U kompakt = f hat in U nur endlich viele Nullstellen (Identititssatz).
Sie liegen alle in U = U \ U, es gibt also paarweise disjunkte Kreisscheiben Uy, ..., Uy in
U,sodass fin K =U\ (U U...UUy) nicht verschwindet. Da f, — f gleichmiifig auf
K, sind fast alle f,, Nullstellen-frei in K.

Schritt 1 = fiir fast alle f, gilt Ny, (0,U;) = N¢(0,U;) also Ny, (0,U) = Nf(0,U). O

3.2.9. Satz (Hurwitz II). Es sei f,, € O(D) eine Folge von injektiven Funktionen, die in
D gleichmapig gegen f € O(D) konvergiert. Dann ist f entweder konstant oder injektiv.

Beweis:

Angenommen f ist weder injektiv noch konstant. Seien a,b € D mit a # b, f(a) = f(b).
Sei r > 0 mit B,.(a) N B,.(b) = (. Die Funktion f — f(a) hat Nullstellen in a und b und ist
nicht identisch mit Null. Nach 3.2.8 haben fast alle Funktionen f, — f(a) fast gleich viele
Nullstellen in By(a) und B, (b), d.h. f,, nimmt den Wert f(a) in zwei verschiedenen Stellen
an. Widerspruch. O

3.3. Anwendung des Residuensatzes auf die Berechnung von Integralen. Zu-
néchst betrachten wir trigonometrische Integrale.

3.3.1. Satz. Sei R = g eine rationale Funktion. Q) habe keine Nullstelle auf |z| = 1. Dann
gilt

2
f(cost,sint) dt = 2x Z resy R
0 weD
mit R(z) = LR(3(z+ 1), 5;(= = 1))
Beweis:
Sei z € SY, z = e = cost + isint. Dann
cost:}(z—i-i):}(z—i—}) sint:i(z—f):l(z—1>
2 2 z/ 2i 2i 2]

also

2
/R(cost,sint)dt:/R<;(z+i),21i<z—i)) %dz:%2m2reswﬁ.
0

oD weD
]
s dt
Beispiel. Sei w € C, |w| # 1. Fiir /0 [ owoost T — I gilt
1
Riw,y) = 1— 2wz +w?’
i) = 1 1 1 2 B 1

;1—210%(7:—1—%)—1—102 zz—w2 —w+wz  (z—w)(l—wz)’



R hat genau einen Pol in I, nimlich w falls |w| < 1 oder

ist

res, R = lim (z — w)R(2)

zZ—w

Ist |w| > 1, so ist

res, R = lim
z—1

lim
z—1
w

1

w
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L falls |w| > 1. Ist Jw| < 1, so

w?
1
Cl—w?
1\ ~
- — R
(- 2)RE)
zw —1 1
w (z —w)(1 —wz)
11
%—w_uﬂ—l
_ 137;)2 ,|’UJ|<1
wgil ,|’LU‘>1.



