
1. Aufgabe.

(a) Sei f : D → C , f(z) =
z(2 − z)

4
. Wegen

f(z) = f(w) ⇐⇒ 2(z − w) = z2 − w2 = (z − w)(z + w)

gilt entweder z = w oder z + w = 2 (jedoch nicht in D). Somit ist f injektiv in D.
Betrachte f(eit). Da f(1) = 1/4 und f(−1) = −3/4, probiere −1/4 als Mittelpunkt.
D.h. wenn d(−1/4, f(∂D)) ≥ 1/2, dann folgt D 1

2

(−1
4
) ⊂ f(D), denn −1/4 ∈ f(D).

∣∣∣∣
eit(2 − eit)

4
+

1

4

∣∣∣∣ ≥
1

2
⇐⇒ |eit(2 − eit) + 1| ≥ 2 ⇐⇒ |e2it − 2eit − 1|2 ≥ 4

⇐⇒ (e2it − 2eit − 1)(e−2it − 2e−it − 1) ≥ 4

⇐⇒ 1 − 2eit − e2it − 2e−it + 4 + 2eit − e−2it + 2e−it + 1 ≥ 4

⇐⇒ 2 ≥ e2it + e−2it = 2 cos 2t ⇐⇒ cos 2t ≤ 1

Sei γ(t) = f(eit). Da |γ(t)−γ(0)| < 1 für t 6= π, ist dies auch die größte Kreisscheibe
in f(D), denn |e2it − 2eit + 1| ≤ 4 ⇐⇒ 5 + 4 cos t− cos 2t ≥ 0 und Gleichheit
nur für t = π in [0, 2π].

(b) Sei Re z < 0. Dann gilt

|ez − 1| =
∣∣
∫

[0,z]

eζ dζ
∣∣ ≤ |z| · max

ζ∈[0,z]
|eζ | = |z| .

Es gilt sogar |ez − 1| < |z|, da |eζ | < 1 für ζ ∈ (0, z].
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2. Aufgabe.

(a) Sei G = {Re z < 1} und T : Ĉ → Ĉ , T (z) =
z

2 − z
.

∣∣∣∣
z

2 − z

∣∣∣∣ < 1 ⇐⇒ |z| < |2 − z| ⇐⇒ |z|2 < 4 − 4 Re z + |z|2 ⇐⇒ Re z < 1

Somit |T (z)| < 1 ⇐⇒ Re z < 1 bzw. Re z ≥ 1 ⇐⇒ |T (z)| ≥ 1 ; T (G) = D.

Insbesondere T (1 + iy) =
1 + iy

1 − iy
=

a

a
∈ ∂D .

Wegen
z

2 − z
=

w

2 − w
⇐⇒ z = w ist T injektiv. Es gilt: T−1(z) =

2z

1 + z
.

(b) Sei f : D → G mit f(0) = 0. Dann gilt T ◦ f : D → D mit T ◦ f(0) = 0.
Mit dem Lemma von Schwarz folgt |T ◦ f(z)| ≤ |z| und weiter

∣∣∣∣
f(z)

2 − f(z)

∣∣∣∣ ≤ |z| ; |f(z)| ≤ |z|·|2 − f(z)| ≤ 2|z| + |z|·|f(z)|

; |f(z)|(1 − |z|) ≤ 2|z| ; |f(z)| ≤
2|z|

1 − |z|
.

(c) Sei f : C → C holomorph. Dann ist entweder f konstant oder f(C) = W
offen. Wegen f ◦ f = f gilt f |W = idW , und da W offen ist, folgt mit Identitätssatz
f = idC. f ist also konstant oder die Identität.

4. Aufgabe.

(a) Sei

f(z) =
1

z − 1
, f ′(z) = −

1

(z − 1)2
, f ′′(z) =

2

(z − 1)3
.

Benutze

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫

|z−z0|=1

f(z)

(z − z0)n+1
dz

mit z0 = −1 , n = 2 . Dann folgt

f ′′(−1) = −
1

4
=

2

2πi

∫

|z+1|=1

dz

(z + 1)3(z − 1)

;

∫

|z+1|=1

dz

(z + 1)3(z − 1)
=

π

4i

2



) Q?O. 

I=:
 



® 
(CL) cc_ 5t-.eJLh-~~ 9 CC_ &'~c.l 2-uSa~~~\'\.d~
 

(~. B. tW~'k ~ ~. 'kA-'9-U'tt- : IL1(CC_)-;:,. 1t,0:_) 'X-o)~ t~"'1
 
twob~\ x..o €.!'~ 2.v ·"\Vw\"'Y\.. ~ ce_ AsT '; ~ JR.J\..- t\JvJ2-\'.t. o-Qk. ~~. 

t {zt -e.t'V\R,. S+v{"Y\~ ~t 6~.s.\~ _ ~'..e-~:2. ':>. "L & 3. '2. ~ (~))
 

JAa~ ~a.n1\.- OJ-l c..k ClJ\.-ctu~~·V1...D..~) do-.~s ce.' CC_ ::. IR _U ~~'> L~+- "l-~~
 
- Sl'~ 3,'"2-. ~(C) ~d~ CC_ tSt- ko~o~'" ~ tR-\- X (-\\,il) ~\\J,{\,~J~
 

r~~ore:L'0"-()..~.
 

(b) ~. ~ . IA CTJ ~) = hC)' I =t:) ~ t E C- ([>,1 o( 11 =- 10, \1.
 

r.... (T' 1=.) = \-\ (r I ~ Yl CCO) 2:. ') + h. ( 11 \') ~ Cc: r) I::)
 

"'- CC 0/ ~) '" ~ '\ 1 "i'=" " C C. \1 oe) =- t~ J:~ ~
 
Ö J :t-=--l J 

Ab.->- }-\( YI o;-=- h c,{~ ~O) +k(Y,,) ~ 
-=-'" ~o 

-= k. \ 't/ 0) 

~O"~Od t\.\1)~} =- 'ACj 1\)' 

0-} ."'fo u"cl 01 Ro-b.e,\'\- d~s:.tJb.u,~ft,~rU ur-c\ ~~~[e- ~Jr*· " 
ce {z()y\'l(~ _?" ~ O~ Y{ k ([ C'ßu-h. ~. 4."L 8)} 


	klausur1_loes
	klausur_4b_5

