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2 ANALYSIS I-III, 2011/2013

1. REELLE UND KOMPLEXE ZAHLEN

Die Zahlen sind freie
Schopfungen des menschlichen
Geistes, sie dienen als ein Mittel,
um die Verschiedenheit der Dinge
leichter und schdrfer aufzufassen.

R. Dedekind

Was sind die reellen Zahlen? Wir folgen der axiomatisch-deduktiven Methode, die uns ge-
stattet, dieser Frage auszuweichen. Wir nutzen aus, dass die uns vertrauten reellen Zahlen
einige Strukturen tragen, die den Bedingungen eines sogenannten vollstindig angeordneten
Korpers geniigen. Diese Bedingungen betrachten wir als Axiomensystem fir die reellen Zah-
len, und aus diesem Axiomensystem lassen sich alle Aussagen tuiber reelle Zahlen deduzieren,
die in der Mathematik benétigt werden. Wir betonen also die Eigenschaften der reellen Zahlen
und nicht ihre Natur.

Eine zusétzliche Rechtfertigung erfihrt dieses Vorgehen durch ein Resultat, demzufolge je
zwei Strukturen, die den Bedingungen dieses Axiomensystems geniigen, isomorph sind und
daher die gleichen fir die Mathematik bedeutsamen Eigenschaften haben. Wir definieren also
die reellen Zahlen als einen vollstindig angeordneten Korper.

Man kann sich nun fragen, ob ein vollstindig angeordneter Korper tiberhaupt existiert. Zur
Beruhigung #ngstlicher Gemiiter sei sogleich gesagt, dass es verschiedene Konstruktionen
solch eines Korpers gibt. Man konstruiert zunichst die Menge der natiirlichen Zahlen, dann
die Menge der ganzen Zahlen und schlieBlich die Menge der rationalen Zahlen. Da die Men-
ge der rationalen Zahlen ,liickenhaft” ist, konstruiert man die reellen Zahlen durch einen
Prozess der ,Vervollstandigung®. Es gibt dafiir drei Methoden: durch Dedekindsche Schnitte,
durch Fundamentalfolgen (Cauchy-Folgen) oder durch Intervallschachtelungen. Diesen Weg
zu gehen, kostet aber mehr Zeit, als wir zur Verfiigung haben. Eine sehr gute Quelle dazu ist
das Buch [6] (oder der Klassiker von E. Landau [14]).

Wieso heiflen die reellen Zahlen reell? Die reellen Zahlen sind idealisierte Modelle von re-
ellen Objekten. Sie sind entstanden aus dem Wunsch, Liangen mit absoluter Exaktheit zu
berechnen, z.B. die Liange der Diagonale eines Einheitsquadrates. (Man beachte, dass auch
ein Einheitsquadrat eine Idealisierung ist.) Die intuitive Vorstellung ist, dass jede reelle Zahl
einem Punkt auf der Zahlengeraden entspricht. Wir mochten eine prizise und explizite ma-
thematische Formulierung dieser Intuition geben.

Einen Platonischen Dialoﬂ uber die Notwendigkeit der reellen Zahlen findet man auf der
Webseite von T. Gowers.

1.1. Korperaxiome.

1.1.1. Definition. Sei K eine Menge. Wir setzen voraus, dass fiir a,b € K die Summe a +b € K
und das Produkt a-b = ab € K erklart sind. Die Abbildungen +: K xK — K, (a,b)— a+b,
-:KxK—K,(a,b)— ab=a-b heillen Addition und Multiplikation.

Es gelten die Korperaxiome:

1. Axiome fiir die Addition:

(Al) Fir alle a,b,c €K gilt (a +b) +c =a + (b +¢). (Assoziativgesetz)

(A2) Es gibt ein Element 0 € K, so dass fiir alle a € K gilt: a + 0 = a. (Neutrales Element der
Addition oder Nullelement)

(A3) Fiir alle a € K gibt es (—a) € K mit a + (—a) = 0. (Additives Inverses)

(A4) Fir allea,b e K ist a + b = b +a. (Kommutativgesetz)

1http://www.dpmms.cam.ac.uk/~wtg1O/reals.html
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2. Axiome fiir die Multiplikation:

(M1) Fiir alle a,b,c € K gilt (ab)c =a(bc). (Assoziativgesetz)

(M2) Es gibt ein Element 1 € K \ {0}, so dass fiir alle a € K gilt: a -1 =a. (Neutrales Element
der Multiplikation oder Einselement)

(M3) Fiir alle a #0 gibt es o' € K mit aa~! = 1. (Multiplikatives Inverses)

(M4) Fir alle a,b € K ist ab = ba. (Kommutativgesetz)

3. Distributivgesetz:

(D) Far alle a,b,c €K gilt (a +b)c =ac + be.

Dann heilit K zusammen mit der Addition und der Multiplikation ein Kérper, bezeichnet
mit (K, +,-).

Ko6rpern werden intensiv in der Algebra und Zahlentheorie studiert und sind zentral z.B. in
der Galois-Theorie (sieche der Klassiker van der Waerden [22] oder Lang [15]]). Beispiele von
Kérpern: Q, R, C, [, = Z/pZ mit p Primzahl (Restklassenkoérper), QWV2):={a+bV2:a,beQ}
(oder allgemeiner Q(y/m ), mit m quadratfreie ganze Zahl, sog. quadratische Zahlkérper), Kor-
per der rationalen Funktionen K(x) = {P/Q : P, @ Polynome in der Variabel x} usw. Koérpern
sind fiir die Lineare Algebra grundlegend, da Vektorrdume mit Hilfe eines Grundkorpers defi-
niert werden (siehe z.B. [12]).

1.1.2. Satz.

(a) Das Nullelement und das Einselement sind eindeutig bestimmt.

(b) Fiir alle a,b € K hat die Gleichung a + x = b genau eine Losung xo = b+ (—a) =: b —a.
Fiir alle a,b € K, a # 0 hat die Gleichung ax = b genau eine Lisung xy = a~ b =: 9
Insbesondere ist das zu a (bzw. a # 0) additive (bzw. multiplikative) Inverse eindeutqg
bestimmt.

(c) Es gelten die folgenden Rechenregeln:

—(-a)=a, (-a)+(-b)=-(a+d)
@hHt'=a, a7 =@b) (a,b#0)
a-0=0, a-(-b)=-ab, (—a)-b)=ab
alb-c)=ab-ac
(d) Aus ab =0 folgt a =0 oder b =0.
1.2. Anordnungsaxiome.

1.2.1. Definition. Ein Korper (K, +, -) heil}t total angeordnet, falls eine Teilmenge P c K mit
den folgenden Eigenschaften existiert:

(O1) Fiir jedes x € K gilt genau eine der Beziehungen x€ P, —x€ P, x = 0.

(0O2) Fiir alle x,y e P gilt x+y, xy € P.

Ist x € P (bzw. —x € P), so heillit x positiv (bzw. negativ). In einem total angeordneten
Korper K fithren wir eine Kleiner-Relation ein:

Seien x,y € K. Wir sagen ,x ist kleiner als y“, geschrieben x < y, oder ,y ist grofler als x“,
geschrieben y > x, falls y—x € P.

x<y:oy—-x€eP;alsoxePox>0und-xeP < x<0.

1.2.2. Satz (Rechenregeln fir Ungleichungen). Sei K ein total angeordneter Korper. Fiir alle
x,y,2,t €K gilt:

(a) x<yund y<z= x<z (Transitivitdit)

b)) x<y=>x+z<y+z

() x<y=>-y<-—x

d) x<yundz>0>xz<yz;x<yundz<0=>xz>yz

(e) x #0=x2>0. Insbesondere 1> 0.
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M x>0=>1>02<0=>1<0
1_1 y
(2) O<x<y=0<3<g, §<1,;>1
(h) x<yundz<t=>x+z<y+t
(1) O0<x<y, 0<z<t=>0<xz<yt
) x<yund0<A<l=>x<Ax+(1-L)y<y.

Jetzt konnen wir zeigen, dass ein total angeordneter Korper auBler 0 und 1 noch weitere
Elemente hat! Denn 0<1=>0+1<1+1=:2=0<1<2 usw. In einem beliebigen Korper (z.B.
in Z/27) kann es passieren, dass 1+1=0!

Wenn wir 1 = % in (j) betrachten, ergibt sich x < % < y. Fir zwei (nicht unbedingt verschie-
dene) Elemente x,y € K heif3t % das arithmetische Mittel von x und y.

1.2.3. Definition. Sei K ein total angeordneter Korper. Ein Element x € K wird nichtnega-
tiv genannt, geschrieben x > 0 (x groBer-gleich 0), wenn x > 0 oder x = 0. Wir definieren eine
zweistellige Relation < auf K durch x < y:© y—x > 0 (x kleiner-gleich y). < ist eine Ord-
nungsrelation, d.h.
(a) x < x (Reflexivitat)
(b)) x<yund y < z=x <z (Transitivitit)
(¢c) x<yund y <x=x =y (Antisymmetrie)
Eine ganz wichtige (aber einfache) Ungleichung ist
x2+y?
2
wobei die Gleichheit genau dann auftritt, wenn x = y. Das folgt aus (x — y)?> > 0 mit Gleichheit

genau dann, wenn x = y. Die Ungleichung (I.1) ist ein Spezialfall der AGM-Ungleichung, die
wir spiter beweisen (siehe (1.8)).

(1.1) >xy, firallex,yeK,

1.2.4. Definition (Vorzeichen und Absolutbetrag).
Sei K ein total angeordneter Korper. Sei x € K. Man nennt

1 x>0
sgn(x)=40 x=0
-1 x<0
das Vorzeichen von x. Der Betrag von x ist
x x>0
X , x>0
x| :=x-sgn(x) =<0 x=0 d.h. |x|=
—-x ,x<0.
-x x<0

1.2.5. Satz (Rechenregeln). Sei K ein total angeordneter Korper. Fiir alle x,y € K gilt:
(@) |x| =20and x#0 <= |x| >0,
(©) llxll = lxl, | —x|=lxl,
(0 x| <ye—=+x<y<—=-y<x<y,
(A lx+yl < x|+ yl, |lx] - |y|| < |x — y| (Dreiecksungleichungen),
(@ x| <lyl & 2% <y?
(M x=y < lxl =yl und sgn(x) = sgn(y),
(g) sgn(xy)=sgn(x)-sgn(y), lxy| =|x|-|yl,

Die Dreiecksungleichungen sind ein wichtiges Mittel in der Analysis. Die Gleichheit in der
Dreiecksungleichung |x + y| < |x| + |y| gilt genau dann, wenn x und y dasselben Vorzeichen ha-
ben oder einer von x, y Null ist, d. h. es gibt ein A > 0 mit x = Ay. Ansonsten ist die Ungleichung
strikt, z.B. fir x =2, y = —1 gilt [x+ y] = 2= 1| = 1, |x| + |y = |2+ | — 1| = 3. Folgende Varianten
der Dreiecksungleichung sind oft benutzt:

lxl > 1yl —lx—yl, |lxl—1yl] < lx+yl
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1.3. Vollstandigkeitsaxiom. Dieses Axiom bringt die geometrische Anschauung zum Aus-
druck, dass die Zahlengerade ein Kontinuum ist. Die Vollstandigkeit ist eine der wichtigsten
Eigenschaften von R. Ohne sie konnten wir z.B. keine Wurzeln ziehen, keine Reihen summie-
ren und nicht integrieren.

1.3.1. Definition. Sei K ein total angeordneter Korper, A c K, A # @.

o A heillt nach oben beschrdnkt, falls es ein ¢ € K gibt mit a < ¢ fiir alle a € A; ¢ heif3it
dann eine obere Schranke von A. Ist ¢ eine obere Schranke von A mit c € A, so heilit
¢ Maximum von A, bezeichnet mit maxA.

o A heillt nach unten beschrdinkt, falls es ein ¢ € K gibt mit a > ¢ fiir alle a € A; ¢ heif3t
dann eine untere Schranke von A. Ist ¢ eine untere Schranke von A mit c € A, so
heifit ¢ Minimum von A, bezeichnet mit minA.

o Ist A nach unten und oben beschriankt, so heiflit A beschrdnkt.

o Ein Element c € K heil3t kleinste obere Schranke oder Supremum von A, bezeichnet
mit sup A, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) a<cfiralleacA.
(i) Ist b eine obere Schranke von A, so folgt ¢ < b.

o Ein Element ¢ € K heilt grofite untere Schranke oder Infimum von A, bezeichnet
mit infA, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) a>cfiralleacA
(i1) Ist b eine untere Schranke von A, so folgt ¢ > b.

supA
|
V
— o o o o 0o 0 & & oo

® Menge AcCR @0Oberen Schranken von A

1.3.2. Bemerkung.

(i) Hat eine Menge ein Maximum (bzw. Minimum, Supremum, Infimum), so ist dieses
eindeutig bestimmt.

(ii) Falls A ein Maximum hat, so hat A ein Supremum, und es gilt supA € A.
In diesem Falle ist maxA = supA.

(iii) Es gibt nach oben beschrinkte Mengen, die ein Supremum besitzen, aber kein Maxi-
mum, z.B. K_ ={x € K : x < 0}. Dann ist die Menge der oberen Schranken von K_ die
Menge {y:y > 0} also supK_ =0, aber K_ hat kein Maximum, weil 0 ¢ K _.

(iv) supA =minB, wobei B = {b : b obere Schranke von A},
infA = maxB, wobei B ={b : b untere Schranke von A}.

(v) Genau dann gilt ¢ = supA, wenn
(a) a<cfirallea€A, und
(b) es fiir alle € >0 ein a € A mit ¢ — e < a gibt.
(vi) c ist keine obere Schranke fir A ©3a€A:a>c.
(vii) A ist nicht nach oben beschrinkt © Vece Kda €A :a >c.

1.3.3. Definition. Ein total angeordneter Korper K heilit vollstindig, falls die folgende Ei-
genschaft (Vollstandigkeitsaxiom) erfiillt ist:
(V) Jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von K besitzt ein Supremum.

Die Aussage (V) ist dquivalent zur folgenden Aussage:
(V’) Jede nichtleere nach unten beschréinkte Teilmenge von K besitzt ein Infimum.
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In der Tat, A ist nach unten beschriankt g.d.w. —A :={—a : a € A} nach oben beschrinkt ist.
Gegebenfalls ist infA = —sup(—A).

1.3.4. Bemerkung. Der Korper Q der rationalen Zahlen ist ein total angeordneter Korper der
nicht vollsténdig ist. In der Tat, die Menge A = {x € Q : x% < 2} ist eine nichtleere nach oben
beschriankte Menge, aber besitzt kein Supremum. Gébe es ¢ = supA € Q, so kann man zeigen,
dass ¢? = 2. Das ist aber ein Widerspruch, da es keine rationale Zahl ¢ gibt, mit ¢2 = 2 (siehe

Satz[A.3.10D.

Wir werden bald viele Anwendungen des Vollstindigkeitsaxioms erhalten, unter anderem
die Existenz der Quadratwurzel.

1.3.5. Definition. Ein vollstindig angeordneter Korper K heif3t Korper der reellen Zahlen,
bezeichnet mit R.

Um diese Definition zu rechtfertigen miissen wir zwei Fragen beantworten. Existiert ein
Korper mit diesen Eigenschaften? Inwieweit ist er eindeutig bestimmt?

1.3.6. Satz (Existenz von R; Cantor, Dedekind). Es gibt mindestens einen Korper der reellen
Zahlen.

Zum Beweis und Aufbau des Zahlsystems N c Z c Q < R aus den natiirlichen Zahlen siehe
[6] oder den Klassiker von E. Landau [14]. Die Konstruktion von Dedekind basiert sich auf
Dedekindschen Schnitte, die Konstruktion von Cantor auf Cauchy-Folgen.

1.3.7. Satz (Eindeutigkeit der reellen Zahlen). Seien K und K' zwei Kérper der reellen Zahlen.
Dann gibt es eine bijektive Abbildung ¢ : K — K', so dass fiir alle x,y € K gilt:

Q) @x+y) = @x)+p(y)
(1) @xy) = @)p(y)
({ii) @(1)=1
(iv) x <y = @x) <p(y).

Der Satz besagt, dass es eine bijektive Abbildung ¢ : K — K’ gibt, die vertriglich mit der al-
gebraischen Strukturen und Ordnungstruktur ist. Eine solche Abbildung heifit Isomorphismus
von total angeordneter Korpern. Wir sagen, dass R bis auf Isomorphie (von total angeordneter
Korpern) eindeutig bestimmt ist. Da fiir uns nur diese Strukturen wichtig sind, sprechen wir
von dem Korper R.

1.4. Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion. Wir definieren nun die Menge der
natiirlichen Zahlen. Wir méchten zum einen, dass 1 eine natiirliche Zahl ist, und zum zweiten,
dass jede natiirliche Zahl n einen Nachfolger n + 1 hat. Wir prézisieren diesen Gedanken so:

1.4.1. Definition. Eine Menge M c R heil}t induktiv, falls
(a)leM,
b)xeM=>x+1eM.

Es ist Kklar, dass eine induktive Menge mindestens die Elemente 1,2:=1+1,3:=2+1,...
enthalten muss: Eben die natiirlichen Zahlen nach unserem naiven Verstdndnis. Es gibt viele
induktive Mengen, z.B. M = {x > 1}. Uns interessiert die kleinste solche Menge. Die Menge
der natiirlichen Zahlen ist definiert als Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von R:

N:=(){M : M c R, M induktiv}
N ist auch induktiv, ist also die kleinste induktive Menge.
1.4.2. Definition. Die Menge der ganzen Zahlen ist definiert durch
Z:=NU{0}u(-N) ={0,+1,%2,.. } cR.
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Wir setzen
NO :=NuU{0}.

Die Menge der rationalen Zahlen ist definiert durch
@::{’i :p€Z,q€Z\{O}}C[R.
q
Eine Zahl x € R\ Q heif3t irrational.

1.4.3. Satz (Induktionsprinzip). Hat M <N die Eigenschaften:

(a) 1e M,
(b) xeM=>x+1eM,

so folgt M =N.

1.4.4. Satz (Beweis durch vollstindige Induktion). Seien A(n) Aussagen, die fiir alle n € N
definiert sind. Wenn

(a) AQ1) richtig ist und

(b) VReNA(n)=> A(n+1) gilt,

dann ist A(n) richtig fiir alle n € N.

Der Induktionsanfang besteht aus A(1) und dessen Beweis. Die Induktionsvorausset-
zung ist ,A(n) ist wahr “, die Induktionsbehauptung ist ,A(n +1) ist wahr“. Der Indukti-
onsschritt ist der Beweis von ,,A(n) = A(n + 1)“. Induktionsbeweise strukturiert man so:

(i) Induktionsanfang (n = 1): Beweis von A(1).
(i1) Induktionsschritt (n ~~ n+1): Beweis von ,,A(n) = A(n+1)“ d.h., dass aus der Wahrheit
von A(n) die Wahrheit von A(n +1) folgt.

Einen Induktionsbeweis konnte man sich als eine unendliche Reihe von Dominosteinen vor-
stellen, die man zu Fall bringen méchte. Jeder Dominostein steht fiir ein A(n). Um alle Steine
umzustoflen, muss man den ersten Stein umschubsen (Beweis von A(1)), und der Stein A(n+1)
muss nah genug zu A(n) stehen, so dass jeder Stein durch seinen Vorgéinger mit umgerissen
wird (Beweis von ,A(n) = A(n +1)“).

Beispiel: Beweise mit vollstéandiger Induktion, dass fiir alle n e N gilt:

1
13+23+33+...+(n—1)3+n3=an(n+1)2.

Induktionsanfang (n =1): 13 =1= %12(1 +1)? ist eine wahre Aussage.
Induktionsschritt (n ~» n + 1):

Induktionsvoraussetzung (IV): Fiir ein n e N gilt 13+ 2% + ...+ (n - 1)3 +n3 =
(n+1)%(n+2)>
e R

n?(n+1)>
Induktionsbehauptung: Dann gilt 1B+ 4+, +m-13+n+(n+1)3=
Beweis des Induktionsschrittes:
PP+2+. +n-102+n2+(n+ 12 =[3+22+ .. + -1 +n°1+(n+1)3
2 2 2
+1
IX% +(+13=(n+1)? ”Z +(n+1)]

:i(n +12(n?+4n+4)= i(n +1)2%(n +2)%.

1.4.5. Bemerkung. Einen Beweis durch Induktion kann man mit einer beliebigen ganzen
Zahl anfangen. Sei g € Z und Z(> q) ={n € Z : n > q}. Seien A(n) Aussagen, die fiir n € Z(> q)
definiert sind. Wenn

1) A(q) richtig ist und

2) A(n)=> A(n+1) fir alle n € Z(> q) gilt,

dann gilt A(n) fiir alle n € Z(> q). Dies folgt leicht aus Satz[1.4.4l durch Indexverschiebung; die
Abbildung f : Z(= q) — N, f(n)=n+q — 1 ist bijektivund f(n+1)= f(n)+1.
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1.4.6. Bemerkung. Das Induktionsprinzip kann auch als Definitionsmittel benutzt werden.
Wir definieren zum Beispiel die ganzzahligen Potenzen einer reellen Zahl. Mehr zur Definition
durch Induktion finden Sie in (Rekursionssatz).

1.4.7. Definition (natiirlichen Potenzen). Sei a € R eine reellen Zahl. Wir definieren die na-
tiirlichen Potenzen a", n €N, durch

(1.2) al=a, a"*'=a"-a, neN.

In der Tat, die Menge M = {n € N : a” ist definiert} hat die Eigenschaften: 1e M, ne M =
n+1eM, also M =N, nach Satz[1.4.3

1.4.8. Definition (ganzzahligen Potenzen). Sei a € R eine reellen Zahl. Wir definieren die
ganzzahligen Potenzen a", n € Z, durch (1.2) falls n e N und

(1.3) a® = 1(auch fiir a = 0)
1 —-n

(1.4) an=(a_1)_n=(—) , fira#0,neZ, n<0.
a

Man beweist durch Induktion die Potenzgesetze:
a™"=a™.a", a"-b"=(ab)", (@™)'=a"™"
fira,beR, m,neNg oder a,b eR*, m,n€Z.
Eine sehr niiztliche Ungleichung, die durch Induktion bewiesen wird, ist die folgende:
1.4.9. Satz (Bernoulli-Ungleichung). Sei x €R, x > —1 und n € Ng. Dann gilt
A+x)">1+nx.
Ist n > 2, x # 0 so ist die Ungleichung strikt (>).

Im folgenden fithren wir mit Hilfe der rekursiven Definition die Addition und Multiplika-
tion fiir eine beliebige Anzahl von Summanden bzw. Faktoren ein. Dies erlaubt es, n! und die
Binomialkoeffizienten zu definieren.

Zunichst definieren wir den Begriff der Familie.

1.4.10. Definition. Seien I und X zwei Mengen. Eine Abbildung I — X, i — x; heifit auch
eine Familie von Elementen von X, geschrieben (x;);c;. Die Menge I heilit Indexmenge. Ist
I={1,2,...,n} so heiBt (x;);cs =:(x1,...,%,) =: (x;)1<i<n €in n-Tupel.

1.4.11. Definition. Fiir alle n € N und alle n-Tupel (x1,...,x,) von R gibt es Elemente }.7"_, x;,

[T, x; von R, rekursiv definiert durch

1 n+l n 1 n+l n
intle, xi:Z( xi)+xn+1, Hxizle,nxi:Z(Hxi)+xn+1.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Wir schreiben auch Y7, x; =x1+... +x,.
Sei I eine Indexmenge mit n Elementen, (x;);c; eine Familie von Elementen von R. Sei
I={ii,...,i,} eine Aufzédhlung von I. Wir setzen

n n
in = Z Xi, =Xi; +...tX%5,, Hxi = Hxik =X .ot X, <,
i€l k=1 iel k=1
Die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Aufziahlung.

Eine niitzliche Vereinbarung, die es uns oft erlaubt, Fallunterschiedungen zu vermeiden, ist
die folgende: Die leere Summe ist 0 und das leere Produkt ist 1, d.h.

(1.5) Y xi:=0, J[xi:=1
10 437
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Als Beispiel betrachten wir m,neZund I ={k € Z:m <k <n}={m,...,n}. Dann setzen wir

n n
in:Zin, Hxi:ZHxi.
k=m el k=m el

Fir m >nist I = @, also gilt nach (L3): ¥ x; =0, [, x; =1.

1.4.12. Definition. Fiir n € Ny wird n! (n Fakultdt) definiert durch

nl:= H k
k=1

also0!=1,1!=1,und n!=1-2-...-n fiir n > 1. Fir a € R und % € Ny definiert man die Binomi-
alkoeffizienten ,«a iiber k“ durch

a 1 k1 . a -1 N al
(k):ﬁjll(a_ﬁ’ also (O)_Jljo(a_ﬁ_l’(l)_a’

(a) B ala—1)...(a—Fk+1)

P A fur k>1.

Eigenschaften der Binomialkoeffizienten:

(1) Rekursionsformel:

(2) Additionsformel:

a N a _ a+1 )
Bl \k+1] |(E+1)
n! 5
_ <
(”): El(n—k)!’ sn
k 0, k>n

(n)=( " ) fir n,keNg, n=>k.
n—-~k

(3) Fiir n,k €Ny gilt

4)

k

1.4.13. Satz (Binomischer Lehrsatz). Fiir alle x,y € R, n e N gilt

n_|" n nl n-1 ) n-2, 2 n n—-1 nl n
(x+y) —(O)x +(1)x y+(2)x y +...+(n_1)xy +(n)y

= i (n)xn—kyk .
k=0 k

1.5. Folgerungen des Vollstindigkeitsaxioms.

1.5.1. Satz (Satz von Archimedes). N c R ist nicht nach oben beschrdankt, d.h. zu jedem x € R
gibt es n e N mit n > x.

Dies zeigt auch, dass N ist unendlich (da jede endliche Menge in R ein Maximum besitzt).
Eine Umformulierung lautet: for alle x e R, y € R, gibt es n e N mit ny > x.

1.5.2. Satz (Satz von Eudoxus). Zu jedem & > 0 gibt es n € N mit % <Ee.
Eine Umformulierung ist inf {% :neN}=0.

1.5.3. Satz (Wohlordnungsprinzip). Jede nichtleere, nach oben (bzw. unten) beschrinkte Teil-
menge von Z besitzt ein Maximum (bzw. Minimum). Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein
Minimum.
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1.5.4. Definition (GauB-Klammer). Zu jedem x € R hei3t die ganze Zahl
lx] :=max{k € Z:k <x}

die Gaufi-Klammer oder ganzzahliger Anteil von x.

n-1 n = |x] x n+1l

1.5.5. Satz (Dichtheit von Q in R). Seien a,b €R, a <b. Dann gibt es g€ Q mit a <q <b.

Seien A c B c R. Wir sagen, dass A liegt dicht in B, falls fiir alle x,ye B, x <y, gibt es z€ A
mit x < z < y. Laut Satz[1.5.5liegt Q dicht in R.

1.5.6. Satz (Satz tiber Division mit Rest). Seien a,b €7, b #0. Dann gibtes q,r €7, 0 < |r| <|b|
sodass a =bq +r, ndmlich q :=|a/b] und r :=a - bgq.

Mehr zum Wohlordnungsprinzip finden Sie in §1.9
Eine weitere wichtige Anwendung des Vollstindigkeitsaxioms ist die Existenz der Wurzeln.

1.5.7. Satz (Existenz der k-ten Wurzel). Sei a € R, a >0, und sei k € N. Dann gibt es genau ein

x € R mit x>0 und x* = a, genannt k-te Wurzel von a, geschrieben x =: ¥/a =: a'/*.

In und (@.3) haben wir die ganzzahligen Potenzen definiert.
1.5.8. Definition (rationale Potenzen). Sei a > 0. Fiir n € Nj sei a ™" :=(a™1)", und sei
(1.6) an:=Vak, firkeZ, meN
definiert. Damit ist also a? fiir jedes g € Q erklart.

Die Definition hingt von der Darstellung g = 2/m der rationalen Zahl ¢ nicht ab (siehe
Aufgabe[1.8.12). Dann gelten die Potenzgesetze:

(1.7) ala"=a?"", (@?) =a?, fira>0undgq,req@.

Sei (x1,...,%,) ein n-Tupel von reellen Zahlen. Die Zahl

Y wh= bt an)
nk:lxk—nxl ot Xy,

heif3t das arithmetische Mittel von (x1,...,x,). Sind alle x; > 0, so heil3t

n 1

([T = v

i=1
das geometrische Mittel von (x1,...,x,). Es gilt die AGM-Ungleichung (wobei A=arithmeti-
sches, G=geometrisches, M=Mittel):

1
(1.8) —(x1 +... +xn) > Yx1---x,,, furallexq,...,x, >0,
n
wobei die Gleichheit genau dann auftritt, wenn x; = x9 = ... = x,,. Es gibt viele Beweise dieser

wichtigen Ungleichung; fiir ein Beweis durch Induktion siehe Aufgabe (in der GroBibung
behandelt) oder [24, 3.7]. Wir werden (1.8) im Satz [8.1.10| beweisen, als Konsequenz der Jen-
senschen Ungleichung fiir konvexe Funktionen. Fiir n = 2 lautet (L8): x +y > 2,/xy fiir alle
x,y >0, woraus man (1. 1) wiederfindet.

Eine Anwendung der AGM-Ungleichung ergibt:

X n+1
) , furneN,x>-n,x#0.

x\n
(1.9) (1+;) <(1+n+1
1.5.9. Definition (Intervalle). Eine Teilmenge I c R heiit Intervall, wenn I mit je zwei Ele-
menten x < y auch alle Elemente z mit x < z < y enthilt.
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1.5.10. Beispiel. Seien a,b € R. Dann ist [a,b] :={x € K :a < x < b} ein Intervall. Falls a = b ist
[a,b]={a}, falls b <a ist [a,b] = @. Andere Beispiele:
(a,b):={xeR:a<x<b}
(a,b]:={xeR:a<x<b}
[a,b):={xeR:a <x<b}
Intervalle der Form (a,b) heillen offen, (a,bl, [a,b) halboffen. Die Intervalle [a,b] heifien

abgeschlossen. Das Intervall [a,b] heilit auch kompakt. Spiter werden wir allgemeine offe-
ne, abgeschlossene und kompakte Mengen definieren.

1.5.11. Definition (Intervallschachtelung). Fir ein Intervall I mit Endpunkten a,b € R defi-
nieren wir die Ldnge von I als |I|:=|b —a|. Eine Familie (I,),en von kompakten Intervallen
heif3t Intervallschachtelung , falls gilt:

() I,+1<1, fir alle n eN, und

(i1) fur alle e > 0 gibt es n e N mit |I,| <e.

1.5.12. Satz (Intervallschachtelungsprinzip). Zu jeder Intervallschachtelung (I,)nen gibt es
x € Rmit NpenIn = {2}

Der Satz gilt nicht, wenn wir nicht fordern, dass die I,, abgeschlossen sind. Fiir I,, = (0,%)
gelten beide Eigenschaften (i) und (ii) aus[I.5.11] aber Nyendn = @.

n+1

1.5.13. Satz. Sei I, = [(1 + %)n, (1 + %) , n€N. Dann ist (I,),en eine Intervallschachtelung.
Die Zahl e € R mit mit NyenI, = {e} heifit Eulersche Zahl.

Es gilt e =2,71828...; e ist eine irrationale Zahl. Die Zahl e spielt eine wichtige Rolle in der
Mathematik, sie ist die Basis des natiirlichen Logarithmus und der natiirlichen Exponential-
funktion.

1.6. Die Uberabzihlbarkeit von R.

1.6.1. Definition.

(i) Zwei Mengen X,Y heilen gleichmdchtig (geschrieben X ~Y'), wenn es eine bijektive Ab-
bildung ¢ : X — Y gibt. Die Relation X ~Y ist eine Aquivalenzrelation.

(i) Eine Menge X heifit endlich, falls X = @ oder es ein n € N gibt mit X ~ {1,...,n}. Die Kar-
dinalzahl | X| (Anzahl der Elemente von X) ist definiert durch | X|=0falls X =@ und | X|=n
falls X ~{1,...,n}.

(ii1) Eine Menge heif3t unendlich, wenn sie nicht endlich ist.

(iv) Eine Menge X heilit abzdhlbar, falls X ~ N und héchstens abzdahlbar, wenn sie endlich
oder abzdhlbar ist. Ist X hochstens abzéhlbar, so heiit eine Bijektion f : {1,...,n} — X oder
f :N — X Aufzdhlung von X; dann ist X = {xq,...,%,,...}, xp = f(k). Ist X nicht hochstens
abzéahlbar, so heil3it X nicht abzdahlbar oder iiberabzdihlbar.

1.6.2. Beispiele. Die Funktion f:Z — N, f(z) =2z falls z > 0 und f(2) = -2z—-1 falls z< 0
ist bijektiv. Daraus folgt, dass die Menge Z abzé&hlbar ist; dies ist schon erstaunlich, weil es
bedeutet, dass N und Z gleich viele Elemente haben, obwohl N eine echte Teilmenge von Z ist!
Die Mengen Q., Q sind auch abz&hlbar!

Wir konnen dagegen die reellen Zahlen nicht abzéhlen:

1.6.3. Satz (Cantor). Die Menge R ist nicht abzdhlbar.
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1.7. Der Korper der komplexen Zahlen. In R gibt es keine Zahl x mit x2 = -1, da 2> 0>
—1 fiir alle x € R. Wir konstruieren einen Korper, in dem die Gleichung x? = —1 eine Losung
hat. Auf R? fithren wir eine Addition und Multiplikation wie folgt ein:

(x,y)+u,v):=(x+u,y+v)
(1.10)

(x,y)-(u,v):= (xu — yv,xv + yu).

1.7.1. Satz. (R2,+,-) ist ein Korper mit Nullelement (0,0) und Einselement (1,0). Dieser Korper
heifst Korper der komplexen Zahlen, bezeichnet mit C := (R2,+,-).

1.7.2. Satz. Die Abbildung ¢ :R— C, ¢(x) = (x,0) hat die Eigenschaften @o(x +y) = @(x) + @(y),
pxy) = px)p(y), p(1) =(1,0), d.h. ¢ ist ein Korper-Homomorphismus.

Die komplexen Zahlen {(x,0) : x € R} bilden einen Koérper mit der induzierten Addition und
Multiplikation (I.10D. Wir sagen, dass {(x,0): x € R} ein Unterkorper von C ist. Der Homomor-
phismus ¢ :R — {(x,0) : x € R} ist bijektiv, d.h. ein Kérper-Isomorphismus. Wir identifizieren
deshalb R mit {(x,0) : x € R} und sagen, dass R ein Unterkorper von C ist.

Wir schreiben fur (x,0) kurz x, also 0 fiir (0,0), 1 fir (1,0), usw.

1.7.3. Definition. Die (nicht-reelle) Zahl i = (0,1) hei3t imagindre Einheit. Es gilt
i2=(0,1)-(0,1) = (02 ~12,0-1+1-:0) = (-1,0) = (-1)-(1,0) = -1.
Fir z = (x, y) schreiben wir nun
z2=(x,0)+(0,y) =(x,0)+(0,1)-(y,0) =x+1iy.

Dann heifit x Realteil von z, und y hei3t Imagindrteil von z, geschrieben Rez :=x, Imz :=
y. Man beachte, dass der Imaginarteil y reell ist. Zahlen der Form iy mit y € R heilen auch
(rein) imaginér.

1.7.4. Definition. Die konjugierte Zahl zu z =x+iyistz:=x—1iy.

1.7.5. Satz (Rechenregeln). Fiir alle z,w € C gilt:
() z+tw=z+w,z-w=z-w.
(i) z+z=2Rez, z—-z=2iImz=.
(iil) z=z<zeR z=-2zo z€iIR
(v) z-z=22+y2 > 0fiirz=x+1iy.
V) z=z.

1.7.6. Definition. Fiir z € C heiit |z| := Vz-Z = \/x2+ y2 der Betrag von z. Fiir z € R ist
|z| = V22 der iibliche Betrag von reellen Zahlen.

1.7.7. Satz (Rechenregeln fiir den Betrag). Fiir alle z,w € C gilt:

1) 12]20;1z|=0e2z=0.

(i) Ist z #£0, so gilt z~ L =z/|z|2.
(iii) |z| =z

(iv) |Rez|<lzl, [Imz| < |z].

) lz-wl=lz|-wl.
i) |z+w| < |z|+ |w| (Dreiecksungleichung).

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn z =0 (bzw. w =0) oder w/z € R, (bzw. z/w € R,).

(vii) |Iz| - |w|| < |z—w| (wumgekehrte Dreiecksungleichung).

Geometrische Deutung der komplexen Zahlen:

Man veranschaulicht sich seit Gaul} die komplexen Zahlen als Punkte in der Gaufischen
Zahlenbene mit rechtwinkligen Koordinaten (oder als Vektoren mit Ursprung im Nullpunkt
(0,0) und Endpunkt in (x, y)).

7.11.2011
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y-Achse
0,y) (x,y)
_____ i
|
|
|
|
|
|
|
l
-Ach
(0,0) (x,0) Trachse

Die Addition komplexer Zahlen ist dann die tibliche Vektoraddition nach der Parallelo-
grammregel.

y-Achse (x+u,y+v)
_ A
/
(x,y) _ -~ /
-— /
/
/
/
/
/
/
./
(u,v)
©0.0) x-Achse

Um die Multiplikation zu interpretieren, fithren wir Polarkoordinaten ein. Das ist nicht
ganz elementar und wird erst spater gerechtfertigt. (Wir benotigen Eigenschaften der Cosinus-
und Sinusfunktion, die zwar wohlbekannt sind, deren Beweise aber tiefer liegen; siehe §5.5
insbesondere die Sitze und [B8.4.17]) Wir schreiben jeden Punkt (x,y) als r(cos¢,sing),
wobei r = \/x2 + y2 die Liange des Vektors (x,y) ist und ¢ der Winkel zwischen der positiven
x-Achse und dem Vektor (x,y). Die Gleichung

(1.11) z=r(cose +isin¢g)

heif}t eine Polarkoordinatendarstellung oder trigonometrische Form von z, die Zahlen r, ¢
heilen Polarkoordinaten von z. Diese Darstellung ergibt sich leicht, wenn man das recht-
winklige Dreieck mit den Ecken (0,0), (x,0), (x,y) betrachtet. Wir nennen ¢ ein Argument
von (x,y). Nach der Definition ist ¢ € [0,27), wir kénnen aber auch alle ¢ + 2km mit & € Z als
Argument von (x,y) betrachten.
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y-Achse
(x,y)
(Oyy) _____ _T
|
|
|
|
|
@ |
|
-Ach
(0,0) (x,0) TAcse

Nach der Definition der Multiplikation gilt
(x,y)-(u,w) =rs(cospcosy —sin@siny, sing cosy + cos @ siny)
= rs(cos(¢ +v),sin(p + 1))
oder
[r(cos@ +ising)] - [s(cosy +isiny)] = rs(cos(p + ) +isin(p +v)),
wobei man die Additionssétze fiir cos und sin benutzt. Die Multiplikationsregel fiir komplexe

Zahlen lautet also: ,Die Ldngen werden multipliziert, die Argumente werden addiert”. Insbe-
sondere erhalten wir die Formel von de Moivre:

[r(cosp +ising)]” =r"(cosnp +isinng), neZ.

1.8. Ubungen.
1.8.1. Aufgabe (Endliche geometrische Reihe). Sei a # 1. Dann gilt
1
l+a+...+a" = 1-a™
l1-a
1.8.2. Aufgabe. Sei n € N. Dann gelten die Identitédten:
n(n+1)
1+2+4...+n= 2
— %
2
13423+, . +n%= nin+ 1
1

Sei Sy = 1*+2%k + .. +n* keNy. Dann gilt:

k k k
(n+ l)k —nk = (I)Sn’k_l + (2)Sn,k—2 +...+ (k)Sn,o.

Diese Formel stellt eine Rekursionsformel fiir S, ;, dar, die erlaubt, alle S,, ; zu berechnen.

1.8.3. Aufgabe (Teleskopsummen). Sei n € N . Dann gilt:

1 1 1 n
—+——+...t =—,
1-2 -3 nn+l) n+l

1 1 1 1[1 1

+ foot————————— = | —————— |,

1-2-3 2-3-4 nn+1)(n+2) 2|12 (m+1Dn+2)
1 2 n-1 1
— =+ +—=1-=
2! 3! n! n!

1.8.4. Aufgabe. Beweise:

n n n n n n— n n n —1)k n
a) kgo(k)ZQ , b) kgok(k):n'Q oo kgo(—l)k(k):o, d) kgo(ki)l (k):ﬁ'
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1.8.5. Aufgabe. Beweise die AGM-Ungleichung (1.8).

1.8.6. Aufgabe. (a) Seien ay,...,a, > 0. Zeige:

n n
( Z ak)( i) > n? und Gleichheit genau dann, wennaj=...=ay
k=1 k=19k

(b) Sei a e R \ {1}, n €N, n = 2. Zeige
-1
%<1+a— und \/”ap<1+]—)(a—1) fir peN,1<p<n.
n n

1.8.7. Aufgabe. Seien neNunday,...,a,,b1...,b, reelle Zahlen.

(a) Beweise die Lagrange-Identitat:

n n n 2
(1.12) Z (aibj—ajbi)2=(2al2-)-(z b?)—(Zaibi) .
1 i=1 i=1

1<i<j<n i=1

(b) Beweise die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

(éaibi)z < (;a?) : (;b?) :

Zeige, dafBl die Gleichheit genau dann auftritt, wenn es 1 € R gibt, so dal b; = Aa; fiir alle
i=1,...,nodera; =Ab; fur allei =1,...,n. Soll bedeuten:
Gleichheit genau dann, wenn (a1,...,a,) und (b1,...,b,) linear abhdngig sind.

1.8.8. Aufgabe. Zeige durch direkte Rechnung, daf fiir m,n € N mit m < n gilt:

(a) (’Z) < (Z) fiir ke {1,...,n},

1 (m 1(n 1 1 .
(b)ﬁ(k)<ﬁ(k)<gsﬁ furk€{2,...,n},

(c)

m

1 m
1+—) <

1 n
1+ —) . Tip: Benutze den binomischen Lehrsatz und (b).
n

1
1.8.9. Aufgabe. (a) Wegen der Bernoulli-Ungleichung gilt (1 + —)n > 2 fur allen eN.
n

1

Zeige, daf} aullerdem gilt: (1 + —)n < 3 fiir alle n € N. (Tip: Binomischer Lehrsatz, endliche
n

geometrische Reihe und Aufgabe[1.8.8])

n-1 1\& "
(b) Zeige fiir alle n e N mit n > 2: H(1+—) =—.
E=1 k n!

%)n <n!< Q(S)n fur alle n e N.

1.8.10. Aufgabe. Beweise durch Induktion nach %, dass:

(c) Folgere aus (a) und (b): 3(

2

1\% k k
(1+—) <l+—+—, n,keN, k<n.
n n n

1
Folgere, dass (1 + —)n <3 firallen eN.
n

1.8.11. Aufgabe. Bestimme fiir jede der folgenden Mengen, ob sie ein Supremum bzw.Infimum
besitzt. Falls ja, berechne es und entscheide, ob es in der jeweiligen Menge enthalten ist.

(@) Mi={(-D"(2+2) | neN};
(b) M2={(—%)m+%|m,n€l\l};
() Mg={xeR | (x+a)x+b)x+c)>0}, wobei a <b < c fest.
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1.8.12. Aufgabe. (a) Zeige: Fira>1lista>a>{a>...>1,undfir0O<a<lista<a<
Va<...<1.

(b) Sei x> 0. Fiir n € N sei ™" := (x~1)", und fiir £ € Z, m € N sei x% := V«* definiert. Damit
ist also x? fur jedes q € Q erklart. (warum eindeutig?)

Zeige fir x>0und q,r € Q:  x%x" =x9*" und (x9)" =x9".

1.8.13. Aufgabe. Fiir positive Zahlen a,b definiert man das arithmetische, geometrische und
harmonische Mittel durch
a+b 1 2ab

A(a,b):= o G(a,b):=Vab H(a,b):=A(%’%)—a+b.

(i) Beweise die Ungleichungen
H(a,b) < G(a,b)< A(a,b)

und zeige, dal3 eine Gleichheit der Mittel nur fiir a = b eintritt.

(i1) Es sei 0 < a < b. Man definiere Intervalle [a,, b, ] fir alle n € N, rekursiv durch [a1,b1] :=
[a,b] sowie durch a,+1:=G(a,,b,) und b,.1:=A(a,,b,). Man zeige, daBl sie eine Intervall-
schachtelung bilden. Man zeige ferner die Abschitzung

1
bni1—ans1 < 8_(bn - an)z .
a

Die in allen Intervallen [a,,b,] liegende Zahl heif3t arithmetisch-geometrisches Mittel der
Zahlen a und b und wird mit M(a, b) bezeichnet.

1.8.14. Aufgabe. Seien a,b >0,a> # b. Setze

b p-1+bp-1
aO = _’ bO :a’ bn = —’
a 2

(i) Zeige induktiv: a, < b, ,n €N.

a,=-—, furneN.

bn
(i) Zeige, dass ([, bn]),en eine Intervallschachtelung ist, in deren Durchschnitt v/ liegt.

1.8.15. Aufgabe. Sei g = %(1+ V/5) (die Zahl des goldenen Schnittes) und % := g~!. Man rechnet
leicht nach: g:1=(1+g):g,82=1+g,h®>=1-h,g=1+h.

(a) Sei { := %(h +iVa—h2? ) Zeigen Sie, dass { eine Losung der Gleichung z® — 1 = 0 (also eine
5. Einheitswurzel) ist. Tipp: Es gilt 24+ 23 + 22+ 2+ 1= (22 + gz + 1)(z% - hz + 1).

(b) Zeigen Sie, dass 1,{,{ 2 ¢3,¢* in C die Ecken eines regelméfligen Fiinfecks mit Mittelpunkt
0 bilden, und dass [¢? —1|: |{ — 1| = g gilt. Was bedeutet letzteres geometrisch?

1.9. Notizen. Wir sammeln in diesen Abschnitt Kommentare iiber die Definition durch Induktion,
Wohlordnungsprinzip und Kardinalzahlen.

Notiz zum Rekursionssatz. Ein weiteres Beispiel von Definition durch Induktion ist die Definition
der Fibonacci-Folge (u,)nen,, Wobei ug =u1 =1 und ug = ug +u1, u3 = u1 +ug und so weiter. Dieses
Lund so weiter” basiert auf einem allgemeinen Satz, dem Rekursionssatz, welcher es erlaubt, gewisse
Objekte induktiv (rekursiv) zu definieren. Vergleiche dazu [9, Kap. 16], [6] p. 15].

Satz (Rekursionssatz). Sei a ein Element einer Menge X und f eine Funktion von X in X. Dann gibt es
eine Funktion u von N in X so, dass u(0) =a und u(n+ 1) = f(u(n)) fiir alle n in N.

Eine Anwendung des Rekursionssatzes nennen wir rekursive Definition oder Definition durch voll-
stindige Induktion. Fiir die Fibonacci-Folge miissen wir allerdings eine allgemeinere Version des Satzes
anwenden [24], § 2.8]. Wir betrachten X =Nund f: X xX — X, f(x,y) =x+ y und setzen ug =u; =1,
Unt2 = f(Un,Ups1) fir n > 2.

Notiz zum Wohlordungsprinzip. Das Wohlordnungsprinzip hat viele anderen Anwendungen. Fir
a,b € 7 sagen wir, dass a teilt b falls ein ¢ € Z existiert, mit b = ac. Wir schreiben a | b. Seien a,b € Z,
nicht beide Null. Setze

ggT(a,b) :=(a,b) :=max{d eN:d|a,d|b} (grofiter gemeinsamer Teiler von a,b)
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Seien a,b € Z, keine Null. Setze
kgV(a,b) :=[a,b] :=min{fveN:a|v,b|v} (kleinstes gemeinsames Vielfaches von a,b)

Die Existenz ist von dem Wohlordnungsprinzip gesichert. Wir beschreiben kurz das Euklidische Al-
gorithmus. Es geht darum, den gréBiten gemeinsamen Teiler zweier ganzen Zahlen zu bestimmen. Er
basiert auf der Division mit Rest.

Satz (Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € Z, b # 0. Betrachte die Folge ro =a, r1 =b, riy1 = Rest von
ri—1 bei Division durch r;, falls r; #0, 0 sonst. Dann gibt es einen kleinsten Index n € N mit r,+1 =0 und
es gilt r, = ggT(a,b):

a=bqi+rs, Ira| < 6] =|r1l,

b=raoqa+rs, I3l <|ral,

ro=rs3qs+ryg, Iral <l|rsl,
Tn-2=rp-1qQn-1+rn, |7l <lrp-1l,

'n-1=Tnqn.

Eine Zahl p € Z heilit Primzahl, falls aus plab stets pla oder p|b folgt. Eine Zahl p € Z heifit
irreduzibel wenn |p| > 1 und p besitzt auler 1 und +p keine weiteren Teiler. Man kann zeigen, dass
eine Zahl prim genau dann ist, wenn sie irreduzibel ist.

Satz (Primfaktorzerlegung). Jede ganze Zahl n € Z\{0,+1} kann als Produkt endlich vieler Primzahlen,
der Primfaktoren, dargestellt werden. Diese Primfaktorzerlegung ist bis auf die Reihenfolge der auftre-
tenden Zahlen eindeutig.

Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Nach dem Wohlordnungsprinzip gibt es dann eine kleins-
te natiirliche Zahl ng, die nicht in Primfaktoren zerlegt werden kann. Insbesondere kann n¢ keine
Primzahl sein. Somit gibt es n,m € N mit ng = nm und n,m > 1. Dies impliziert aber n < ng und m < ny.
Aus der Definition von ng ergibt sich nun, dass n und m als Produkte endlich vieler Primzahlen dar-
gestellt werden konnen, also auch ny = nm, was wir aber ausgeschlossen haben. Damit haben wir die
Existenzaussage bewiesen.

Notiz zur Kardinalzahlen.

Satz.

(i) Jede Teilmenge einer abzdhlbaren Menge ist hichstens abzdhlbar.
(i) Jede unendliche Menge besitzt eine abzdhlbare Teilmenge.
(iii) A,B sind abzdahlbar = A x B ist abzdhlbar.
(iv) Ay, ist (hochstens) abzdhlbar fiir jedes k € N = UpenAy ist (hochstens) abzdhlbar.
(v) Seien A c B zwei Mengen, so dass A abzdhlbar ist und B~ A unendlich ist. Dann gilt B ~ B\ A.

Eine lustige Formulierung einiger Eigenschaften von abzéhlbaren Mengen findet man in dem Arti-
keE Hilberts Hotel.

Die Menge R hat mehr Elemente als Q. Wir haben also auch eine Hierarchie zwischen unendlichen
Mengen erhalten, die wir mathematisch so prézisieren konnen: Zu jeder Menge X assoziieren wir das
Symbol |X| (Kardinalzahl von X), so dass |X|=1Y| © X ~Y. Wenn X endlich ist und n Elemente hat,
so setzen wir wie zuvor |X| =n. Wenn X abzihlbar ist, so setzen wir | X| = Xg (R, gelesen aleph, ist der
erste Buchstabe des hebriischen Alphabets). Wenn X ~ R, so sagen wir, dass X die Machtigkeit des
Kontinuums hat, und setzen |X| = X.. Beispiel: R\ Q oder nichtentartete Intervalle I < R haben die
Méchtigkeit des Kontinuums.

Wir sagen, dass Y hochstens méchtiger als X ist und schreiben | X| < |Y|, falls X gleichmé&chtig zu
einer Teilmenge von Y ist (wenn es also eine Injektion von X in Y gibt).

Wir sagen, dass Y michtiger als X ist und schreiben | X| < |Y|, falls X gleichmé&chtig zu einer echten
Teilmenge von Y, aber nicht gleichméchtig zu Y ist (wenn es also eine Injektion von X in Y, aber keine
Bijektion von X nach Y gibt). Beispiel: Fiir X endlich gilt |X| < Ro < R..

thtp://de.wikipedia.org/wiki/Hilberts_Hotel
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Gibt es Kardinahlzahlen zwischen Xy und X.? Die Cantorsche Kontinuumshypothese besagt, dass
Ro < |X| < X, impliziert: | X| = X.. Godel (1938) und Cohen (1963) haben gezeigt, dass auf der Basis
der Zermelo-Fraenkel-Axiomatik der Mengenlehre weder die Kontinuumshypothese noch ihr Gegenteil
beweisbar sind [4]].

Kénnen wir beliebig gro3e Kardinalzahlen konstruieren? Wenn wir das Produkt X x X betrachten,
erhalten wir keine méchtigere Menge als X, falls X unendlich ist:

Satz. Sei X eine unendliche Menge. Dann gilt | X x X| = |X]|.

Die richtige Methode ist es, die Potenzmenge P(X) einer Menge X (siehe[A.4.11) zu nehmen.
Satz (Cantor). Fiir jede Menge X gilt | X| < |P(X)|.

Der folgende Satz zeigt, dass < eine Ordnung fiir Kardinalzahlen ist:

Satz (Bernstein-Schroder). Sind R, und Ry zwei Kardinalzahlen, so gibt es nur drei Moglichkeiten:
Ry <Rp, Rg =Rp, Rp < Rg.

Als Anwendung des Satzes von Bernstein-Schrider zeigen wir:
Satz. |R| =|P(N)|.

Zunichst gilt R ~ I := (0,1) und P(N) ~ {0, 1}N := {f : N — {0,1}} (eine Teilmenge A c N definiert ein-
deutig eine Folge f € {0,1}", indem man f(n)=1firneNmitne€ A und f(n) =0 firn eNmitn¢ A
setzt). Wir definieren nun T : {0, 1}N — R durch

fz(:) , falls f(n)=0 fiir unendlich vielen,
_ Jn=1
= X f(n)
1+ ) o sonst.
n=1

Da jede reelle Zahl aus (0,1) eine eindeutig bestimmte Dualbruchentwicklung der Gestalt .77 ; ;(fl)

besitzt, bei der f(n) = 0 fiir unendlich viele n ist, sieht man leicht, dass 7' : {0,1}" — R die Menge {0,1}"V
bijektiv auf eine Obermenge J < R von I abbildet. Daher ist {0, 1N ~ J, also |P(N)| = {0, 1}N] = |J]. Nun
gilt I cJ cR, also |I| < |J| < |R| und |I| = |R|, und der Satz von Bernstein-Schrioder ergibt |I| = |J| = |R|.
Wir erhalten also |P(N)| = |J| = |R|.

Mehr zum Thema Kardinalzahlen findet man in [9].
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2. FOLGEN UND KONVERGENZ
2.1. Definition und Beispiele.

2.1.1. Definition.

(i) SeiA#@.Seiqe”Z,72(>q):={ne€Z:n=>q}.

Eine Abbildung f : Z(> q) — A heiit Folge in A. Ist a, := f(n), so schreibt man f als (a,)n>q -
Ist ¢ = 1, so bezeichnet man (a,),>1 auch mit (a),en. Die Elemente a, heilen Glieder der
Folge. Der Einfachheit halber betrachten wir in der Theorie nur Folgen mit Indexmenge N, in
der Praxis treten aber auch Folgen mit Indexmenge Z(> ¢) auf.

(ii) Eine Folge (a,)nen in R heillit konvergent, wenn es a € R gibt mit der Eigenschaft: Zu jedem
e>0 gibt es ng =ng(e) €N, so dass fiir alle n e N mit n > ng gilt: |a, —al < €. Man beachte, dass
no =no(e) € Nim Allgemeinen von ¢ abhéngt.

Die Definition lautet formal:

(an)nen konvergent ;<= 3Ja eRVe>03ngVn > ng:la, —al<e.

Eine Zahl a € R wie in der Definition hei3t Grenzwert oder Limes der Folge. Wir schreiben
Him, _.ooa, =lima, =a“oder ,a, — a fiur n — oo“ und sagen, dass (a,),cn gegen a konvergiert.
(ii1) Konvergiert eine Folge gegen 0, so heif3t sie Nullfolge.

(iv) Eine nicht konvergente Folge heilit divergent.

Die blauen Punkte stellen den Graph {(n,a,): n € N} einer konvergenten Folge dar:

a+ée

— — — —e
-

2.1.2. Definition. Sei a € R, € > 0. Die Menge B.(a)={x eR:|x—a| <&} =(a—¢,a+¢) heilit
e-Umgebung von a. Jede Teilmenge U c R, zu der es ein € > 0 mit B.(a) c U gibt, heilit Um-
gebung von a.

Umformulierung der Definition 2.1.7] der Konvergenz:

lim,_.a,=a <= Zujeder Umgebung U von a gibt es ng =no(U) €N,
so dass fiir alle n > ng gilt: a, € U.

Es ist zweckmiBig, die folgende Sprechweise zu benutzen: Wir sagen, dass fast alle Elemente
einer Menge eine Eigenschaft haben, wenn hiéchstens endlich viele Elemente der Menge die
betreffende Eigenschaft nicht haben.

Neue Umformulierung der Definition 2. 1.7l der Konvergenz:

lim,_.a, =a <= Firjede Umngebung U von a gilt
a, €U fir fast alle n € N.

Durch Negation erhalten wir auch:
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(ap)nen divergent < Jedes a € R hat eine Umgebung U, so dass
a, ¢ U fur unendlich viele n € N.
Beispiel: Die Folge 1,0,1,0,..., d.h.
1, nungerade
an =
0, ngerade

ist divergent. In der Tat, fiir jedes a € R wihle U = Byjs(a) = (a — %,a + %). Dann ist entweder
1¢ B1so(a) oder 0 ¢ By/2(a), also a, ¢ B1o(a) fiir n ungerade oder a, ¢ B1o(a) fiir n gerade.

2.1.3. Satz. Es gilt

1
(2.1) lim — =0, fiirjedess€eQ,,
n—oo ps
(2.2) r}l_)rgo YVa=1, firjedesa>0,
(2.3) lim {/n=1,
n—oo
(2.4) r}i_)rgloa” =0, fiirjedesacRmitl|a|<1,
S
(2.5) lim — =0, fiirjedes s € Q und jedes a € R mit |a| > 1.
n—oo gt

Beweis: Wegen der Wichtigkeit des Konvergenzbegriffes geben wir den Beweis. Um die Kon-
vergenz von (a,) gegen a zu beweisen, muss man fiir beliebig vorgegebenes € > 0 ein ng = ng(¢)
angeben, so dass |a, —a| < € fir alle n > ng gilt. Im Prinzip muss man also die Ungleichung
la, —a| < e nach der Unbekannten n € N auflésen und eine Menge {n € N: n > ng} von Losungen
finden. Falls a,, eine einfache Funktion von n ist, kann die Lésung der Ungleichung leicht sein.
Falls nicht, muss man zunéchst eine Abschitzung |a, —a| < b, finden, wobei b,, eine einfache
Form hat. Danach 16st man die Ungleichung b, < ¢.

Wir gehen in zwei Etappen vor. Zundchst kommt eine heuristische Phase (Laborphase), in
der man eine geeignete Vorausabschitzung (Ansatz) fur |a, —a| sucht und die Ungleichung
la, —al(< by) < € lost. Diese Etappe erscheint normalerweise nicht in Schriftform, und wenn,
dann nur in Biichern iber das Losen von Problemen (ein beriihmtes Beispiel ist das Buch
[18] von G. Polya). Man benutzt aber die Ergebnisse der Laborphase, um anschlieBend einen
formalen Beweis niederzuschreiben.

Zu (2.J). Laborphase: Wir losen |a,| = % < ¢ fiir gegebenes € > 0. Es gilt

1 1, 1 1
;<£¢>;<n ©m<n©n2 [EJ +1.

Wir konnten es also mit einem ng > 51% versuchen. Und in der Tat, fiir n > ng gilt n® > n‘a (weil

s>0), also L <L <e.
n nO

Formaler Beweis: Sei € > 0 vorgegeben. Wahle ng e N mit ng > g%,s (das ist moglich nach dem
Satz von Archimedes[1.5.1] oder Eudoxus[1.5.2). Dann gilt fiir alle n > nq:

Nach der Definition folgt lim,, .o, % =0.

Zu (2.2). Sei zunichst ¢ > 1 (1. Fall).

Laborphase: Die Ungleichung | {/a — 1| < ¢ l4sst sich nicht direkt lésen. Wir brauchen eine
a-priori-Abschiitzung. Dazu betrachten wir x, := ¥/a —1 > 0 und formen um: 1+x, = a, (1+
x,)" = a. Die Form (1 + x,)" ldsst uns an die Bernoulli-Ungleichung oder die Binomialformel
denken; nach Bernoulli gilt (1 +x,)"* > 1+ nx,; auBBerdem 1+ nx, > nx,. Zusammengefasst:

a=1+x,)">1+nx, >nx,.

Also ist die gewiinschte Abschatzung x, < ;. Wir 16sen die Ungleichung { < ¢; die Losungs-
menge ist {n eN:n > || +1}.
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Formaler Beweis: Setze x, := {/a — 1. Wegen a > 1 gilt x,, > 0. Nach Bernoulli gilt @ = (1 +
x,)" > 1+nx, >nx,, also x,, < E' Sei € > 0 vorgegeben. Wihle ng > % Dann gilt fiir alle n > ng:
Wa-1=x, < - < — <e.

n no
2. Fall: 0<a <1.
Laborphase: Wir versuchen, den 1. Fall zu benutzen. Ist 0 <a < 1, so ist % > 1. Nach dem

1. Fall gilt {‘/j—> 1, also = ’\‘/_
der Fall nach einem der Konvergenzsitze, die wir bald beweisen: Gilt x,, — x # 0 fiir n — oo, so
gibt es N € N mit x, #0 fiir alle n > N, und die Folge (l)n> ~ konvergiert gegen - 1

— 1 fiir n — oo. Kann man daraus schlieBen, dass {/a — 1? Das ist

Formaler Beweis: Ist 0 <a <1, so0 L > 1. Nach dem 1. Fall gﬂt \/7 — 1#0 fir n — oco.

Nach den Konvergenzsitzen folgt \/_ - T =1,n—oo.

Zu (2.3). Laborphase: Wir setzen unsere erfolgreiche Strategie fort und betrachten x, :=
¢Yn—-12>0. Dann ist n = (1 + x,)". Die Abschétzung n = (1 +x,)" > 1+ nx, > nx, liefert nur
X, < 1 und hilft nicht weiter. Wir brauchen also ein x2 auf der rechten Seite, um eine #hnliche
Abschitzung wie in (2) zu erhalten. Gliicklicherweise ist das moglich mit Hilfe der Binomial-

(1+xn)n:1+(z)xn+(g)xi+...+( )x221+(;)x%

n
n

Hier benutzt man, dass wegen x, > 0 alle Glieder ( ) > 0 sind. Also ist
1

formel:

n(n—
2

)
n=0Q+x,)">1+ K2

und daraus folgt x,, < \/% . Das ist die gewiinschte Abschétzung. Nun 16st man die Ungleichung

2 .
\/;<€.
2 2 9 2 2
—<ego —<¢ @—2<n©n>[ 2J+1
n n € £

Formaler Beweis: Setze x, := ¥/n—1. Es ist ¥n > 1 (sonst n = ({/n)" < 1). Daraus folgt

x, = 0. Weiter wird die Binomialformel benutzt:

n=0+x)" =1+ (Pan+(G)aZ +...+ (Mar > 1+ (5)x2.

Hieraus erhalten wir n —1 > ”(” D 2 2 und somit x2 < %, d.h. x, < \/g

Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihle ng > 5—2. Dann gilt fiir alle n > ny:

|%_1|=xn<@<‘/n%<g.

1
Zu @4). Schreibe al =1+x, wobei x > 0. Es folgt nach Bernoulli:
a

1
=(1+x)">1+nx>nx.
la|™
Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihle ng > é Dann gilt fir alle n > ng:
1

1
la® -0|=a"x, < — < — <.
nx  nox

N

Zu 1. Fall: s > 0.

Laborphase: Hier sind zwei entgegengesetzt wirkende Krifte am Werk: n® wichst iiber alle
Grenzen (siehe (1); spater formulieren wir dieses Sachverhiltnis als n® — oo) und ain konver-
giert gegen Null (siehe (4)). Wer gewinnt die Oberhand?

Wie oben schreiben wir |z| = 1+x mit x > 0. Um den Einfluss von n® zu ddmpfen, miissen wir
a% nach oben abschétzen durch eine Potenz n—lk mit & > s. Aquivalent dazu: Wir miissen a” = (1+
x)" nach unten abschétzen durch eine Potenz n* mit £ > s. Wir legen ein k €N, & > s fest, z.B.

= |s] + 1. Wir versuchen es nochmals mit der Binomialformel, da die Binomialkoeffizienten
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Potenzen von n enthalten. Es gilt (1+x)" > (})x* mit (}) = %W. Wenn n gro3 wird,
dann wird auch n —k +1 sehr grof, ndmlich n — & +1>  fiir alle n >2k. Dannist n > g,n-1>
Z,...,n—k+1>2% und durch Multiplizieren: (}) > l(%)k. Also gilt fiir n > 2k:

k k!
ns ' ns ns ns n’ 2kp1 1
_— = — = < < = * .
n n n LADW l/n k k—
a a” 1+ (P)x Bk xk pkos

Nun wissen wir nach (1), dass # — 0 gilt, und weil % eine Konstante ist, folgt Z—; — 0. Bei
der Wahl von £ konnen wir grof3ziigiger sein; wenn wir & > s + 1 festlegen, wird # < % Dann
wird die Wahl von n¢(¢) zu vorgegebenem ¢ einfacher.

Formaler Beweis: Schreibe |a| = 1+ x, wobei x > 0. Wahle & > s + 1 fest. Aus der Binomialfor-
mel ergibt sich leicht die Abschitzung

lal" =1+x)" > (})ab =n(n-1)-...-(n -k + 1) Lx".

Farn>2kgiltn-k+1>3,n-k+2>3,...,n-1>3,n> 3, also
k
la|" = (1+x)" > (2)" Lk
Daraus folgt
n® s(z)kk! 2k k! 2kp11
nil=| —= —<—-,
lal™ n) xk  npk-sxk  xk n

wobei in der letzten Ungleichung benutzt wurde, dass nks>n wegen k —s > 1 gilt.
k
Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihle ng > max{zx—,f"!,Zk}. Dann gilt fiir alle n > n:
n’ n®  2kR11 2FR11

— —0l=— <" =< —<e.
a” | lal® ~ xk n = xk ng

2. Fall: s <0. Es gilt Z—,S, = %ain Weil —s > 0 ist, gilt n™° > nl= 1, also | L < 1. Aulerdem

n-s

ist aln eine Nullfolge nach (4). Daraus folgt, dass auch Z—Z eine Nullfolge ist. [

2.1.4. Definition. Eine Folge (a;),cn heillt beschrdnkt, wenn es M > 0 gibt, mit |a,| < M
fiir alle n € N. Eine reelle Folge (a,),cn heiBt monoton wachsend (steigend) (bzw. fallend)
wenn a, < ap4+1 (bzw. a, > a,+1) fir alle n € N gilt.

Eine reelle Folge (a,,),en heilit streng monoton wachsend (steigend) (bzw. fallend) wenn
an <anp+1 (bzw. a, > a,41) fur alle n e N gilt.

2.1.5. Satz (Monotonieprinzip). Sei (a,),en eine Folge in R, A :={a, :n e NL

(1) (anp)nen monoton wachsend und (nach oben) beschrinkt = a,, — supA, n — co.
(i1) (ap)nen monoton fallend und (nach unten) beschrinkt = a, — infA, n — oo.

2.1.6. Beispiele.

(i) Sei (I,,) eine Intervallschachtelung mit I,, =[a,,b,] und NI,, = {x}. Dann sind (a,) und (b,)
konvergent und a, — x, b, — x, n — co. In der Tat, wegen der Definition der Intervallschach-
telung, ist (a,) monoton steigend und (b,) monoton fallend. Im Satz (Intervallschachte-
lungsprinzip) haben wir gesehen, dass (a,) nach oben beschrankt ist (jedes b, ist eine obere
Schranke) und x wurde als supf{a,} definiert. Da auch x = inf{b,}, die Aussage folgt aus dem
Monotonieprinzip. Aus Satz[1.5.13 erhalten wir

1 n n+1
(2.6) (1+—) —e, 1+—) —e, n — oo.
n n
. . L1 1 1 1 . . .
(ii) Seia, = Z = 1+ T + a1 b=, fiir n € Np; (a,,) ist monoton wachsend und beschrinkt,
izon! 121 n!

2% <a,<3firn > 2, also konvergent gegen eine Zahl in (2, 3]. Der Grenzwert ist die Eulersche
Zahl e =lima,,.
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(iii) Seia >0, keN, k£ > 2. Wihle x1 > 0 mit x}f > a; definiere rekursiv fiir n € N :
xk—a 3 (k-1)xk +a
kak—1 kak-1

(xy) ist monoton fallend, nach unten durch {/a beschrinkt = (x,) konvergent.

Xn+1:=Xn —

2.1.7. Satz. Ist (a,)nen Ronvergent so ist (a,)nen beschrankt.

Bemerkung:

(i) (@n)nen unbeschriankt = (a,),en divergent. Z.B. a, = n ist divergent, ebenso

,ngerade
an=(-1rn={""8
—n, nungerade
(i1) (ap)nen beschrankt 7= (aj,),en konvergent. Z.B. ist die Folge 1,0,1,0,... beschrankt,

aber divergent.
2.2. Rechnen mit konvergenten Folgen.

2.2.1. Satz. Seien (a,), (b,) Folgen mit a, — a, b, — b fiir n — oco. Dann gilt
(i) ap+b, —a+b, la, — Aa fiir LeR
(i) a,b, — ab
(iii) & #0=3ngmit b,, #0 fiir n > ng, und (Z—Z)n>n0 ist konvergent mit Z—Z — ¢
(iv) lay| — lal
(v) (cp) beschrdnkt, a, — 0=>a,c, — 0.

2.2.2. Satz (Vergleichsprinzip). Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a,, — a, b,, — b
fiir n — oo. Es gelte a,, < b, fiir fast alle n e N. Dann gilt a < b.

Bemerkung: Auch wenn a, < b, ist, so folgt im Allgemeinen nur a <b.Z.B. a, = —%, b, = %
und a, — 0, b,, — 0.

2.2.3. Folgerung. Sei (a,) eine konvergente Folgen mit a, — a und a, € [b,c] fiir fast alle
n €N. Dann gilt a € [b,cl.

2.2.4. Satz (EinschlieBungsprinzip). Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a, — a,
b, — a fiir n — oo. Sei (c,) eine weitere Folge, und es gelte a, < ¢, < b, fiir fast alle n € N.
Dann ist (c,,) konvergent, und es gilt ¢, — a fiir n — oc.

2.3. Der Satz von Bolzano-Weierstrafl und das Cauchy-Kriterium.

2.3.1. Definition. Sei (a,),cn eine Folge in R.

(1) h € R heilit Haufungswert (HW) von (a,), wenn fiir jedes € > 0 gilt: a,, € B.(a) fiir unendlich
viele n € N.

(i) Ist (np)ren, R1<ng<ng<...<np<...eine streng monoton wachsende Folge in N, so heif3t
(@n,)ren, d.h. die Folge (a,,,a,,,an,,...) ist eine Teilfolge von (a,).

2.3.2. Beispiel. (i) Ist (a,) konvergent, so ist a =lima, ein Haufungswert von (a,), und zwar
der einzige. (Beweis identisch zum Beweis von Ubung2.5.11)
(ii) Die Folge

0,n gerade

an =

1,n ungerade

hat 0 und 1 als Haufungswerte.
(i1i) %,%,%,...,%,... und 1,%,%,...,2%,... sind Teilfolgen von 1,%,%,...,%,.... Aber die Folge

%, %, %, %, eeey %, ... ist keine Teilfolge von (%)ne,\,, weil die Reihenordnung gedndert ist.
2.3.3. Satz. h € R ist Haufungswert von (a,) < es gibt eine Teilfolge von (a,), die gegen h
konvergiert.
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2.3.4. Satz (Satz von Bolzano-Weierstral3). Sei (a,),en eine beschrdnkte Folge in R. Dann
hat (a,)nen einen Haufungswert. Genauer: Sie hat einen grofSten Haufungswert h* und einen
kleinsten Hiufungswert h . definiert durch

h*:=infsup{ar:k>n}, h,:=supinfia;:k>n}
neN neN

Diese sind dadurch charakterisiert, dass fiir alle € > 0 gilt:

o hy—€e<ap,<h*+e¢fiir fast alle n €N, und
o ap <hi+g bzw. a, > h* —¢, fiir jeweils unendlich viele n € N.

Man nennt h* den oberen Limes oder Limes superior, h. den unteren Limes oder Limes

inferior der Folge (a,),en und schreibt dafiir

h* =limsupa, =lim,_.oa,, A« =liminfa, =lim
n n—-oo“n,» n
n—o0 n—oo

n—oo®n -

2.3.5. Folgerung. (a,) konvergent < (a,) ist beschrdankt und liminfa, =limsupa.
Gegebenenfalls ist lima, =liminfa, =limsupa,.

2.3.6. Definition. Eine Folge (a,),en heillt Cauchy-Folge (CF), wenn gilt: Zu jedem € > 0 gibt
es ng =no(e) eNmit |a,, —a,| <e fir alle n,m > ny.

2.3.7. Satz (Cauchy-Kriterium). Eine Folge in R konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-
Folge ist.

2.3.8. Definition. (i) Wir definieren R = R U {—oc0, +oo}, wobei —oo ¢ R, +oo ¢ R zwei (ideale)
Elemente sind. R heifit die erweiterte Zahlengerade. Wir erweitern die Ordnungsrelation in
R auf R durch —oo < x < oo fiir alle x € R.

(ii) Fiir A c R beliebig, definieren wir supA € R als die kleinste obere Schranke von A in R und
infA €R als die groBte untere Schranke von A in R. Dann gilt

supA = oo < A ist nach oben unbeschrankt

infA = —oo < A ist nach unten unbeschriankt
(ii1) Sei a € R. Setze
(a,00):={xeR:a<x<o0}, (a,0]:={xeR:a<x< o0}

und analog [a,00), [a,00], (—o00,a), [-00,a), [-00,a] usw. Eine Menge U c R heiBt Umgebung
von oo in R (bzw. —oco in R) falls es M € R gibt, so dass (M,oc0] c U (bzw. [—oo, M) c U).

(iv) Eine Folge (a,)nen in R heilit divergent in R gegen oo (bzw. —co) wenn jede Umgebung
von oo (bzw. —oo) fast alle Folgenglieder a, enthilt, d.h. zu jedem M > 0 gibt es ein ng €N, so
dass fiir alle n > ng gilt: a, > M (bzw. a, < —M). Wir schreiben

lim a, =oco0 oder a, — 0o, n — o0
n—oo

und analog fiir —oo. Die Folge heif3t in diesem Fall auch bestimmt divergent in R. Man nennt
oo (bzw. —o00) den uneigentlichen Grenzwert von (a,),eN.

(v) Eine folge heit konvergent in R wenn sie konvergent in R ist oder divergent gegen co oder
—o0 ist (bzw. —00) , geschrieben lim,_. a, € R. Konvergiert eine Folge nicht in R, so heift sie
divergent in R oder unbestimmt divergent.

(vi) Eine Folge (a,) in R hat co (bzw. —oo) als Haufungswert in R, falls fiir alle M > 0 gilt:
an € (M,00) (bzw. a, € (—oco,—M)) fiir unendlich viele n € N. Aquivalent dazu ist: (a,) besitzt
eine Teilfolge, die gegen oo (bzw. gegen —oo) divergiert. Dann schreiben wir limsupa, = co
(bzw. liminfa, = —o0).

FATE
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2.3.9. Beispiel. (i) Ist a, >0 und a,, — 0, n — 0o, so gilt a,,! — oo, n — oo.
(ii) lim n° =oco fiir s€ Q, .
n—oo

(iii) lim " =0 fiira >1.
n—oo

1 1 1

@iv) lim (1+—+—+...+—) =00.
n—oo 2 3 n

(v) Fiir die Folge (@) mit a < —1 gilt limsupa, = co (weil a?" — o), liminfa, = —oco (weil

a?"*1 — —c0), also ist (@™) mit @ < —1 ist unbestimmt divergent.

Wir sehen, dass bei der Formulierung mit Hilfe des Umgebungsbegriffes die Definition 2.1.1]
der Konvergenz in R und die Definition der Konvergenz in R iibereinstimmen. Das ist
kein Zufall und wird sich auch fiir die Konvergenz in C und C wiederholen (siehe §2.4).

Wir erlautern noch die Beziehungen zwischen den verschiedenen Mengen von Folgen. Sei-
en F = {Folgen in R}, fKﬁ = {Folgen in R konvergent in @}, XKr = {konvergente Folgen in R}, B =
{beschrankte Folgen in R}, M = {monotone Folgen in R}, C = {Cauchy-Folgen in R}. Dann gilt:
KrcB,KpcKg, Kp=BnKg, McKgz, BAMcKg, C=XKg.

Folgen in R

Beschrinkte Folgen

2.4. Folgen komplexer Zahlen. Wir erhalten die Definition der Konvergenz in C durch
Ubertragung der reellen Definition.

2.4.1. Definition.

(i) Eine Folge (a,),en in C heit konvergent, wenn es a € C gibt mit der Eigenschaft: Zu jedem
e>0 gibt es ng = nole) €N, so dass fiir alle n € N mit n > ng gilt: |a, —al<e.

Eine Zahl a € C wie in der Definition heil3t Grenzwert oder Limes der Folge. Wir schreiben
Himy, _oa, =lima, =a“oder ,a, — a fir n — oo“ und sagen, dass (a,),ecn gegen a konvergiert.

(i) Eine nicht konvergente Folge heilit divergent.

Sei a € C, € > 0. Die Menge B.(a) ={z € C: |z —al < €} heiBit e-Umgebung von a. Jede Teil-
menge U c C, zu der es ein € > 0 mit B.(a) c U gibt, heiit Umgebung von a.
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Umformulierung der Definition [2.4.T] der Konvergenz:
lim,_.a,=a <= Zujeder Umgebung U von a gibt es ng =no(U) €N,

so dass fiir alle n > ng gilt: a, € U.

2.4.2. Beispiel. (i) Ist zeC, |z| < 1, so gilt 2" — 0, n — co.

() IstzeC, |z|<1,sogilt1+z+...+2" —

T , L — 00.
-z

Die Ungleichung |Rez|,|Imz| < |z| < |Rez| +|Imz| @ L1[i1)&(v)) liefert:

2.4.3. Satz. Sei (a,)nen Folge in C. Dann ist (a,)nen Ronvergent genau dann, wenn (Reay)nen
und (Ima,),en konvergent sind. In diesem Fall gilt:

lim a, = lim Rea, +i lim Ima,,.
n—oo n—oo n—oo

Die Definitionen von beschriankten Folgen, von Haufungswerten in C und Cauchy-Folgen
iibertragen sich wortlich aus der jeweiligen reellen Version (Definitionen 2.1.4], 2.3.7] [2.3.6).

2.4.4. Definition.

(i) h € C heilit Haufungswert (HW) von (a,),en, wenn fir jedes € > 0 gilt a, € B.(a) fur un-
endlich viele n e N.

(i) Eine Menge A < C heilit beschrdankt wenn es M > 0 gibt, mit |z| < M fiir alle z € A. Eine

Folge (a)en heil3t beschrdnkt, wenn die Menge {a, : n € N} beschréankt ist, d.h. wenn es
M > 0 gibt, mit |a,| < M fur alle n e N.

2.4.5. Satz (Cauchy-Kriterium in C). Eine Folge in C konvergiert genau dann, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.

2.4.6. Satz (Bolzano-Weierstral3 in C). Jede beschrdnkte Folge in C besitzt einen Haufungswert.

2.4.7. Definition.

(i) Wir ergénzen C durch ein (ideales) Element oo ¢ C und setzten C = C U {oo}. C heifit die
erweiterte Zahlenebene.

(ii) Eine Menge U c C heiBt Umgebung von oo in C, wenn es M > 0 gibt, so dass U > {|z| > M}.
(iii) Eine Folge (a,)nen in C konvergiert in C gegen oo : < Fiir jede Umgebung U von oo
gilt a, € U fur fast alle n €N, < lim,_ |la,| =oco.

Schreibweise: a,, — oo oder lim,, ., a, =ocoin C.

2.4.8. Beispiel. (i) Ist z€C, |z| > 1, so gilt 2* — co€ C, n — co.

(ii) Vorsicht: Falls a < -1, dann @™ — oo € C, aber (a”) ist unbestimmt divergent in R (siehe
Definition Z-3.8(v) und Beispiel 2.3.9(4)). Wenn aber eine Folge (a,),en in R gegen co € R oder
—oo € R konvergiert, dann konvergiert sie auch in C gegen oo € C. Wenn aber eine Folge (a,)nen
in R gegen oo € R oder —co € R divergiert, dann divergiert sie auch gegen oo € C.

Ein Modell fiir C ist die Sphire S2 = {(x,y,t) e R3 : x2 + y% + 2 = 1}.

Sei 7 : §2~.{(0,0,1)} — C die stereographische Projektion beziiglich des ,,Nordpols“ (0,0, 1):
Die Abbildung 7 ordnet dem Punkt (x, y,t) € S2~.{(0,0, 1} den Schnittpunkt der Geraden durch
(0,0,1) und (x, v, t) mit der Ebene xOy = R? = C zu; 7 ist bijektiv, und daher ist auch die Fortset-
zungw: S 2 _ C von 7 durch 7(0, 0, 1) = co bijektiv und erlaubt es uns, S? mit C zu identifizieren.
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2.5. Ubungen.

2.5.1. Aufgabe. Sei (a), eine konvergente Folge. Zeige, dass lima,, eindeutig bestimmt ist.

2.5.2. Aufgabe. Die Folge (x,),cn sei rekursiv definiert durch

x1=1 , Xni1=V2+x, .

(a) Beweise, dass die Folge (x,),ecn streng monoton wachsend ist.
(b) Beweise, dass (x;)nen durch 2 nach oben beschriankt ist.
(c) Beweise, dass (x,),en konvergent ist, und bestimme ihren Grenzwert.

2.5.3. Aufgabe. Die Folge (x,),cn sei rekursiv definiert durch
x1=2 , Xn+1=1+x, .

(a) Beweise, dass die Folge (x,),en monoton wachsend ist.
(b) Beweise, dass 2 < x,, < 4 fiir alle n € N gilt.
(c) Beweise, dass (x,),en konvergent ist, und bestimme ihren Grenzwert.

2.5.4. Aufgabe. Sei (a,),en die durch a1:=1, a,+1 = V1 +a, rekursiv definierte Folge. Zeige,
dass (a,)nen konvergiert und bestimme lim a, .
n—~o0

2.5.5. Aufgabe. Es seien (x,) und (y,) Folgen in R und

%, :=liminfx,, x* :=limsupx,, y. :=liminfy,, y* :=limsupy,.
Man verifiziere folgende Aussagen:
(a) limsup(—x,) = —x, .
(b) imsup(x, +y,) <x*+y*, liminflx, + y,) = x. + ¥, falls (x., y.«) und (x*, y*) verschieden sind
von (0o, —oo) und (—o0,00).
(c) Aus x, > 0 und y, > 0 fir n e N folgt

0 < x4 ys <liminflx,y,) <x.y" <limsup(x,y,) <x*y*,

falls (x«,y+) € {(0,00),(c0,0)}, (x4, ¥*) # (00,0), (x*,y*) # (0,00) gelten.
(d) Konvergiert (y,) in R gegen y, so folgen

liminflx, + y,) =x. +y, limsup(x,+y,)=x"+y,
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und
limsup(x,y,)=yx*, y>0, liminf(x,y,)=yx., v <O.

(e) Aus x,, < y, fir n eN folgen liminfx, <liminfy, und limsupx, <limsupy,.

2.5.6. Aufgabe (Satz von Cesaro-Stolz). (a) Sei (x,) eine beliebige Folge und (y,) eine monoton
. . . . . . . Xn+l—Xn . — . - . Xn .
steigende Folge mit lim y, = co. Zeige: Existiert lim ———— in R, dann existiert lim — in
X n;oo x =0 Yn+1—Yn n—00 yn
Rund lim =2 = lim -2t~
n—=0y, "7OYn+1—~n
(b) Studiere mit Hilfe von (a) die Konvergenz der folgenden Folgen (z,,):
n

a
i) z,=—,a >0 fest.
n

1P+ 2P + ... +nP

() z,= FYS] , p €N fest.
n
X1t+x9+...+x . . . = .
(i) z,="—"=""""""wobei (x,),en einen Grenzwert in R besitzt.
n

2.5.7. Aufgabe. (i) Sei (aj)ren eine Folge positiver Zahlen. Zeige

a .. . .
ntl <liminf {/a, <limsup Va, <limsup

an anp

. "Y(n +1)!
(ii) Zeige mit Hilfe von (i), daf (2) lim /7] = 0o, (b) lim —= = e, (¢) lim L' _ 1
n—oo n—o0 W n—oo Yl

An+1

liminf
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3. REIHEN
3.1. Definitionen und Beispiele.

3.1.1. Definition.

(i) Sei (@,)n>4 eine Folge in C. Dazu definiere (s,),>4 durch s, =ag, sq+1=0¢ +ag+1,...,5, =
Z;.L:q a ;. Das Folgenpaar ((@,)n>q,(Sn)n>q) heiBt Reihe mit Gliedern a, und wird mit Yn>qQn
bezeichnet. Die Zahl s,, heilit n-te Partialsumme der Reihe.

(i) X5, >q @n heiBlt konvergent, wenn (s,),>, konvergent ist. Gilt s, — s € C, so schreibt man
s= Z‘r’f’:q a, ; die Zahl s heillit die Summe der Reihe.

(iii) Eine nicht konvergente Reihe heifit divergent. Sind die a, reell, und gilt s,, — oo (bzw.
—00), 80 ist }.,>, @, bestimmt divergent mit Z‘;’L":q a, = oo (bzw. —00).

3.1.2. Beispiele.

(i) Die geometrische Reihe 1+z +2z%+...= Yas02"mit zeC. Firz#1gilts, =1 +z+22+
1-— n+1 1
+2'=—2__ Fir lz] < 1ist lim,—oo2"*1 =0, also Y02 = —.
1-z n= 1-z
(i) Y 1 L —+— L + L +...istk t, und ilt )
ii —— +... ist konvergent, und es _
"“1on+1) 1.2 2.3 3.4 & B et ) -

1 1
(iii) Zn>0 1st konvergent und Y >° 0,1 e.

1 1 1
(iv) Die harmonische Reihe } ;> — =1+ 3 + 3 +...ist divergent; >.>° ; — =oo.
n n

(v) Die Reihe Y ,>o(~1)" =1-1+1-1...ist unbestimmt divergent, da s, = 0 fiir n ungerade
und s, = 1 fiir n gerade.

3.1.3. Satz (Rechenregeln). Seien }>°  a, =a, >.7" b, = b in C. Dann gilt:
@) Zn:o(an + bn) =a+ b;
(i) ¥72,Re(a,) =Rea, Y77 ,Im(a,) =Ima,
(>1i1) Z ~00n =a.

Vorsicht: Aus der Konvergenz von Y ,>10Qn, Xn>1b, folgt nicht die Konvergenz von }_,,>1a,b,!

Beispiel: Die Reihe ) >1 konvergiert nach Leibniz-Kriterium, aber Zn>1( L® D7
n \/_ vno vn

Zn>1 = divergiert.

3.2. Konvergenzkriterien.

3.2.1. Satz (Cauchy-Kriterium). }.,>, a, ist konvergent genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein
ng =no(e) € Z(= q) gibt, so dass fiir alle n,m eNmit n>m > ng gilt: |ami1+ams2+...+a,| <&

3.2.2. Folgerung.
(i) Xp>0an konvergent = lim, . a, =0. (Notwendiges Kriterium fiir Konvergenz)
(ii) Das Andern endlich vieler a,, dndert nicht das Konvergenzverhalten von Y >0, (wohl
aber ggf die Summe).

3.2.3. Satz (Majorantenkriterium). Ist la,| < b, fiir alle n > q und konvergiert }.,>4 by, so
konvergieren auch ) ,>qlanl und )., >, ay, und es gilt:

o) o) o)
| 2 an| < ) lanl< ) ba.
n=q n=q n=q

Die Reihe }_,,>, b, heiit Majorante fiir }_,,>4 an.
Beispiel: Sei a, <1 fiir alle n € Ng; z€ C, [2] <1= }¥,>02" ist Majorante von Y a,z" =

. 1
Yn>0an2" konvergiert und | Y00 ja, 2" <X 07 12|" = R

3.2.4. Folgerung (Minorantenkriterium). Wenn a, < b, fiiralle n > q und ¥.3°., an = 0o, dann

Zn:q n — = oQ.
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3.2.5. Satz (Monotoniekriterium). Sei }.,,~,a, mit a, > 0 fiir alle n € N. Dann ist }.,>4an
konvergent genau dann, wenn die Folge (s,) beschrdankt ist.

3.2.6. Beispiel. Sei s€Q, s>1und a, = n—ls >0 fiir n > 1. Dann gilt s, < Aus dem

1
1-(zp 1"
Monotoniekriterium folgt, dass ¥ ,>1 # konvergiert. Die Funktion

(3.1) >
n=1

heif3t die Riemannsche Zeta-Funktion.

SeiseQ,s<1. Aus % > % und > 77 4 % = oo folgt nach dem Minorantenkriterium } 7 ; % = oo0.

Die Zeta-Funktion ist also auf (1,00) definiert.

1

nS

=:{(s)

Eine Reihe der Form },,>¢(-1)"a, oder Zn>0(—1)n+1an mit a, > 0 heilt alternierend. Die
Glieder haben abwechselndes Vorzeichen.

3.2.7. Satz (Leibniz-Kriterium). Sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge. Dann ist die Reihe
Yuso(=1)"a, =ao—ai+asz+... konvergent gegen s € R.

Restabschdtzung: |s —sy| = IZZ":Ml(—l)kakl < apy1 fiiralle n > 0.

Zusatz: ([sor+1,52:Dr>0 bildet eine Intervallschachtelung mit Np>olsar+1,52:] = {s}, d.h. (s2)r>0
bildet eine monoton fallende Folge, (sar+1)r>0 bildet eine monoton wachsende Folge und beide

konvergieren gegen s; es gilt s1 <s3<...<s<...<s9< 8.

(_1)n+1

n

3.2.8. Beispiel. Die alternierende harmonische Reihe } - ist konvergent. Thre

Summe ist log2 (siehe (Z.5)).
24.11.2011

3.3. Absolute Konvergenz.
3.3.1. Definition. Z‘r’;; 7 n heil3t absolut konvergent, falls Z‘r’;; a la,| konvergiert.

3.3.2. Bemerkung.

1) Z‘rg 4 lay| ist konvergent genau dann, wenn (ZZ:q lar)n>q beschrankt ist (Monotonie-
kriterium 3.2.5).

(ii) Ist 2202 glanl konvergent, so konvergiert nach Majorantenkriterium3.2.3lauch ., >, @,
und [X02 0 anl 2357, lanl.

(iii) Aus der Konvergenz von }_, >, a, folgt nicht die Konvergenz von }_,,>, a,|.

3.3.3. Satz (Wurzelkriterium).
(i) Ist I =limsup V/]a,| <1, so konvergiert Y a, absolut.
(ii) Ist {/|la,| = 1 fiir unendlich viele n (das tritt aufz.B. wenn [ > 1), so ist ) a, divergent.

3.3.4. Satz (Quotientenkriterium). Es gelte a, #0 fiir fast alle n € N.

a

(i) Ist [ =limsup ;;1 <1, soist Y a, absolut konvergent.

(1) Ist agzl > 1, fiir fast alle n €N, so ist Y a, divergent.

3.3.5. Beispiel. (i) Die Reihe
(3.2) Z il

hei3t Exponentialreihe. Es gilt a,, = Zn—r; Fir z #0 ist a,, # 0 und 'Z‘—Zl = % — 0, n — oo also
konvergiert die Exponentialreihe. Sie konvergiert offensichtlich auch fiir z = 0. Die Summe der
Exponentialreihe wird Exponentialfunktion und wird bezeichnet durch

o0 Zn
(3.3) exp:C—C, exp(z):= Z —
n=0 n!
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Es gilt
® 1
(3.4) exp(0)=1, exp(l)=) —=e.
n=0 n!

wobei die zweite Gleichcheit aus Beispiel [3.1.2](iii) folgt. Fur x € R ist

n

n
x
exp(x)znli_{gog - €eR,
k=0 TV

also definiert Einschrinkung der Exponentialfunktion exp auf R eine Funktion exp : R — R.
(i) Y ,>1n2", 2 €C; a, = nz", {la,l = ¥nlz]" = {/nlz| — |z|, n — co. Nach dem Wurzelkri-
terium folgt: Fiir |z| < 1 ist die Reihe absolut konvergent; fiir |z| > 1 ist die Reihe divergent
(Vnlzl* = ¢/nlz| > 1)

(i) $nz1 2, 2 €C; ap = 2, lim| %] = 1im 207 - 27 = |2|. Fir |2| < 1 ist die Reihe absolut kon-
vergent und fir |z| > 1 divergent. Ist |z| = 1, so gilt: Fiir z =1 ist die Reihe divergent, fiir z # 1
konvergent.

(iv) Es reicht fiir absolute Konvergenz nicht, dass limsup V/|a,| = 1 oder limsup| a;*l | =1 (oder
Ylan| <1 oder “;;1 < 1 fiir fast alle n € N) gilt. Die harmonische Reihe erfiillt all diese Bedin-
gungen, ist aber divergent.

3.3.6. Satz (Cauchy-Produkt). Seien } r>oar und .~ by absolut konvergent. Setze

= Z akbn_k = aobn +a1bn_1 + ...+anbo.
k=0

Dann ist .~ cy, konvergent, und

M8

on=( L )(,ibk)-

N
Il

3.3.7. Beispiele. (i) Sei |z| < 1. Dann gilt: (X° Oz = a 2)2 Aus[3.3.6/folgt:

o0 2 o0 o0 o0
(sz) Z(sz)(z ) Y (2% +. +znzo)=Z(n+1)zn=Zkzk_l.
k=0 =0 n=0 n=0 k=1

1
T (1-22

Also Z k2R 1=

(ii) Seien z,w € C. Betrachte die Exponentialreihen Y 1>0ar = Yz>0 Z—I; und Yz>0b% =Xr>0 %-
Dann gilt nach der Binomialformel

N
ico k! (n—k) n! :k‘(n k)'

Das Cauchy-Produkt Y, > ¢, ist also wieder eine Exponentialreihe, namlich }",,~¢ (2 +"’) . Nach
dem Satz iiber Cauchy-Produkt[3.3.6] gilt

nek _ (Z+w)"

n!

(3.5) ‘exp(z+w) =exp(z)exp(w), z,w EC‘

Die Gleichung heif3it die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.

Der Name zeigt, dass es um eine Gleichung handelt, deren Unbekannte eine Funktion ¢ :
C — C ist, die die folgende Gleichung erfillt

(3.6) piz+w)=p@)pw), z,weC

Wir kennen schon eine Funktion die fir z,w € Q erfullt, ndmlich die Exponentialfunktion
Q3r—a”, wobei a > 0. In der Tat, die Potenzgesetze lauten a?a” = a9, siche (1.7) und Auf-
gabe[1.8.121 Wir zeigen nun, dass die Funktionalgleichung durch die Festsezung ¢(1) =a
eindeutig bestimmt ist.
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3.3.8. Satz. Es gibt fiir a > 0 genau eine Losung ¢ : Q — R der Gleichung B.6) mit ¢(1) = a,
namlich o(r)=a”, reqQ.

Die Funktion exp : Q — R erfiillt die Gleichung (3.6) und exp(1) = e. Nach dem Satz[3.3.8 gilt
also

3.7 e =exp(r), reqQ.

Die Gleichung (3.7) und die Tatsache, dass die Funktion exp die Funktionalgleichung (3.5)
fir alle z,w € C erfiillt, eréffnet die Moglichkeit, die Ausdehnung der Potenz e fiir alle z € C
durchzufiihren.

3.3.9. Definition. Die komplexen Potenzen e® mit z € C sind definiert durch
(3.8) e®:=exp(z), ze€C.

Um Potenzen a® mit a > 0, z € C zu definieren, miissen wir warten, bis das Logarithmus
definiert wird. Als Vorgeschmack lautet die Definition a? := e?1°82 (siehe Definition Z.3.5).

3.4. Potenzreihen.

3.4.1. Definition. Sei R die Menge der Reihen mit komplexen Gliedern. Eine Potenzreihe ist
eine Abbildung P : C — R der Form P(z) = },>¢a,2". Die Zahlen a, heilen Koeffizienten
der Reihe.

Gilt a, € R fiir alle n, so spricht man von einer reellen Potenzreihe P : R — R, P(x) =
Y n>00@,x". Die Theorie der reellen Potenzreihen ergibt sich aus der Theorie der komplexen
Potenzreihen durch Einschriankung der Variablen z € C auf R.

3.4.2. Lemma (Abelsches Konvergenzlemma). Zur Potenzreihe Y, a,2" gebe es Zahlen s,M >
0 mit lapls" < M fiir alle n € Ng. Dann ist P(z) = }¥,>0a,2" absolut konvergent in der Kreis-

scheibe B;(0).
3.4.3. Folgerung. Konvergiert Y ,~0a,2" in 29 # 0, so konvergiert sie absolut in B, (0).

3.4.4. Satz. Sei ) ,~¢a,2" eine Potenzreihe. Sei
R :=sup{t €[0,00): (la,|t") beschrinkt} € [0,00].

Dann gilt:
(i) Fiir alle z € BR(0) ist die Reihe absolut konvergent.
(ii) Fiir alle z € C\ Bg(0) ist die Reihe divergent.

Dabei ist BR(0):={z € C:|z| < R}.

3.4.5. Definition. R heilit Konvergenzradius und Br(0) heil3t Konvergenzkreis(scheibe)
der Potenzreihe. Wir verabreden, dass Br(0) :=C, falls R = co.

3.4.6. Satz. Sei R der Konvergenzradius von P(z) =} ,>0a,2". Dann gilt:
(1) R = % mit L :=limsup V/|a,| € [0,00] (Cauchy-Hadamard)

n—oo
An+1

anp

Opn+1
an

(2 R =1 mit ¢ := lim
q n—oo

€[0,00], falls ('

) einen Grenzwert in R hat.

Dabei wird vereinbart: % 1= 00, é :=0.

3.4.7. Beispiel. (1) Die geometrische Reihe } ;- z*. Dann gilt a}, = 1 fiir alle % € Ng; |ag_;1| =
% =1— 1. Der Konvergenzradius ist R = 1.

(2) Xp>1n %", a€Q. Dann {/ n—la = (%ﬁ)“ — 1% = 1. Der Konvergenzradius ist R = 1. Verhal-
ten auf dem Rand {z € C: |z| = 1} des Konvergenzkreiseses:

(i) X,>02" divergiert, da (") keine Nullfolge ist.
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(i) X,>1n"%2" divergiert fiir <1, da (fl—';) keine Nullfolge ist. (Fur a < 1 gilt n—la >1.)

(iii) Y, >1n~%2" ist absolut konvergent fiir & > 1, da IfL—ZI = n—la, Y1 n—la konvergent ist.

(iv) Xp>1n %" =Y, >1n" %" fiir a = 1; die Reihe divergiert fiir z = 1, sie konvergiert (aber
nicht absolut) fiir |z| = 1 z#1.

zeﬂi.Esistlag—:llI: nl_ — 0. Es folgt R = co.

(3) Exponentialreihe: } , (% GrD = 7 +1

nla

(4) Logarithmusreihe:

(3.9) )

n>1 n

( 1)n+1 22 23
Z =ZzZ—-——+——....
2 3

Dann gilt /|a,| = {‘/g — 1. Der Konvergenzradius ist R = 1.
(5) Fur s € C, k € Ny definiere

s| 1 k-1 . s| . [s] _s(s=1)--(s—k+1)
5 )=

Die Binomialreihe zum Exponenten s ist definiert durch

(3.10) By(z):= Z (Z)zk =1+sz+ (i)z2+...

k>0

e Falls s € N, so ist (;) = 0 fiir £ > s, also Zk ( )2/ = i 0( )2/ = (1+2)® fiir alle & > s (die reihe
bricht ab). Die PR hat Konvergenzradius R oo; ihre Summe betragt (1 + z)°.
o Falls s¢No: |(*,)/(0)| =

3.4.8. Definition und Satz. Die Cosinus-Reihe und Sinus-Reihe
Z (- 1)n Z (=" Z2n+1
(2n)’ ’ @2n+1)!

n=0 n=0

|n+1|—>1furn—>ooalsoR 1.

haben Konvergenzradius R = oo und definieren die Cosinus- und Sinus-Funktion

(3.11) cos:C—C,cosz = io: -n” 2°" sin:C—C,sinz = io: 7(_1)n 22+l
' ' ’ et ' ’ = (©2n+1)!

3.4.9. Satz (Eulersche Formel). Fiir alle z € C gilt
(3.12) cosz +isinz = e?

Die Cosinus-Funktion ist gerade d.h. cos(—z) = cosz und ie Sinus-Funktion ist ungerade
d.h. sin(—z) = —sinz. So gilt cosz — isinz = e *?*. Durch Addition mit (3.12) und Subtraktion
aus (3.12) folgen weiteren Eulerschen Formeln:

1 . . 1 . .
cosz=—(e? +e ¥?), sinz=—(e®*—e ?).
2 21

3.5. Ubungen.

3.5.1. Aufgabe. Sei (p;)jen die Folge der Primzahlen 2,3,5,7,11,..., und sei s € Q mit s > 1.
Zeigen Sie:
(a) Mit asp, := Hle T, p;ks gilt azm < {(s) fiir alle £,m € N.
(b) Zu festem ¢ konvergiert a,,, fir m — oo gegen einen Wert a, < {(s), und fir ¢ — oco
konvergiert a, gegen einen Wert a < {(s). (Tipp: Monotonieprinzip)
(¢) Zu jedem € > 0 gibt es ¢,m € N mit a,,, > {(s)—¢€, und es folgt a = {(s). Es gilt also die
Eulersche Produktdarstellung der Riemannschen Zeta-Funktion:

(s)= lim
(s j]:[ll_ P [LOOH —p;°

3.5.2. Aufgabe. Eine Potenzreihe } ,>¢a,z" hat Konvergenzradius R >0 genau dann, wenn
es ¢ >0 mit |a,| < ¢ fur alle n e Ny gibt.

3.5.3. Aufgabe. Zeige die Additionstheoreme fiir alle z,w € C:
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(a) cos(z+w)=-coszcosw —sinzsinw, sin(z+w) =coszsinw +sinzcosw.

(Tipp: cosu +isinu = exp(iu); betrachten Sie v =z+w und u = —(z +w).)

(b) cos?z+sin2z=1, cos2z=2cos?z—1, cos?(Z) =108z gin2(2)= 1=cosz
2 2 \2 2

(c) cosz+cosw =2cos Z5¥ cos 252 | sinz +sinw = 2sin £5¥ cos Z5¥

3.5.4. Aufgabe. Die Cosinus hyperbolicus-Reihe und Sinus hyperbolicus-Reihe
1 2n Z 1 22n+1

b

n>0 (2n)’ n>0 2n+1)!

haben Konvergenzradius R = co und definieren die Cosinus hyperbolicus- und Sinus hyperbolicus-

Funktion
- 1 > .- 1 2n+1
coshz = " sinhz= —2"
‘ Eo(zn)!z — ,;0(2“1)1

Zeige fir z € C, dass

coshz +sinhz = e?,

z -z z -z
) e —e e+e
sinhz=———, coshz=——,
2 2

cosh®?z —sinh?z =1 ,

coshz =cos(iz), sinhz=-isin(iz).

Die Identitét cosh?z —sinh?z = 1 erklirt das Adjektiv ,hyperbolisch®, wenn man sich an die
reelle Hyperbelgleichung erinnert.
Zeige die Additionstheoreme fiir alle z,w € C:

cosh(z + w) = coshzcoshw +isinhzsinhw, sinh(z+w)=sinhzcoshw +coshzsinhw.
Zeige die Zerlegungen in Real- und Imaginérteil der trigonomotrischen Funktionen:
cos(x+iy)=cosxcoshy—isinxsinhy, sin(x+iy)=sinxcoshy+icosxsinhy, x,yeR.

3.6. Notizen. Wir sammeln in diesen Abschnitt Kommentare iiber das Produkt von Reihen, Umord-
nungen und summierbaren Familien.

Notiz zum Produkt von Reihen. Vorsicht: Aus der Konvergenz von Y., >10n, Yp>1b, folgt nicht die
Konvergenz von Y., >1a,b,! Beispiel: Die Reihe Zn>1 \/_ konverg1ert nach Leibniz-Kriterium, aber

=" (-1
n§1 vnoo n ngln

divergiert.

3.6.1. Satz (Dirichlet-Kriterium). Sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge, und die Folge der Partial-
summen von Y., >0b, sei beschrdnkt. Dann ist 3., >0a,bn konvergent.

3.6.2. Folgerung (Abelsches Kriterium). Sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge und }.,>( b, sei kon-
vergent. Dann ist }_,>0a,bn konvergent.

Fir b, = (—1)" folgt das Leibniz-Kriterium aus dem Dirichlet-Kriterium. Der Beweis des Dirichlet-
Kriteriums ist ganz analog zum Beweis des Leibniz-Kriteriums; dabei benutzt man die folgende Formel,
genannt Abelsche partielle Summation:

n-1

n
(3.13) Zakbkz Z(ak—ak+1)sk +a,sy,.
k= k=1

3.6.3. Aufgabe.

(i) Beweisen Sie die Abelsche partielle Summation (3.13).
(i) Beweisen Sie das Dirichlet-Kriterium.
(iii) Beweisen Sie das Abelsche Kriterium.
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3.6.4. Lemma (Kroneckers Lemma). Seien (x,) und (y,) zwei Folgen reeller Zahlen, von denen die zweite
monoton wachsend ist, nur Zahlen y, >0 enthdlt und gegen +oo divergiert. Dann gilt:

[ x; ) 1 2
Z — konvergent = lim — Z x;=0.
i=1%i T Yn =1

Notiz zur Umordnungen. Sei ¢ : Z(> q) — Z(> q) bijektiv. Die Reihe }.,>, ay(r) heit Umordnung
der Reihe }_,,>, a,. Nehmen wir an, dass }_,,>, @, konvergiert. Fragen: Konvergiert 3>, an)? Gegen
welchen Wert?

3.6.5. Satz (Umordnungssatz). Ist ¥, >, an, absolut konvergent, dann ist jede Umordnung Y., >4 a;, ab-

solut konvergent und Y02, a;, = Y.02  an =:s.

3.6.6. Satz (Riemannscher Umordnungssatz). Ist }.,>,a, konvergent, aber nicht absolut konvergent,

und ist a € R vorgegeben, so gibt es eine Umordnung Yn>q al, mit Zflo:q a, =a.

n+1 n+1
Beispiel: Y ,>1 (_lr)L = st konvergent, aber nicht absolut konvergent. Wir setzen s = »7° ; % (ei-

gentlich ist s = log2). Wir konnen so umordnen, dass die Umordnung Y, > a,, Summe s/2 hat.

Notiz zur summierbaren Familien. Sei I eine abzdhlbare Indexmenge und (a;);c; eine Familie von
komplexen Zahlen. Die Familie (a;);c; heilt summierbar, falls es eine bijektive Abbildung ¢ :N — I
gibt, so dass Y, >1 @y(n) absolut konvergiert. Nach[3.6.5]ist dann Y, > 1 a () fiir jede Bijektion ¢ :N — T
absolut konvergent und 3.7 ; ayn) = X521 Gp(n) = Liel -

3.6.7. Satz (Grofler Umordnungssatz). Sei (a;); eine summierbare Familie und I = UyenI, eine Zerle-
gung von I. Dann sind auch (a;);c1, summierban, Y. ,>13 ;e1, @; ist absolut konvergent, und

o0
Yai=) Y a;.
el n=1iel,
3.6.8. Bemerkung. (a;);c;j summierbar <& 3M >0 mit ) ;. |a;| < M fiir alle endlichen Teilmengen J c I
< 3 Zerlegung I = U, > 11, mit (a;);er, summierbar und Y., >1 > ;e1, la;| konvergent.

3.6.9. Satz (Doppelreihensatz). (1) Ist (a;,;); jeng summierbar, so ist fiir jedes i € N die Reihe ¥ j>1aij
absolut konvergent, und es gilt

oo 00

(3.14) Z aijzz agj.
1

(i,/)eN? i=1j=
(2) Ist fiir jedes i € N die Reihe }.;>1a;; absolut konvergent und ist }.;>1 Z;‘;l la;;| konvergent, so ist
(aij) jenz summierbar und es gilt 3.14).

3.6.10. Aufgabe. Betrachte die Familie (a;;); jjene definiert duech a;j =1fallsi=j, a;; =-1fallsi=j+
1und a;; = 0 sonst. Berechne Z‘L?ZI(Z;‘;Iaij) und Z?‘;I(Z‘i’jlaij) und zeige, dass (a;;) nicht summierbar
ist.

3.6.11. Satz (Multiplikationssatz). Sind ¥ ,>1a, und ¥ ,>1b, absolut konvergent, so ist die Familie
(aibj) jjene summierbar und

2 aibj=(§ai)(§bj)-

(i,/)eN? [

~
I
—
~.
I
—

Beispiel: Seien z,w € C, |z|< 1, [w|<1=Y}>0 2k, Yi>0 w! absolut konvergent. Aus[3.6.11]folgt
o0 o0 1
ko1 _ k AR
Y w'=(Y 2 )(Zw)_(l—z)(l—w)'

(k,1eNE k=0 1=0
Der Multiplikationssatz gibt einen anderen Weg, der Satz iiber Cauchy-Produkt[3.3.6] zu beweisen.
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4. STETIGKEIT UND GRENZWERTE

4.1. Stetige Funktionen. Wir betrachten Funktionen f : D — C, wobei D c C beliebig ist.
Wegen R c C ist dabei auch D < R erlaubt. Die Funktion f : D — C heif}t reell, falls f(x) e R
fir alle x e D.

4.1.1. Definition (e-0-Definition der Stetigkeit). Sei f :D — C, D c C und zp € D. Die Funkti-
on f heillt stetig im Punkt z, falls fiir alle € > 0 ein § = d(¢,zy) > 0 existiert, so dass fiir alle
z€D mit |z —zg| <6 gilt: |f(2)- f(zp)| <Ee.

Die Funktion f heil3t stetig (auf D), falls f stetig in allen zg € D ist.

Beispiele:

(1) Sei f : D — C eine konstante Abbildung, d.h. es gebe ¢ € C mit f(z) = ¢ fiir alle z € D.
Dann ist f stetig.

(2) f:D —C, f(z)=z. Dann ist f stetig.

1 b x € b . . . . . . .
B)f:R—R, f(x)= N f ist in keinem Punkt stetig; wir sagen: f ist unstetig.
0,xeR\Q.
Bemerkung: f|g : Q — R, x — 1 (konstant); also ist f|g stetig!
(4) Die Funktion
1
~x=2 =1,
(4.1) fiR, —R, f(x)={4 q
0,xeR\Q.

heiflt Dirichlet-Funktion; sie ist in allen x € R\ Q stetig und unstetig in allen x € Q. Der
Graph von f|sieht wie ein Popcorn aus.

fxo)+e ‘ /
[ ]
f(xo)+e
f(xo)
f(xo)
fxo)—€
flxo)—¢
@ [ r—> . 2 [ ) r—
/ x9—0 X0 x0+0 x0—0 X0 x0+0
Stetig: zu jedem € > 0, gibt es § > 0 mit Unstetig: es gibt ein € > 0, so dass fiir alle § >0
f((xo—8,%0 —8)) = (f(xg) — &, F(x0) — ) gilt f((xo — 8,20 —6)) & (f(x0) &, f(x0) —¢€)

Weitere Beispiele liefern die Lipschitz-stetige Funktionen. Eine Funktion f : D — C heifit
Lipschitz-stetig, wenn es L € R gibt, so dass fiir alle z,w € D gilt: |f(z) - f(w)| < L|z —w]|. In
diesem Fall heif3t L eine Lipschitz-Konstante zu f .

4.1.2. Satz. Sei f :D — C Lipschitz-stetig. Dann ist f stetig.

Beispiele: (i) Eine lineare Funktion f :C — C f(2) = az + b ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante |a]|.


http://demonstrations.wolfram.com/TheModifiedDirichletFunction/
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(i) z — |z|, z — 2z, z — Rez, z — Imz sind Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1 (z.B.
llz| = lwll < 1z —w.

4.1.3. Satz. Sei f : D — C stetig in z¢. Sei E c D mit zo € E. Dann ist auch f|g : E — C stetig
in zo.

4.1.4. Definition. Sei zg € D cC. Eine Teilmenge U < D heiit Umgebung von zy in D, wenn
es ein 6 > 0 mit Bs(zg)ND < U gibt.

Beispiele:

(1) D =R, Bs(zg)NnD =(2¢9 -0,z +9).

(i1) D =[a,bl<cR, Bsa)nD =[a,a +d6)Nl[a,bl.

(iii) Ist U € D eine Umgebung von zo und U c V < D, so ist V eine Umgebung von zg in D. Sind
U,V Umgebungen von zg in D, so ist U NV eine Umgebung von zg in D.

4.1.5. Satz. Sei f:D — C und zg € D. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist stetig in zg (e-6-Definition der Stetigkeit).
(i1) Zu jeder Umgebung V von f(zg) in C gibt es eine Umgebung U von zgin D mit f(U)cV
(Umgebungs-Definition der Stetigkeit).
(iii) Fiir jede Folge (z,,) in D mit z, — z¢ gilt f(z,) — f(z9) (Folgenkriterium fiir Stetigkeit).

4.1.6. Satz (Rechenregeln). Seien f,g:D — C stetig in zg € D. Dann gilt:
(i) f+g:D— Cund fg:D — C sind stetig in z.
(i1) Falls g(z9) #0, soist E ={ze D : g(z) # 0} eine Umgebung von zyin D, und f/g :E — C
ist stetig in z.

4.1.7. Folgerung.

(i) Polynome C3z— a,z"+a,-12" 1 +...+a1z +aq € C sind stetig.
y

(i1)) Rationale Funktionen D 5 z — SE‘Z; € C mit Polynomen P und @ sind stetig auf D =

{zeC:Q(2)#0}

4.1.8. Satz (Kompositionsregel). Seien f:D — C, g: E — C mit f(D)<E. Ist f in z9 € D
stetig und g in f(zg) stetig, soist gof :D — C in zg stetig.

4.1.9. Folgerung. Ist f : D — C stetig, so sind |f|, 7, Ref,Imf :D — C stetig.

4.1.10. Satz (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Sei f :[a,b] — C stetig und injektiv. Sei E =
{f(x):x€la,bl} und sei g :E — [a,bl, g:=f L. Dann ist g stetig.

4.1.11. Definition. Sei I c R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heilit monoton steigend
(bzw. fallend) . < Fir alle x,y € I mit x < y gilt f(x) < f(y) (bzw. f(x) = f(¥)).

Eine Funktion f : I — R heillt streng monoton steigend (bzw. fallend):.<— Fiir alle
x,y €l mit x <y gilt f(x) < f(y) (bzw. f(x)> f(y)).

Bemerkung: Wenn f streng monoton ist, dann ist f injektiv.

Beispiel: Stetigkeit der Wurzelfunktion. Seien a,b > 0. Dann ist f : [¥/a, Vb] — [a,b] mit
f(x) := x* stetig monoton steigend. Wegen Satz ist g=f"1=¥ :[a,bl — [Va, Vb1
stetig; es folgt, dass die durch h(x) := ¢/x definierte Funktion % : [0,00) — R stetig ist.

4.2. Potenzreihen und Stetigkeit.

4.2.1. Definition. Eine Folge (f,,) von Funktionen f, : D — C konvergiert punktweise,
wenn fiir jedes z € D die Folge (f,,(2)) konvergiert. Ist dies der Fall, so heiflit die durch f(z) =
lim,, .o f#(2) definierte Funktion f : D — C die Grenzfunktion zu (f,). Eine Reihe ), > f»
von Funktionen f, : D — C heillt punktweise konvergent, falls die Folge der Partialsummen
(sn), wobei s, = fo + f1+...+ [, punktweise konvergiert. Fiir D 3 z— Y% , f,(2) € C schreiben

wir 307 fn.

[e.e]
n
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Beispiel: Seien f, :[0,1] — R, f(x) = x". Es gilt f,,(1) = 1 fur alle n, also lim,,_., /(1) = 1. Fiir
x€1[0,1) gilt lim,, .o fr(x) =lim, ., x™ = 0. Also konvergiert (f,),en punktweise gegen

0,x€[0,1),

,x=1.

f:00,1]1 —R, f(x)={

Die Funktion f ist unstetig! Wir bendstigen einen Konvergenzbegriff, der solche Phéinomene
ausschlie3t und garantiert, dass die Grenzfunktion stetig ist, wenn die Folgenglieder stetig
sind. Der richtige Begriff fiir Funktionenfolgen ist die gleichmdfige Konvergenz. Wir sind in
diesem Paragraph hauptséchlich mit Reihen beschiftigt, wir werden also einen fiir Reihen
bequemeren Begriff, die normale Konvergenz einfithren. Die gleichméfige Konvergenz wird
spater diskutiert.

4.2.2. Definition. Fiir eine Funktion f : D — C wird die Supremumsnorm durch
Iflp :=sup{lf(2)l:z €D} €[0,00].
eingefiihrt. Eine Funktion f : D — C heilit beschrdnkt, falls ||f||p < co. Aquivalent dazu:

das Bildmenge f(D) c C ist beschrinkt (siehe Definition [2.4.4) oder {|f(z)| : z € D} < [0,00) ist
beschriankt. Andernfalls heifit f unbeschrinkt.

Die Menge B(D)={f :D — C: ||f lp < oo} aller beschrdankten Funktionen ist ein C-Vektrorraum,;
die Abbildung f — ||f|lp ist eine Norm auf %(D), genauer, sie erfiillt folgenden Eigenschaften:

DIfllp=0;1flp=0ef=0,

2) llefllp =lclllflip fir alle c € C,

ANf+glp <Iflp+lglp .

4.2.3. Definition. Eine Reihe } ,-; f, von Funktionen f, : D — C heif}t normaﬂ konver-
gent, falls 3., ~1/f»|p konvergiert.

Bemerkung: Ist },,~1 f, normal konvergent, soist },>1 f, punktweise konvergent, da fiir jedes
z €D die Reihe },,>1/f»|lp Majorante fiir }_,,~1 fr(2) ist.

4.2.4. Satz. Sei P(z) =} ,>0an2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Sei 0 <r <R.
Dann konvergiert ¥ ,,~oa,z" normal auf B,(0).

Bemerkung: Die Bedingung r < R ist wichtig!

4.2.5. Satz. Konvergiert Y., ~1 fn normal gegen f : D — C, und sind alle f, : D — C stetig, so
ist auch f stetig.

4.2.6. Satz. Sei P(z) =Y  a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist P :
Bpr(0) — C stetig. (Zur Erinnerung: Nach Vereinbarung ist Bg(0):=C, falls R = o).

4.2.7. Folgerung. Die Funktionen exp,cos,sin : C — C (definiert in (3.4), 3.11D) und deren
Einschrinkungen exp,cos,sin : R — R sind stetig.

4.3. Der Zwischenwertsatz. Der Zwischenwertsatz bildet die Grundlage vieler Existenzaus-
sagen der Analysis.

4.3.1. Satz (Zwischenwertsatz). Sei f :[a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem y zwischen f(a)
und f(b) ein c €la,bl mit f(c)=1y.

Dabei bedeutet ,,y zwischen f(a) und f(b)“: Falls f(a) < f(b), so ist f(a) < y < f(b), und falls
f®)< f(a),soist (D)< y < fla).

3Das Wort ,normal“ betont die Prasenz der Norm | - ||p in der Definition. Der Begriff der normalen Konvergenz
wurde 1908 von René Baire eingefiihrt. Er notiert: ,Un grand nombre des démonstrations soit dans la théorie des
séries, soit plus loin dans la théorie des produits infinis, sont considérablement simplifiées quant on met en avance
cette notion, beaucoup plus maniable que la propriété de convergence uniforme.“
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f(d)

f(a) | TR /

Die Aussage des Zwischenwertsatzes ist falsch, wenn f nicht stetig oder nicht auf einem In-
tervall definiert ist.

Als erste Anwendung, zeigen wir noch einmal die Existenz der k-ten Wurzel (dies wurde
bereits in Satz[1.5.7] direkt aus der Vollsténdigkeit von R hergeleitet). Sei a € R, a > 0, und sei
%k € N. Betrachte die stetige Funktion f : [0,00) — R, f(x) = x* —a. Es gilt f(0) = —a < 0 und
f(1+a)=(1+a)* >1+Fka >0 (Bernoullische Ungleichung). Der Zwischenwertsatz besagt, dass
es ein x € [0,1+ a] gibt, mit f(x) = 0, d.h., x* = a. Diese Losung ist eindeudig, da [ streng
monoton wachsend ist.

4.3.2. Folgerung. Sei I c R ein Intervall und sei f : I — R eine stetige Funktion. Dann ist das
Bild f(I) auch ein Intervall.

4.3.3. Satz. Sei I cR ein Intervall und sei f : I — R stetig. Dann sind dquivalent:
(i) f ist injektiv,
(ii) f ist streg monoton.

In diesem Fall ist f~1: f(I) — I stetig und streng monoton.

Der Zwichenwersatz erlaubt eine vollstandige Beschreibung der reellen Exponentialfunk-
tion exp : R — R (liefert ndmlich die Bildmenge) und dies fiihrt wiederum zur Definition des
Logarithmus. Diese Definition des Logarithmus als Umkehrung des Exponentialfunktion fin-
det sich erstmals in Eulers Buch [8].

4.3.4. Definition und Satz. (i) exp : R — R, ist streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

(ii) Sei log : R, — R die Umkehrfunktion dazu, gennant natiirlicher Logarithmus. Dann ist
log streng monoton wachsend, stetig und bijektiv.

(iii) log1 =0, log(xy) = log(x) + log(y) fiir alle x,y € R .
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3 4
y = exp(x)
2 4
y =log(x)
1
Il Il Il Il Il
T T T T T T
3 2 1 1 2 3 4
1+
2 +
-3
4.3.5. Definition. Fiir x > 0 und z € C definieren wir
(4.2) %7 := exp(z -logx) = e?198%

Die Funktion R, 3 x — x% € C (fur festes z € C) heilit Potenzfunktion zum Exponenten z und
die Funktion C 3 z — x* € C (fiir festes x > 0) heillit Exponentialfunktion zur Basis x.

Fiir alle x > 0, g € Q stimmt die obige Definition von x? mit unserer fritheren Definition [I.5.§
iiberein (siehe Ubung[4.6.3). Als Komposition stetiger Funktionen sind sowohl die Potenzfunk-
tionene als auch die Exponentialfunktionen stetig.

Es gelten die Potenzgesetze (vgl. (11)

4.3) (xy)? =27y, T =22, ()7 =x%, fur allex,y >0, z,weCund a €R
AuBerdem gilt fiir x> 1 und a < b gilt 2% < x?; fiir @ >0 und x < y gilt x® < y°.
4.4. Satz vom Maximum.

4.4.1. Definition. Sei f : D — R. Die Funktion f heifit nach oben beschrdankt (bzw. nach
unten beschrdnkt), wenn f(D) nach oben beschriankt (bzw. nach unten beschrankt) ist.

Fiir eine beliebige Funktion f : D — R setzen wir

supf :=supf(D)=sup{f(z):ze D} €R, igff :=supf(D)=inf{f(z):zeD}eR
D

Dann gilt:
f ist nach oben beschriankt < supf <oo
D

f ist nach unten beschriankt < iBf f>—o0

4.4.2. Definition. Sei f : D — R. Wir sagen, dass f ihr Maximum (bzw. Minimum) annimmdt,
wenn f (D) ein Maximum (bzw. Minimum) hat. Dann heiflen

mgle::maxf(D)zmax{f(z):zED}, mgnf::minf(D):min{f(z):zeD}
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Maximum (bzw. Minimum) von f. Es gilt

f nimmt ihr Maximum an < Jx; €D VxeD: f(x) < f(x1) © Tx1€D: f(x1)=supf
D

f nimmt ihr Minimum an <& 3dxe €D Vxe D: f(x) > f(x2) © Jxo€D: f(x9) = i]r)lff
Ein Punkt x1 € D (bzw. x9 € D) wie oben heil3it Maximalstelle (bzw. Minimalstelle) von f.

4.4.3. Satz (Satz vom Maximum und Minimum (Weierstraf})). Eine stetige Funktion f :[a,b] —
R auf einem nichtleeren kompakten Intervall ist beschriankt und nimmt ihr Maximum und ihr
Minimum an.

4.4.4. Bemerkung. Die Kompaktheit des Intervalls ist wesentlich! Zum Beispiel ist die Funk-
tion f:(0,1] — R, f(x) = % stetig, aber unbeschrinkt. Die Funktion g:(0,1) — R, g(x) = x ist
beschrankt, nimmt aber ihr Maximum und Minimum nicht an. Es gilt ndmlich supg(0,1) =1,
infg(0,1) = 0, aber 0 < g(x) < 1 fir alle x € (0,1). Daher besitzt g kein Maximum und kein
Minimum.

4.4.5. Folgerung. Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f([a,b]) = [m,M], wobei
m =miny, p1f, M =maxi, pf.

4.5. Fortsetzung stetiger Funktionen und Grenzwerte.

4.5.1. Definition. Ein Punkt zg € C heit Hdufungspunkt einer Menge D c C, wenn jede
Umgebung von z (in C) unendlich viele Punkte von D enthilt. Analog heiBt xo € R Hiaufungs-
punkt einer Menge D c R, wenn jede Umgebung von x( (in R) unendlich viele Punkte von D
enthilt. Der Punkt zg = 0o € C (bzw. xg = 00 € R) heilt uneigentlicher Hiufungspunkt von
D.

4.5.2. Bemerkung. (i) Der Punkt zy kann Element von D sein oder auch nicht. Z.B. ist 0 ein
HP von [0, 1] und von (0, 1].

(i1) Ein HW einer Folge (x,),en ist nicht dasselbe wie ein HP der Menge {x, : n € N}. Sei z.B.
z, =1 fiir alle n € N. Dann ist zg = 1 ein HW von (z,),cn, aber kein HP von {z,, : n € N} = {1}.
(ii1) oo (bzw. —o0) ist HP von D c R genau dann, wenn D nach oben (bzw. unten) unbeschrankt
ist.

4.5.3. Lemma. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) zg ist HP von D.
(i) Jede Umgebung von zg in C enthilt einen von zg verschiedenen Punkt aus D.
(iii) Es gibt eine Folge (zp,)nen in D mit z, — zq fiir n — oo und z, # 2 fiir alle n e N\l

Beweis: (i)=(ii) klar.

(i1)=(ii) Wahle z,, € B1/,(z0) N (D . {zo}). Dann gilt z,, — z¢ fiir n — co und z, # z¢ fiir alle
neN.

(iii)=(i) Sei (z,)p>1 eine Folge in D \ {z¢} mit z,, — z¢. Sei € > 0 beliebig. Wéhle n; € N mit
Zn, € Be(20) \{z0}. Sei €1 := |z, —20]l > 0. Wahle ng €N, ng > n; mit z,, € B,,(20) \ {zo}. Dann
ist 2, # 2n,. Sei €3 1= |25, — 20l > 0. Wahle z,,, € B, (z9) \ {zo}. Dann gilt z,,,2,, ¢ B,(20), also
Zny # Zng> Zny # Zng. Durch Induktion konstruieren wir also eine Folge (z,,);>1 von paarweise
verschiedenen Punkten in B.(z¢g)ND.

4.5.4. Definition. Ein Punkt zg € D heil}t isolierter Punkt von D, wenn es § > 0 mit Bs(zg)N
D ={z¢} gibt.

4.5.5. Bemerkung. (i) zg € D ist entweder isoliert oder HP von D.

(ii) Ist zg € D isoliert, so ist jede Funktion f : D — C stetig in zg.
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4.5.6. Definition. (i) Sei D c C, zg € C ein HP von D, a € C. Wir sagen, dass f : D — C in
zo den Grenzwert a hat, wenn es zu jeder Umgebung U von a eine Umgebung V von zg mit
fVn(D \{z0}) cU gibt. Schreibweise: lim,_.,, f(z) = a.

(ii) Sei D c R, xg € R ein HP von D, a € R. Wir sagen, dass f : D — R in x¢ den Grenzwert a
hat, wenn es zu jeder Umgebung U von a eine Umgebung V von x¢ mit f(V N (D ~ {xo})) cU
gibt. Schreibweise: lim,_.,, f(x) = a.

4.5.7. Bemerkung. (i) Die Existenz und die Gréfie des Grenzwertes einer Funktion f in einem
Punkt zo hat nichts damit zu tun, ob oder wie f in z( definiert ist. Wieso werden in der De-
finition nur Punkte z € V, z # 2y betrachtet? Es gibt zwei mogliche Griinde: Zunéchst konnte
2o € D sein (z. B. zg = 00); zweitens kann es fiir zg € D passieren, dass die Funktion ,besser” in
V' \{zp} ist als in V. Zum Beispiel ist die Funktion f : R — R mit f(x) = xsin(1/x) fur x # 0 und
f(0) = 1 nicht stetig in x¢ = 0, aber lim,_¢ f(x) = 0. Es wére schade, diese schone Eigenschaft
von f nicht zu erkennen...

Wir konnen sagen, dass wir in der Definition der Stetigkeit das Verhalten einer Funktion
in einer Umgebung eines Punktes z¢ im Definitionsbereich mit dem Wert der Funktion f(z)
vergleichen, wihrend wir uns in der Definition des Grenzwertes nur fiir das Verhalten einer
Funktion in Punkten z # z( interessieren.

Wenn wir akzeptieren, dass nur Punkte z € V, z # 2y betrachtet werden, dann ist es klar,
dass die Definition nur fiir Hiufungspunkte Sinn macht. Wire z( in Definition ein iso-
lierter Punkt, so konnte man fiir jedes a und jedes U eine Umgebung V mit VN (D \{z9}) =9
wahlen. Dann wiirde f(V N (D \{z¢})) = » < U und folglich lim,_.,, f(2) = a gelten. Weil aber a
beliebig war, wire lim,_., f(z) nicht wohldefiniert.

(ii) @ = 0o € C und a = +oo € R heiBen uneigentliche Grenzwerte.
Die Definition [4.5.6] ist einheitlich fiir eigentliche und uneigentliche Grenzwerte, man muss
nur die jeweiligen Definitionen der Umgebungen beachten:

o Umgebung von a € R in R: Obermenge eines Intervalles (a —5,a + §)

o Umgebung von a = co (bzw. —o0) in R: Obermenge eines Intervalles (M, +oo) (bzw.
(—o0, M)

o Umgebung von a € C in C: Obermenge einer Scheibe Bs(a) < C

o Umgebung von @ = oo in C: Obermenge des AuBeren {z € C: |z| > M} einer Scheibe in C

(iii) Ist zg € D ein HP von D, soist f : D — C stetig in z¢ genau dann, wenn lim,_.,, (2) = f (20).
(iv) Sei zg € C~\.D ein HP von D, und sei a € C. Sei F' : D U {zy} — C definiert durch

a, z=2zyp.

Dann gilt:

F ist stetigin zg © lim F(2)=F(z9) © lim f(z)=a.
z—20 Z2—20

In diesem Fall heif3t F' die stetige Fortsetzung von f in z.

-1
4.5.8. Beispiele. (1) Seien D :=C~ {0}, f:D —C, f(2)= M ; 20 =01st HP von D. Fiir
z
zeD gilt
1, zk 12 2k z 22
f(Z)=;(k§OE—1)=;kgla=1+2—!+§+...—.P(2).

-
oL

P :C — C ist definiert auch fiir z =0 und is

dius oo, also
exp(z)—l’ 240,
P(z)= z

1, z=0.

ie Summe einer Potenzreihe mit Konvergenzra-
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Aus Satz[4.2.6 folgt, dass P in 0 stetig ist und lim,_oP(z) = P(0) = 1 gilt. Also ist P die stetige
Fortsetzung von f in 0. Wir erhalten

exp(z)—1
m _

4.4) lim—————=1
z—0 z
Analog ergibt sich
sinz l-cosz 1
. li =1, Ui ==
5 fiy ==L =g

(2) Seien D : =R~ {0}, 20=0, f: D — R, f(x) = xsin%. Dann gilt limx_,oxsin% = 0. Also ist

F:R— R mit
1

Flx) = xsiny, x#0,
0, x=0

die stetige Fortsetzung von f in 0.

Analog gilt lim,_qx" sin% =0 fiir n €N, aber lim, ¢ sin% existiert nicht.
(3) Sei n € N. Dann gilt:

—00, n ungerade

Z2—00 X—00 X——00

lim 2" =00, limx"=o0co0, lim x"=
oo, n gerade

Sei namlich ¢ € R. Wahle d = max{c, 1}. Fiir |z| > d gilt dann |2"| > |z| >d > ¢. Also lim,_ 2" =
oo. Analog beweist man die anderen Aussagen.
(4) Fir n e Ny gilt

X

(4.6) lim & =co

x—o00 x

Dafiir benutzen wir die folgende Abschitzung fiir x > 0:

oo .k n+1 x
x x e x
X
=) >~ also —>
,;)k! (n+1)’ x* " (n+1)!

x +1)!
Zu c € R wihle d = max{0, c(n + 1)!}. Fir x > d folgt dann z—n > o f ke c;(nn+ 1))! =

4.5.9. Satz (Folgenkriterium). Sei f : D — C, sei zo € C ein HP von D, und sei a € C. Es gilt
lim,_.,, f(2) = a genau dann, wenn fiir alle gegen z( konvergenten Folgen (z,)nen in D \ {20}
gilt: lim, .o f(z,) = a. Analog fiir DcR, zo€R, a €R.

Mit dem Folgenkriterium sieht man leicht, dass lim,_.g sin% nicht existiert:

f(yn)zl
x— f(x)=sinl

— N

f(xn ):O

Wir betrachten die Nullfolgen (x,), x, = 1/nm und (y,), y», = 1/(2nx + 7/2). Dann gilt f(x,) — 0,
f(yn) — 1 fiir n — co. Wenn lim,_., f(z) = a existierte, dann miisste a = 0 und a =1 sein, ein
Widerspruch.

4.5.10. Folgerung. (i) Seien f,g:D — C, und sei zg ein HP von D. Es gelte

limf(z)=a€E, Zlirglg(z):bef.
—20

zZ2—20
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Dann gilt:
lim (f + )(2) =+ b, lim (f-g)2) = ab, lim ()= &
z2—2 Z2—20 2720 g b

(letzteres falls g(z) # 0 in einer Umgebung von z), sofern die Ausdriicke auf der rechten Seiten
definiert sind. Definiert sind hierbei

a ..
oco+a=00,— =0 fiiraeC,
oo

oo-a=oo,%=oo fiir a € C~. {0},

o000 =00.

Nicht definierte (unbestimmte) Ausdriicke: co-0 und daraus abgeleitete Ausdriicke wie %, >

usw.

(ii) Analog fiir f,g :D — R und a,b € R. Die definierten Ausdriicke sind in diesem Fall

00+a =00, —00+a =—00, a_ 9 =0 firaeR,

oo —00

oco-a=00 fiira>0,00-a=-00 fiira<o,

00+ 00 = 00 - 00 = 0O,

— 00+ (-00) =(-00) 00 = —00.
Auflerdem sind Ausdriicke definiert, welche aus den obigen durch Anwendung der Vorzeichen-
regeln oder des Kommutativgesetzes hervorgehen, zum Beispiel (—oo)(—o0) = 0o, 0o — (—00) = co.
Nicht definierte Ausdriicke: oo — oo, 0-00 und daraus abgeleitete Ausdriicke wie %, %, 0-(—oc0)
usw.
(iii) (Vergleichsprinzip) Seien f,g :D — R, zq ein HP von D, lim,_., f(z)=a€ R, lim,_.,, g(z) =
beRund f(2) < g(2) fiir alle z € D mit z # z9. Dann gilt a < b.
(iv) (Substitutionsregel — erste Variante) Seien f :D — C, g :E — C mit f(D)CE, zy € C ein
HP von D. Falls lim,_.,, f (z) = wo € E und g stetig in wy ist, so gilt lim,_., (g o f)(z) = g(wo).
(v) (Substitutionsregel — zweite Variante). Seien f,g,zo wie in (iv). Sei wq € C ein HP von E.
Falls f(2) # wo fiir z # 2o, lim,_.,, f(2) = wo, limy,—,,, gw)=a € C, so ist lim,_.,,(gof)(z)=a.

4.5.11. Bemerkung. (1) [4.5.10(iii) und (v) gelten auch dann, wenn die jeweiligen Vorausset-
zungen nur fiir z € D U, z # 2, erfiillt sind, wobei U eine Umgebung von z in C ist.

(2) Die Substitutionsregel lasst sich durch das folgende Schema beschreiben:

=f(z)
f(2) = wq fir z — z¢p und g(w) — a fir w — wy w=f>z g(f(2)) — a fir z — zo.
4.5.12. Beispiel. (1) Wir wollen lim,_._,,e* berechnen. Wir schreiben e* = e~ = (gof)x),
wobei g : Ry — Ry, g(y) =e™”, f :(~00,00) — Ry, f(x) = —x. Dann ist lim,_.., g(y) = 0, weil
lim, .. e’ = oo (nach (4.6)) und lim,_._, f(x) = co. Folgerung [4.5.10(v) mit z9 = —oo, @ = 0o
impliziert lim,_. _.,(go f)(x) = 0. Also

4.7 lim e*=0.

X——00
Die Rechnung auf einem Schlag:
1 e
lim e*= lim — =" lim — =0.
Xx——00 x——00 g% y—oo ey

(2) Wir wollen lim,,_.g log(xﬂ berechnen. Fiir die Substitution y = f(x) = log(x + 1), wobei f :
(-1,00) — R, gilt limy_¢ f(x) = f(0) =0, also y — 0 wenn x — 0. Ferner gilt x = ¢¥ — 1, also
w = eyy—_l = g(y), wobei g : R\ {0} — R und lim,_og(y) = 1 nach (4.4). Ferner ist f(x) =
log(1+x) # 0 fir x # 0. Also ergibt sich

. log(1+x) y=logx+1) . y
lim ——— = lim
-0  x y—0eYy—1

=1.
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(3) Durch Substitution y =logx (also x = e¥) ergibt sich

1
lim —22 = lim 2 =0.
xXx—00 X y—o0 ey
(4) Fiir x — oo gilt 8% — 0, also
x'* = explogx* = exp(lo%) — exp(0)=1.

Daraus ergibt sich wieder der am Anfang mit Miihe gewonnene Grenzwert aus Satz 2.1.3}
lim,_. ¥n=1.

4.5.13. Bemerkung. (Folgen-Grenzwerte und Funktionen-Grenzwerte) Man kann die Rech-
nung der Funktionen-Grenzwerte nutzen, um Folgen-Grenzwerte zu berechnen, wie in letztem
Beispiel. Sei f :[k,00) — C, k €N, so dass lim,_.o, f(x) = £. Dann gilt auch lim,_., f(n) = ¢ (Gol-
genkriterium[4.5.9). Die Umkehrung ist falsch, z. B. gilt lim,, ., sin(nz) = 0, aber lim,_. o, sin(7x)
existiert nicht.

4.5.14. Bemerkung. (unbestimmte Ausdriicke) Die Rechenregeln geben nur dann Auskunft,
wenn die Ausdriicke auf der rechten Seite bestimmt sind. Wie behandelt man unbestimmte
Ausdriicke wie %, %, 00 —00, 0-00 usw.? Dazu ein paar Vorschlédge:
Zurickfiithren auf bekannte Grenzwerte durch Umformungen (z.B. Kiirzen oder Erwei-
tern von Briichen) oder Substitutionen. Exponentialausdriicke behandelt man mittels
der Definition f¥ := e&lo8f
Ist der unbestimmte Ausdruck von der Form f/g, und sind die auftretenden Funktio-
nen durch Potenzreihen definiert, so schreibt man einige Potenzen der Reihe auf und
behandelt den Quotienten f/g als eine rationale Funktion (siehe Beispiel [4.5.8](1)).
Die Regel von I'Hospital anwenden.

Die ersten zwei Methoden spenden mehr Einsicht; es empfiehlt deshalb, sie vorzuziehen.

4.5.15. Definition (Einseitige Grenzwerte). Sei D c R, xg € R.

(i) x¢ heiBt rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) HP von D, wenn xo HP von (xp,00) N D (bzw.
(—00,x9) N D) ist.

(i) Sei x( rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) HP von D. Die Funktion f : D — R hat in xg
den rechtsseitigen (bzw. linksseitigen) Grenzwert a € R, wenn f| Do, +00) (BDZW. fl(—o0, x0)nD)
den Grenzwert a € R hat.

Notation:
flxo+):= xh\rfclo fx):= 36113610 f1DAGxo,+00) = @5

flxo—):= xh/rilof(x) 1= lim fl-coxonp =a.

4.5.16. Beispiel.

(1) Die Heaviside-Funktion ist definiert durch
1,x>0,
0,x<0.

(4.8) f:R—R, f(x)={

Dann f(0-)=0, f(0+)=1.
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(2) f:R~{0} — R, f(x)=sin % Die Grenzwerte f(0—), f(0+) existieren nicht.

4.5.17. Satz.

(i) Sei f:D — R, D cR, und sei xq ein links- und rechtsseitiger HP von D. Der Grenz-
wert limy_.,, f(x) existiert genau dann, wenn die Grenzwerte f(xo—) und f(xo+) beide
existieren und tibereinstimmen. In diesem Fall gilt lim,_. ., f(x) = f(xo—) = f(xo+).

(ii) Sei zusdtzlich xg € D. Die Funktion f ist stetig in xo genau dann, wenn die Grenzwerte
f(xg=), f(xo+) in R existieren und f(xg) = f(xo—) = f(xo+) gilt.

4.5.18. Definition. Seien f, xo wie in[4.5.17] Der Punkt xy hei3t Unstetigkeitsstelle erster
Art, wenn f(xo—), f(xo+) € R und f(xp—) # f(xo+) oder f(xp—) = f(xo+) # f(x9). Der Punkt
xo heillit Unstetigkeitsstelle zweiter Art, falls xy eine Unstetigkeitsstelle ist, die nicht von
erster Art ist.

4.6. Ubungen.

4.6.1. Aufgabe. Zeige mit Hilfe der e-6—Definition 4.1.1 der Stetigkeit die folgenden Behaup-
tungen:

(a) Die Funktion f:C — C, f(z) = 23 ist stetig.

Rez z#0
(b) Die Funktion f:C—C, f(2)= { (')Z| ’ 0 ist nicht stetig in z¢g = 0.
b Z =

(Rez)?

(c) Die Funktion f:C—C, f(z)=4 "
0, z=0

b

ist stetig in zg = 0.

4.6.2. Aufgabe.

(a) Zeigen Sie exp(z) # 0 fur alle z € C, exp(x) > O fiir alle x € R, exp(x) > 1 fiir alle x € R,
und exp(x) < exp(y) fur alle x,y € R mit x < y. (Tipp: exp(z + w) = exp(z) exp(w).)

(b) Zeigen Sie |exp(u)—1-ul < lu|? fiir alle u € C mit |u| <1 und folgern Sie:
|exp(w) — exp(2) — (w — z)exp(2)| < |w —z2. |exp(2)| fiir alle z,w € C mit lw—2z| < 1.

(c) Beweisen Sie mit Hilfe von (b), dass exp : C — C stetig ist.

4.6.3. Aufgabe. Fiir x > 0 und z € C definieren wir x° := exp(z -logx). Als Komposition stetiger
Funktionen sind sowohl R, 3 x — x* € C (fiir festes z € C) als auch C 3 z — x% € C (fiir festes
x> 0) stetig. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle x > 0, g € Q stimmt die obige Definition von x? mit unserer fritheren Definition
[L5.8iiberein.

(b) Fiir alle x,y >0, z,w € C und a € R gilt: (xy)* = x%y?, x*¥ =x%x%, (x?)° =x%%; fiir x> 1
und a < b gilt x% < xP; fiir & > 0 und x < y gilt x% < y°.

4.6.4. Aufgabe. Sei f :[a,b] — R streng monoton (steigend oder fallend). Sei E = {f(x): x €
[a,b]}. Dann ist f : [a,b] — E bijektiv, und wir kénnen g : E — [a,b], g := f~! definieren.
Zeigen Sie: Falls f stetig in xg ist, dann ist g stetig in yg = f(xo).

4.6.5. Aufgabe. Eine Menge Q) c C heil3t offen, wenn es fiir jedes z € Q ein € > 0 mit B.(z) c Q
gibt. Eine Menge A c C heiBt abgeschlossen, wenn ihr Komplement CA := C\ A offen ist. Zeigen
Sie:

(a) Die Vereinigung Ujca Q22 einer beliebigen Familie offener Mengen Q) < C ist offen,
und der Durchschnitt einer endlichen Familie offener Mengen ist offen. Was gilt fiir
abgeschlossene Mengen?

(b) Eine Menge A c C ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge,
deren Glieder samtlich in A liegen, auch deren Grenzwert in A liegt.

4.6.6. Aufgabe. Sei D c C, und sei D die Vereinigung von D und der Menge aller Hiufungs-
punkte von D. Beweisen Sie, dass D die kleinste abgeschlossene Menge ist, die D umfasst.
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(Zu zeigen ist: D ist abgeschlossen, und jede abgeschlossene Menge A c C, die D umfasst,
umfasst auch D.)

4.6.7. Aufgabe (lokaler Charakter der Stetigkeit).

(a) Sei D cC. Eine Funktion f : D — C ist stetig genau dann, wenn jeder Punkt z € D eine
Umgebung U, von z in D besitzt, so dass |y, stetig ist.

(b) Seien Di,...,D,, < C und seien f : D, — C (1 < k < m) stetige Funktionen mit der
Eigenschaft fi(x) = fj(x) fiir alle x € D;nD;. Man kann also f : ;' ; Dy — C durch
f(x):= fr(x) fiir x € D}, definieren. Wenn D1, ...,D,, offene Mengen sind, so ist [ stetig.

(¢) Man kann in (b) die Voraussetzung tiber die Offenheit der Mengen D}, nicht fortlassen.

4.6.8. Aufgabe. Mit dieselben Notationen zeigen Sie: Wenn D1,...,D,, absgeschlossene Men-
gen sind, so ist f stetig. Kann man die Voraussetzung iiber die Abgeschlossenheit der Mengen
Dy, fortlassen?

4.6.9. Aufgabe. Zeige die folgende Aussage: Sind f, g :[a,b] — R beide stetig auf [a,b] und gilt
f(x) = g(x) fiir alle x € Qn[a, b] so gilt auch f(x) = g(x) fiir alle x € [a, b].

4.6.10. Aufgabe (zur Definition@.3.5lder Exponentialfunktion). Benutze Satz[3.3.8lund Ubung
4.6.91um zu zeigen: Es gibt fiir a > 0 genau eine stetige Losung ¢ : R — R der Funktionalglei-
chung der Exponentialfunktion (3.6)

p(z+w)=p)ew), z,weC
mit ¢(1) = a, ndmlich ¢(r)=a”, r eR.

4.6.11. Aufgabe. Sei s € R. Wir wissen, dass die Binomialreihe (3.10) fur alle x € R mit |x| < 1
konvergent ist. Setze fir x € R mit |x| <1

o -1 —1)(s—2
By(x)=)_ s xn:1+sx+3(s )x2+s(s Ns )x3+---
n=1\" 2! 3!

Bilden Sie das Cauchy-Produkt der Reihen ¥ -0 (3)x", ¥ =0 (fb)x” und zeigen Sie

S
n
B (x)Bi(x) =Bg,4(x) fur s,t,x€Rmit |x| < 1.

Hinweis: Zeigen Sie }}_, (Z)(nfk) = (S:;t) fir s,t €R.
Sei @, :R— R, @, (s) = Bs(x) fiir s,x € R mit |x| < 1. Zeigen Sie, dal} gilt @, (s + ) = @ (s)@, (1),
d.h. ¢, ist eine Losung der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion. Leiten Sie fiir s €

R,x € R mit |x| < 1 die Newtonsche Binomialformel her:
X (s

(4.9) A+x)°=) [ |«
n=0\"

4.6.12. Aufgabe (Stetigkeit der Zeta-Funktion im komplexen). Zeigen Sie:

(a) le't| = 1 fiir alle ¢ € R, und |e?| = eR®? fiir alle z € C.

(b) Sei s € C mit Res > 1. Dann konvergiert {(s) :=}.7° ; n™° absolut.

(c) Fiir jedes € > 0 ist die Funktionenreihe }°° . f,, mit f,,(s):=n"5 auf D, :={s€C : Res > 1+¢}

n=1
normal konvergent, und die Riemannsche Zeta-Funktion { : {s € C : Res > 1} — C ist stetig.

4.6.13. Aufgabe. Beweise den Zwischenwertsatz mit Hilfe einer Intervallschachtellung.

4.6.14. Aufgabe. Es sei sei I ein nichttriviales kompaktes Intervall und f : I — I sei stetig.
Zeige, das f einen Fixpunkt besitzt; d.h., es gibt ein £ € I mit f(&) =¢.

4.6.15. Aufgabe. Sei n € N ungerade, P : R — R, P(x) = apx” +an_1x" 1 +...+a1x +ag ein
reelles Polynom mit a, # 0. Dann hat P eine Nullstelle.

4.6.16. Aufgabe. Zeigen Sie die folgenden Aussagen uber die Einschrinkungen der stetigen
Funktionen sinh und cosh auf R bzw. [0,00) (Tipp: “surjektiv” jeweils mit Zwischenwertsatz):
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(a) sinh:R — R ist stetig, streng monoton wachsend und bijektiv.
(b) cosh:[0,00) — R ist stetig, hat Bild [1,00) und ist streng monoton wachsend.
(Also ist cosh : [0,00) — [1,00) bijektiv.)

4.6.17. Aufgabe. (a) Seien a1i,...,a, € R mit a, > 0 und a¢ < 0. Zeige: Das Polynom p(x) :=
anx™ +a, 1" 1 +...+a1x+ag besitzt eine positive Nullstelle.

(b) Zeige, daBl die Gleichung x2 + 2 = exp(x) eine positive Losung besitzt.
4.6.18. Aufgabe. Betrachte die Funktion

x, x rational,
f:10,1]1—10,11, f(x){

1-x, x irrational,

und zeige: (a) f ist bijektiv, (b) f ist auf keinem Teilintervall von [0, 1] monoton, (c) f ist nur
im Punkt 1/2 stetig.

4.6.19. Aufgabe. Sei [ :(a,b) — R eine monotone Funktion. Zeige: (a) Fiir alle x € (a,b) exis-
tieren f(x—), f(x+), (b) f ist stetig an der Stelle x € (a,b) genau dann, wenn f(x—) = f(x+), (c)
Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist hochstens abzidhlbar.
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5. DIFFERENZIERBARKEIT

5.1. Definition und erste Eigenschaften. Sei I c R ein Intervall, xg € I, f : I — C. Wir
suchen die lineare (genauer: affine) Funktion

[:R—C, I(x)=Mx—x0)+pu,

die f in der Ndhe von x¢ am besten approximiert. Wir ermitteln diese affine Funktion zunéchst

geometrisch. Wir betrachten die Gerade durch (xg, f(x9)) und (x1, f(x1)); sie heilit Sekante und

ist der Graph der linearen (affinen) Abbildung
o f(x1)—f(xo) .

X1 — X0

(x —x0) + f(x0).

Sekante

fx1)—F (o)

X1—Xo

X0 X1

Dabei ist %ﬁ;xo) die Steigung der Sekante, d.h. der Tangens des Winkels zwischen der x-

Achse und der Sekante. Der Quotient % heifit auch ein Differenzenquotient von f.
Intuitiv ist der Graph der besten linearen Approximation die Grenzlage der Sekante, wenn
sich (x1, f(x1)) auf (xg, f(x0)) hin bewegt. Diese Gerade, falls sie existiert, heiflit Tangente an
den Graphen von f im Punkte (xg, f(x)).

Sekante

N

Tangente

X0 X1

Die Tangente erfiillt also zwei Bedingungen: (x¢, ' (x¢)) liegt auf der Tangente (also ¢ = f(xo)),
f(x1)

# fiir x1 — x¢. Daher

und ihre Steigung ist der Grenzwert des Differenzenquotienten .

die folgende Definition:

5.1.1. Definition. Sei I c R Intervall. Die Funktion f : I — C heif3t differenzierbar im

Punkt xq € I, wenn lim, ., %}C{(}xo) in C existiert. Dann heiflt dieser Limes Ableitung von f
in xg. Schreibweise:
d d -
f'(xo) = —f(xo) = _f -= lim M_
dx dxlx=xy x—x x—2x0

Ist f in allen Punkten x( € I differenzierbar, so hei3t f differenzierbar in I. Die Abbildung
f':I— C, x— f'(x) heiBt die Ableitung von f.
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Falls x¢ ein Randpunkt des Intervalls I ist, so ist der Grenzwert in der Definition als einsei-
tiger Grenzwert zu verstehen (da die Punkte x immer in I liegen miissen).
Die affine Funktion

(5.1) I:R—C, I(x)=f"(x0)(x—x0)+ f(x0)

heif3t die lineare (genauer affine) Approximation von f bei xg. Ihr Graph ist also die Tangente
an den Graphen von f im Punkte (xg, f (xg)).

5.1.2. Beispiele. (1) Sei f : I — C, f(x) = ¢ (konstant). Dann ist f differenzierbar und f'(x) =0
fir alle x € I. Kurz (aber mit einem Missbrauch der Notation):

2)SeineN, f:R— R, f(x) =x". Dann ist f differenzierbar und f'(x) = nx™ ! fiir alle x € R.

@™ =nx"1, neN

@) SeiceC, f:R— C, f(x) = exp(cx). Dann ist f differenzierbar und f'(x) = cexp(cx) = c¢f(x)
fiir alle x € R.

(5.2) (exp(cx)) = cexp(cx), ceC

Zu (3): Ist ¢ =0 so ist f konstant und beide Seiten sind Null. Ist ¢ # 0, so gilt laut (3.5) und
@.9:

exp(cx) —expl(cxg) exp(cx—cxg)—1 .
= cexp(cxg) — cexpl(cxg), firx— xg.
X — %0 c(x—x0)
(4) Wenn das Argument einer Funktion f die Zeit bezeichnet, so schreibt man dafiir ¢ statt
x und bezeichnet die Ableitung mit einem Punkt statt mit einem Strich: f := df/dt. Bewegt

sich ein Punkt entlang einer Geraden (x-Achse), so kann die Bewegung dadurch beschrieben

werden, dass der Ort x zur Zeit ¢ als Funktion x = x(¢) vorgegeben wird. Der zugehérige Diffe-
x(8)—x(to)

=t ist die mittlere Geschwindigkeit zwischen den Zeiten o und ¢, und

renzenquotient

t)—x(t
u(to) = i(to) = lim %ﬁ‘))

ist die momentane Geschwindigkeit zur Zeit ¢o. Sie beschreibt also die momentane Anderung
des Ortes und wird meist nur Geschwindigkeit genannt. Die momentane Anderung der Ge-
schwindigkeit ist die Beschleunigung:

(5.3) v(tg) = %(29)

Das Newtonsche Kraftgesetz ,Kraft gleich Masse mal Beschleunigung” fiihrt zur Bewe-
gungsgleichung:

| mi(t) = K(x(), (1), )]
wobei m die Masse des Punktes und K(x, x, t) die Kraft ist.

5.1.3. Satz. Sei f :I — C differenzierbarin xo € I. Dann ist [ stetig in x.

Die Umkehrung ist falsch. Die Funktion f :R — R, f(x) = |x| liefert ein Gegenbeispiel; sie
ist stetig in 0, aber

. f)-f0O) .. —x
lim———=lim—=-1
x/0 x-—0 x,/0 X
limw zlimf =1.
2\.0 x—0 2\.0 X

Wegen Satz [4.5.17(i) existiert lim,_.q w nicht. Man kann aber sagen, dass f einseitig
differenzierbar ist, siche dazu die Notizen §5.6.

Es gibt Funktionen, die auf ganz R stetig, aber nirgends differenzierbar sind! Siehe [13]

§9.11].
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5.2. Ableitungsregeln.

5.2.1. Satz (Ableitungsregeln). Sind f,g:1 — C in xg € I differenzierbar, so sind auch die
Funktionen f +g, Af (L€ C), fg in xq differenzierbar; falls g(xg) # 0, so ist auch g in xq diffe-

renzierbar. Es gilt dann
(f +8)(x0) = f'(x0) + &'(x0), (Af) (x0) = Af'(x0),
(fg) (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0) (Produktregel),

(i),(xo) - f'(x0)g(x0) — £ (x0)g" (x0)
g g(x0)2

(Quotientregel).

5.2.2. Beispiel. (1) Wegen sinx = %(eix —e™), cosx = %(eix +e ) gilt:

-/ / .
‘Sll’l X =C08Xx, COS X= —smx‘

Analog

‘ sinh’x = coshx, cosh’x=sinhx ‘

(2) tanx := sinx (wo cosx #0) ~>
cosx

= 1+tan’x

tan’x =

cosx

Die Funktion tan erfiillt also die Differentialgleichung (DGL) f' =1+ f 2,

5.2.3. Satz (Kettenregel). Seien I,J c R Intervalleund f :1 — J, g:J — C. Ist fin xg€el
und g in yg := f(xg) differenzierbar, so ist gof in xo differenzierbar, und

(gof) (x0)=g"(y0)" f(x0) = g'(f (x0))- f(x0).

5.2.4. Beispiel. Sei a > 0 fest, f: R — R,, f(x) = a* := ¢*1°8¢ (Definition @.3.5). Dann ist
f=goh,wobeih:R— R, h(x)=xloga, g :R— R,, g(y)=e”. Es gilt h'(x) = x'loga + x(loga)' =
loga, g'(y) = ¢¥. Nach Kettenregel folgt (a*) = e*1°8¢ . (xloga)' = a*loga.

‘(ax)'zaxloga, x€R,a>0

Insbesondere:
X

lim ¢ -
x—0 X
5.2.5. Satz (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion). Sei I c R ein Intervall und f:1I — R
stetig, streng monoton und differenzierbar in xg € I. Sei f'(xg) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion
g:f) — Rdifferenzierbarin vy := f(xo), und es gilt
1 1

o) Fig(yo)

5.2.6. Beispiele. (1) log : R, — R ist die Umkehrfunktion von exp : R — R, also log'(x) =
1 1 1
exp'(logx) exp(logx) «x

=loga.

(5.4) g'(yo) = oder (f 1Y (y0) = (f(x0)) L.

1
log'x==, x>0
x

(2) Sei ze Cund f: Ry — C, f(x) = x% = €18 Dann ist f differenzierbar und f'(z) = ?1°8*.

(zlogx) =x%-z- % =zx? 7L,

() =zx*"t, x>0,zeC
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5.3. Mittelwertsitze. Wir befassen uns nun mit dem vermutlich niitzlichsten Satz der Ana-
lysis, dem Mittelwertsatz, und dessen Anwendungen.

5.3.1. Definition. Sei I cR ein Intervall und xy € I.

Die Funktion f : I — R hat in xg ein lokales Maximum (bzw. Minimum) :< es gibt eine
Umgebung U von xg in I mit f(x) < f(xg) (bzw. f(x) > f(xg)) fiir alle x € U. Ein Punkt heif3t
lokales Extremum, falls er ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum ist.

Die Funktion f : I — R hat in xg ein globales Maximum (bzw. Minimum) :< es gilt
(@) < fxg) (bzw. f(x) > f(xp)) fir alle x € I. Ein Punkt heifit globales Extremum, falls er ein
globales Maximum oder ein globales Minimum ist.

Ein Punkt xg € I heiit kritischer Punkt fiur f : I — R, falls f in x( differenzierbar ist und
f!(x0) = 0 gilt.

Ein Punkt x¢ € I heiflt innerer Punkt von I :< es gibt eine Umgebung U von xy in R mit
Ucl &, © es gibt € >0 mit (xg—¢€,x9 +€) € I, © x¢ ¢ {supl,infl}. Die Menge [:={xel:
x innerer Punkt von I} = (sup,infI) heilit das Innere von I.

5.3.2. Satz (Notwendiges Extremwertkriterium, Fermat). Sei I < R ein Intervall, xg € I ein
innerer Punkt und f : I — R differenzierbar in xo. Hat f in xo ein lokales Extremum, so gilt

f(x9)=0.

5.3.3. Bemerkung. (i) Geometrische Interpretation: Die Tangente an den Graphen in einem
inneren Extremum ist parallel zur x-Achse.

zwei lokale Extrema Sattelpunkt

(i1)) Wenn x( kein innerer Punkt ist, so ist die Aussage i.A. falsch; Beispiel: f :[0,1] — R,
f(x)=x, xo = 0; dann ist x¢ ein Minimum, f differenzierbar in xg, aber f'(xg) = 1.

(iii) Die Umkehrung von Satz[5.3.2ist falsch; Beispiel: f : R — R, f(x) = x3. Dann ist xg = 0
ein kritischer Punkt (f/(0) = 3-0% = 0), aber kein lokales Extremum. Ein kritischer Punkt, der
kein lokales Extremum ist, heil3t Sattelpunkt.

5.3.4. Satz (Rolle). Sei f :[a,b] — R mit den Eigenschaften: (1) [ stetig auf [a,bl, (2) f diffe-
renzierbar auf (a,b), (3) f(a) = f(b). Dann gibt es ¢ € (a,b) mit f'(&) =0.
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(§1,f (1))

f@)=f®) ¢ & N
(&2,f(2)

Geometrische Interpretation: Es gibt innere Punkte ¢ € (a,d),

so dass die Tangente in (&, f(¢)) parallel zur x-Achse ist.
09.01.2012

5.3.5. Satz (Verallgemeinerter Mittelwertsatz, Cauchy). Seien f,g :[a,b] — R stetig und auf
(a,b) differenzierbar. Dann gibt es & € (a,b) mit (f(b)— f(a))g'(&) = (g(b)— g(a))f' ().

5.3.6. Satz (Mittelwertsatz, Lagrange).
Sei f :la,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es & € (a,b) mit f(b)— f(a) =
)b -a).

Geometrische Interpretation:

Die Gleichung der Sekante durch (a, f(a)), (b,f (b)) ist y — f(a) = % -(x —a), und die
Gleichung der Tangente an Graph(f) in (&, f(&)) ist y — f(&) = £'(&)(x — &). Die beiden Geraden
haben dieselbe Steigung f'(¢) = % , sind also parallel.

Also: Jede Sehnensteigung ist Tangentensteigung in einem geeigneten Zwischenpunkt.

(b, (b))

(§1,/ (1))

(&2,f(52))

(a,f(@)

a ¢1 ¢ b

Die Tangenten in den Punkten (¢1,/(¢1)), (é2,1(&9))
sind parallel zur Sekante durch (e, f(a)) und (b, /(b))

Wieso betrachtet man im Mittelwertsatz Funktionen, die nur auf (a,b) differenzierbar sind? Der Grund
ist, dass wir Funktionen wie f :[0,1] — R, f(x) = /x nicht ausschlieBen mochten (f ist in 0 nicht diffe-

renzierbar).

5.4. Anwendungen des Mittelwertsatzes. Der Mittelwertsatz hat viele Anwendungen: Er
ist die Briicke zwischen Ableitungsinformationen und Informationen tiber die Funktion selbst.
Die wichtigsten sind: der Eindeutigkeitssatz der Differentialrechnung (Folgerung [5.4.7), das
Monotoniekriterium (Folgerung[6.4.3), ein hinreichendes Extremwertkriterium (Folgerung5.4.4),
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der Schrankensatz (Satz5.4.5), ein Differenzierbarkeitssatz (Satz[6.4.6), die Regel von 'Hospital
(Satz und schlieBlich die Taylorformel (Sitze [6.5.416.5.6). Mit Hilfe dieser Mittel erldu-
tern wir in Beispiel 5.4.7ldas Studium des Funktionsverlaufs (Kurvendiskussion). Dies fiihrt
zu einem detaillierten Studium der trigonometrischen Funktionen. Zu den Anwendungen z&h-
len auch die Konvexititskriterien und die wichtigen Ungleichungen von Jensen, Holder und
Minkowski.

5.4.1. Folgerung (Eindeutigkeitssatz der Differentialrechnung).

() Sei I <R ein Intervall, f : I — R stetig und auf I differenzierbar. Falls f'(x) = 0 fiir alle
xel, dann ist f konstant.

(ii) Seien f,g:1 — R stetig und auf I differenzierbar, und es gelte f' = g' auf I. Dann gibt
es c e Rmit f(x)=g(x)+c fiir alle x e I.

5.4.2. Bemerkung. Es ist hierbei wesentlich, dass I ein Intervall ist: Man betrachte z.B. die
Funktion f:(-1,0)u(0,1) — R mit f(x) =0 fiir x € (-1,0) und f(x) =1 fiir x € (0,1). Dann ist
f'(x) =0 fiir alle x € (=1,0)U(0, 1), aber f ist nicht konstant.

5.4.3. Folgerung (Monotoniekriterium). Sei I ein Intervall, f : I — R stetig und auf i diffe-
renzierbar. Dann gilt:

(1) f'(x)>0 fiiralle x € I = f streng monoton wachsend,
(2) f'(x) >0 fiiralle x € | = f monoton wachsend,

(3) f'(x) <O fiir alle x € I => f streng monoton fallend,
(4) f'(x) <0 fiiralle xe€ | = f monoton fallend.

Vorsicht! Es gibt differenzierbare Funktionen, bei deren Ableitung sich das Vorzeichen in einer Umge-
bung eines Punktes x¢ unendlich oft éndert. Insbesondere ist die Funktion in keiner Umgebung des
Punktes x¢p monoton. Zum Beispiel:
21
x+x°sin(=), x#0
(5.5) f:R—-R, f(x):{ X
, x=0
Fiir jedes £ > 0 gibt es x, = 2/(4n + 1)7 € (0,¢€) mit f'(x,) > 0 und y,, = 1/2mx € (0,¢) mit f'(y,) <O0.
Da f’ kein konstantes Vorzeichen in (0,¢) hat, kann f dort nach Satz[5.4.31(2), (4) nicht monoton sein.
Obendrein gilt £/(0) > 0! (Allerdings ist f in x = 0 nicht stetig.)

Sei I <R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion, die auf I differenzierbar ist. Wir
mochten die lokalen Extrema von f bestimmen. Die lokalen Extrema konnen (1) Endpunkte
oder (2) innere Punkte von I sein.

(1) Lokale Extrema in Endpunkten. Mit Hilfe des Monotoniekriteriums ist es einfach zu
bestimmen, ob in den Endpunkten lokale Extrema vorliegen. Sei f :[a,b] — Roder f :[a,b) — R
stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann gilt:

f' >0 auf(a,a+e¢)fiirein e<b—a ~ f hat in a ein lokales Minimum

f' <0 auf(a,a+¢)fireine<b—a ~ f hatin a ein lokales Maximum
Analog untersucht man, ob in rechten Endpunkt ein Extremum vorliegt.
(2) Innere lokale Extrema. Wir haben gesehen (Fermat-Kriterium[6.3.2), dass ein inneres lo-
kales Extremum ein kritischer Punkt ist, d.h. f'(x) = 0 erfiillen muss; aber nicht jeder kritische
Punkt ist ein lokales Extremum. Wir sagen, dass ein kritischer Punkt ,extremumverdéchtig®
ist. Um zu entscheiden, ob der kritische Punkt tatséchlich ein lokales Extremum ist, miissen
wir weitere Untersuchungen anstellen. Mit Hilfe des Monotoniekriteriums [5.4.3] erhalten wir
ein hinreichendes Extremwertkriterium:

5.4.4. Folgerung (hinreichendes Extremwertkriterium). Sei f : (a,b) — R differenzierbar,
x0 € (a,b). Falls f'(x) <O fiir alle x € (a,x9) und f'(x) > 0 fiir alle x € (xg,b), so hat f in x
ein Minimum. Falls f'(x) > 0 fiir alle x € (a,xq) und f'(x) <0 fiir alle x € (xg,b), so hat f in xg
ein Maximum.
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Unsere erste Regel zur Bestimmung der inneren lokalen Extrema lautet:
Bestimme die kritschen Punkte x € 1.

Fiir jeden kritischen Punkt x( bestimme das Vorzeichen von f’ in einer linksseitigen
Umgebung (xg — €,x0) und einer rechtsseitigen Umgebung (xq,xo + €) von xg (falls diese
so existieren, dass f’ dort konstantes Vorzeichen ungleich Null hat!).

Andert sich das Vorzeichen von f’ von Minus nach Plus ~» x lokales Minimum;
andert sich das Vorzeichen von f’ von Plus nach Minus ~ x lokales Maximum.

Andert sich das Vorzeichen von f' nicht, so ist xo kein lokales Extremum.

Beispiele:

(1) Seien aj,...,a, € R; gesucht wird eine Zahl xg € R, so dass (xg —a1)?+...+(xg—ap)?
moglichst klein ist. Dazu betrachten wir f :R— R, f(x) = (x —a1)?+...+(x—a,)?; die Funktion
f ist differenzierbar, und f'(x) = 2nx —2(a1+...+a,). Falls f in x¢ ein Minimum hat, so ist
xo ein kritischer Punkt, d.h. f'(x¢) = 0, folglich xo = %(al +...+ay). Also ist x¢ der einzige
extremumverdichtige Punkt. Die Funktion f hat dort tatséchlich ein Minimum, denn f/(x) <0
fiir x < x¢ und f'(x) > 0 fiir x > xg.

(2) Emissionsmaximum eines strahlenden Koérpers (beim Planckschen Strahlungsgesetz)
und Wiensches Verschiebungsgesetz (siehe [13] §9.4).

Vorsicht! Unter den Bedingungen von Satz [5.4.4] ist f auf einer geeigneten linksseitigen und einer
geeigneten rechtsseitigen Umgebung von x( jeweils monoton. Es gibt aber differenzierbare Funktionen
mit einem lokalen Extremum in xg, die in keiner linksseitigen oder rechtsseitigen Umgebung von xg
monoton sind. Zum Beispiel:

2-x2(2+sin(2)) ,x#0
(5.6) fR-R, fx)= x

2 ,x=0
ist differenzierbar, und

fFliR—R, flx)= {;4x—2xsin(%)+cos(%) JX£0

,x=0

Der Punkt x¢ = 0 ist ein lokales Maximum, da f(0) =2 > 2 —x%(2 + sin(%)). Fir jedes € > 0 gibt es
x, =1/2n7m € (0,€) und y,, = 2/(2m+1)7m € (0,¢). Dann gilt f'(x,) > 0und f'(y,,) <0. Da f’ kein konstantes
Vorzeichen in (0,¢) hat, kann sie dort nach dem Satz[5.4.3[2), (4) nicht monoton sein. Der Satz[5.4.4]ist

also nicht immer anwendbar.
Eine Funktion f : I — C heiBt stetig differenzierbar, falls f differenzierbar und f':1 — C
stetig ist.

Vorsicht! Es gibt differenzierbare Funktionen, die nicht stetig differenzierbar sind, wie etwa
(5.5) oder (5.6). In diesen Beispielen ist £’ in x = 0 unstetig, da lim,_¢ f'(x) nicht existiert.

5.4.5. Satz (Schrankensatz). Sei f :[a,b] — R stetig differenzierbar. Dann ist  Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L = sup,c(, p11f' @) = I f'l[a,5)-

5.4.6. Satz (Differenzierbarkeitssatz). Sei I c R ein Intervall und xo € I. Sei f : I — R stetig
und auf I \ {xo} differenzierbar. Es existiere lim,_., f'(x) =: a € R. Dann ist f in x¢ differenzier-
bar, und es gilt f'(xy) = a.

Als Beispiel betrachte die Funktion f: R — R,

e~V x>0
(5.7) fx)=
0, x<0
Die Funktion f ist stetig auf R und differenzierbar auf R\ {0}, mit
Le 1 x>0
flle)y=4< ’
0, x<0

Wegen lim, o f'(x) = 0 =lim,\ o f'(x) ist f auch in 0 differenzierbar, und es gilt /'(0) = 0.
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5.4.7. Beispiel (Kurvendiskussion). Sei f : D — R, wobei D eine Vereinigung von Intervallen
sei. Die Kurvendiskussion der Kurve y = f(x) besteht aus den folgenden Schritten:
Bestimme die Schnittpunkte mit den Achsen und das Vorzeichen der Funktion, d.h. die
Mengen {x: f(x) >0} und {x: f(x) < 0}.
Studiere die Grenzwerte in Randpunkten (inklusive eventuell +00), Asymptoten, Ste-

tigkeit der Funktion.

Studiere die Differenzierbarkeit, berechne f' und bestimme die Mengen {x : f'(x) = 0},
{x: f'(x) >0}, {x: f'(x) < 0}; bestimme die lokalen und globalen Extrema.

Erstelle eine Tabelle mit den wichtigsten Werten und mit den Monotoniebereichen der
Funktion f. SchlieB3lich skizziere den Graphen.

Wir erldutern das Vorgehen am Beispiel der Funktion f : R — R, f(x) = —(x2 + x — 1)e*. Die

Tabelle lautet:
x | —oo —1-v5 -1 0 —1+y5 2 oo
f@ |- / 0 / e N1\ 0 N\ -3 / 0
f'(x) + + 0 - - - 0 +

Wir entnehmen der Tabelle, dass f(x) < f(-1) = e fiir x € (—00,2] und f(x) > f(2) = —5/e? fiir
x € [-1,00). Die Funktion hat in x = —1 ein lokales Maximum und in x = 2 ein lokales Minimum.
Da lim,_._, f(x) = —oco gilt, besitzt f kein globales Minimum (Beweis?). Wegen f(x) <0 <e =
f(=1) fur x € [2,00) hat f in x = —1 ein globales Maximum.

(=1e)

\

£ —1;\/5):0

|

fx)=—(%+x—1)e*

Bei der vorigen Kurvendiskussion fehlt noch ein Argument. Wir miissen begriinden, wieso
der Graph wie in der linken Abbildung und nicht wie in der rechten Abbildung aussieht:
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(-1,e) Lo

Dazu brauchen wir die zweite Ableitung (siehe Abschnitt [6.5)!

5.5. Trigonometrische Funktionen. Die trigonometrischen Funktionen sin und cos wur-
den in[3.4.§ eingefiihrt. Wir studieren sie nun mit Hilfe des Abschnitts[5.4]

5.5.1. Lemma. Fiir x € (0,2] gilt

x3 x? xt

inx>x—— <l-—+—
simnx > x 3!, Cosx Y 41

5.5.2. Lemma. cosljo2]:[0,2] — R hat genau eine Nullstelle x¢ ; diese liegt in (1,2).

|[0,2]:—>x»—>c0sx€|R€

5.5.3. Definition. Setze ‘ T = 2x0 ‘ (d.h. ‘ xo = 7/2 ‘). Die Zahl 7 heif3t Kreiszahl.

5.5.4. Bemerkung.

(1) Wegen cos 5 =0 und cos?x +sin?x =1 gilt sin § € {+1}; wegen sinx > 0 fiir x € (0,2] folgt
sin§ =1.
(2) Durch die Additionsséitze erhalten wir wegen (1):

b3 . . 7
cos(z + 5) =—-sinz, sin(z+ E) =cosz.

Daraus folgt:
cos(z+m)=—cosz, sin(z + ) = —sinz,
cos(z+2m) =cosz, sin(z +27) =sinz,

und wir zeigen leicht, dass die Funktionen cos und sin beide 2r-periodisch sind.
Es gilt insbesondere:

x g n 37” 2n
cosx|1 0 -1 O 1
sinx 1 0 -1 O

(3) cosx >0 fiir x € (-, %) und cosx < 0 fiir xe(%,%”).

(4) sinx > 0 fir x € (0,7) und sinx < 0 fir x € (71, 27).
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(5) sinx=0oxc{kn:ke”Z}; cosx=0©x€{%+kn:k€2}.

(6) sin: [—%, Z]— [-1,1] ist streng monoton wachsend, bijektiv und stetig; cos: [0,7] —
[—1,1] ist streng monoton fallend, bijektiv und stetig. Deshalb sind diese Funktionen
invertierbar.

(7) arcsin:=sin"1:[-1,1] — [_%,z] und arccos := cos™ ! : [-1,1] — [0, 7] sind stetig und

_ . . . N — 1 ! — 1
auf (—1,1) differenzierbar. Es gilt arcsin’ x e und arccos’ x N
(8) Wir definieren die Tangensfunktion tan : R~ (% +7n1Z) — R durch tanx =
Stnx -

Die Funktion tan: (-, ) — R ist bijektiv, streng monoton wachsend und differenzier-

sinx

cos 1 und die

Cotangensfunktion cot: R~ 7Z — R durch cot =

bar. Die Umkehrfunktion arctan: R — (— g , g) ist differenzierbar, und es gilt arctan’ x =
! = 1 _ 1 .
tan’(arctanx) ~ 1+tan®(arctanx) ~ 1+x2 ° Also:
, 1
arctan x = 5
1+x

Die Funktion cot : (0,7) — R ist bijektiv, streng monoton fallend und differenzierbar.
Die Umkehrfunktion arccot : R — (-7, %) ist differenzierbar, und es gilt arccot'x =

1 _ 1 _ 1 ]
cot'(arctanx) ~  1+cot?(arccotx)  1+x2 ° Also:
! 1
arccot x = — 5
1+x

Wir fassen die Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen sin, cos und tan mit Hilfe

ihrer Graphen zusammen:

/\ 1
I I I I W/
4 T T T T
—3n =7 b4 3
-2 5 d 2 2 4 E 2n
1+
Il Il Il Il
T T T T
—-3n -7 b4 3
—2n 5 7 2 2 n El 27
1+
1 1 1 1
| | 3 | i
1 1 1 1
1 1 1 1
| o2y |
1 1 1 1
! - ! !
: : e | 8m
27T ! -7 | 1 2 2
7 . o ! !
_3m, _gl | T | 27T
2! VA !
1 1 1 1
1 1 1 1
i i -2 | i
1 1 1 1
1 1 1 1
i i =3 i
1 1 1 1
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5.6. Notizen. Wir sammeln in diesen Abschnitt Kommentare iiber einseitigen Ableitungen, umformu-
lierung der Definition der Differenzierbarkeit, Landau-Symbole.

Einseitige Ableitungen. Sei f : I — C und x¢ € I. Falls xg rechtsseitiger (bzw. linksseitiger) HP von I
£ x)—f(x0)

ist, sagen wir, dass f rechtsseitig (bzw. linksseitig) differenzierbar in x ist, falls lim,\ 4, %0

(bzw. lim,, %ﬁxo)) in C existiert. In diesem Fall schreiben wir

fl(x0):= lim £x) — f(x0) bz

2\ X0 X —X0
Py im lim TR0
l T

i
/X0 X —X0

und nennen dies die rechtsseitige (bzw. linksseitige) Ableitung von f in xo. Es gilt nach Satz[4.5.17(i):
f ist differenzierbar in x¢ genau dann, wenn f linksseitig und rechtsseitig differenzierbar in x¢ ist und
f](xo) = f;(x0) gilt. In diesem Fall ist f'(xo) = f](x0) = f7(x0).

Fir f(x) = |x| ist £/(0) = ~1, f;(0) = 1. Fir die Heaviside-Funktion (4.8) gilt H,(0) = 0, wihrend die
linksseitige Ableitung nicht existiert (bei entsprechender Erweiterung der Definition ware sie co).

Aus physikalischen Griinden versucht man dennoch die Ableitung der Heaviside-Funktion zu be-
trachten. Die Physiker definieren sie als diejenige Funktion 6 mit §(x) = 0 fiir x # 0, §(0) = oo, deren In-
tegral auf R eins betragt. Dies ist die berithmte Dirac--Funktion. Obwohl die obige naive Definition der
ublichen Vorstellung von einer Funktion widerspricht, kann man sie im Rahmen der Distributionen-
Theorie streng definieren. Sie spielt eine bedeutende Rolle auf dem Gebiet der partiellen Differential-
gleichungen.

Umformulierung der Definition der Differenzierbarkeit, Landau-Symbole.

5.6.1. Satz. Sei [ :I — C, xo € I, I ein Intervall. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist differenzierbar in xg.
(ii) Es gibt A€ Cund p: 1 — C mit p(xg) =0, lim,_., % =0 und f(x) = f(xo) + Ax —x0) + p(x) fiir
alle xel.

(iii) Es gibt eine in xq stetige Funktion r: I — C mit f(x) = f(xo) + r(x)(x — xo) fiir alle x € L.

In diesem Falle gilt f'(xo) = A = r(xo).

5.6.2. Definition (Landau-Symbole). Seien D cC, zoeC ein HPvon D, f:D —C, g:D —C.

(i) Wir schreiben f(z) = o(g(2)) fiir z — zg, z € D (gelesen: f(z) gleich klein-o von g(2)), falls zu je-
dem £ > 0 eine Umgebung U von z existiert, so dass |f(2)| < €|g(2)| fir alle ze DNU . Ist g(z) #0
fiir alle z in einer Umgebung U von z, so ist diese Bedingung équivalent zu lim,_., ’g% =0.

(ii) Gilt zusétzlich lim,_.,, g(2) =0, so sagen wir auch: ,,f strebt fiir z — z¢ schneller gegen 0 als g“.
Ferner schreibt man f = h + o(g) fir f —h = o(g).

(iii) Wir schreiben f(z) = O(g(2)) fir z € D, wenn eine Konstante C existiert, so dass |f(2)| < C|g(2)|
fir allezeD.

(iv) Wir schreiben f(z) = O(g(2)) fiir z — zg, z € D, wenn eine Konstante C und eine Umgebung U

von z existieren, so dass |f(2)| < Clg(z)| furalleze DnU .

5.6.3. Bemerkung.

(1) Mit dieser Symbolik bedeutet th}cl % =0 (siehe Satz[5.6.1lii)), dass p(x) = o(x — x¢) fiir x — x¢.
—X0
Man sagt auch, dass p ,klein von 1. Ordnung® in (x — x¢) ist. Wir kénnen also Satz [5.6.1] so
umformulieren: f ist differenzierbar in xo genau dann, wenn es A € C gibt, so dass

f(x)=f(xog)+ Mx —x9) + o(x —x9) fiir x — xo.

(2) Satz [5.6.111i) zeigt, dass die Abbildung (5.I) die beste lineare Approximation von f auch im
analytischen Sinne ist. Gesucht ist die affine Abbildung [ : R — C, I(x) = Mx —x¢) + ¢ mit I(xg) =
f(x0), d.h. u = f(xg), so dass f(x)—I(x) schneller als jede lineare Funktion in der Variablen
h := x —xo gegen Null konvergiert. Das bedeutet gerade f(x) — A(x — xq) — f(x0) = o(x — xg) fir
x — x9, und das ist dquivalent zu [5.6.1(ii).
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p(x)=0(x~x0)
flx) ¢
f(x)—f(x0)
! (x0)(x—2x0)
f(x0)
x—X0
X0 x
Approximation des Funktionzuwachses f(x)— f(xg)
durch den Wert f/(xq)(x — xq)
5.7. Ubungen.

5.7.1. Aufgabe. Zeigen Sie mit Hilfe von [5.6.1(ii): Ist f : I — R in xo differenzierbar, so gilt
f'(x0)>0 :>E|5>0Vh€(0,5) :f(xo—h)<f(x0)<f(x0+h)

5.8
©-8) fl(xg)<0=36>0Vhe(0,0):f(xg—h)> f(xg)> f(xg+h)

(Bemerkung: Die rechte Seite von (5.8) bedeutet nicht, dass f auf (xg — §,x¢ + &) monoton ist.)

5.7.2. Aufgabe (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen). Sei I R ein Intervall und f : I — R dif-
ferenzierbar. Dann hat f': I — R die Zwischenwerteigenschaft: Zu allen a < b aus I und y
zwischen f'(a) und f'(b) gibt es ein ¢ € [a, b] mit f'(c) = y. (Tipp: Betrachten Sie g(x) = f(x)—cx
und zeigen Sie mit Hilfe von (5.8), dass fiir das Maximum von g in [a, b] nur ein innerer Punkt
y € (a,b) in Frage kommt. Wenden Sie dann Satz [5.3.2] auf g an. Man beachte, dass f’ nicht
unbedingt stetig ist; man darf also den Zwischenwertsatz[4.3. 1l nicht anwenden.)

5.7.3. Aufgabe (Ableitungsregeln). Sei f :R} — R mit f(x) = % . Zeigen Sie, dal3
x

1
')+ =f(x)+
X

1
1—4—362)]0(36):0.

n
5.7.4. Aufgabe. (a) Zeigen Sie per Induktion: sinx = 2" sin 2% . H cos 2% fir allexeR, n e N.
k=1

n .
(b)Schlieflen Sie aus (a): nh—>Igo H cos 2% = % fiir x € R\ {0}.
k=1

(c) Folgeren Sie mit x = 3 :

/ / 2
(5.9) \/g %+%\/g\/%+% %+%\/g:; (Vietasche Formel fir n)
3

5.7.5. Aufgabe. (a) Zeigen Sie mit Hilfe des Leibniz-Kriteriums [3.2.7 dass sinx > x — % fiir
0<x<V6.

n
1
(b) Sei (v,)nen definiert durch v, = H cos :ﬂ = —— », n €N. Zeigen Sie, dass (Up)nen
k=1 2 2" sin onil
monoton fallend ist. J3?
2 2 3 1
(c) Beweisen Sie, dass 0 <v,, — — T — (Tipp:(a)).

<——<—
T 48 4" 104"
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2

Dies bedeutet, dass (v,),en sehr rasch gegen — konvergiert; vy liefert den approximativen
7

Wert von 7,

\ 7 ~3,141592653589...],

der bereits bis zur 12. Stelle hinter dem Komma korrekt ist.

5.7.6. Aufgabe. Sei P :R — R ein Polynom. Zeigen Sie, dass die durch

)= Py " x>0
0,x<0

definierte Funktion f : R — R differenzierbar ist, und dass f'(0) = 0 gilt.

5.7.7. Aufgabe. Sei f :[-1,1] — R, f(x) = xarcsinx + V1 —x2. Zeigen Sie, dass f differenzier-
bar in x = —1 und x = 1 ist, und dass f'(1) =5, f'(-1)=-3 giltE.

4Dies ist bemerkenswert, da arcsin und x — v/1—x2 in 1 und —1 nicht differenzierbar sind.
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6. INTEGRALRECHNUNG

Data aequatione quotcunque
fluentes quantitates involvente,
fluxiones invenire; et vice versa.

Brief von Newton an Leibniz

Die Integralrechnung behandelt zwei Problemstellungen:

o Berechnung von Flacheninhalten.
o Inverse Operation zur Differentiation.

Wir gehen von der Problemstellung der Berechnung von Fliacheninhalten aus. Zum Beispiel:
Problem: Berechne den Flicheninhalt einer Kreisscheibe vom Radius 1.
Es reicht, die Fliche einer halben Kreisscheibe zu berechnen. Betrachte dazu f :[-1,1] —
R, f(x) = V1-x2. Die Halbkreisfliche ist der Flicheninhalt der Menge

{(x,y)eR%:x€[-1,1],0 < y < f(x)}.

x

Halbkreisflache als Ordinatenmenge Signierte Fliachenbereiche
von x — V1—x2 einer Ordinatenmenge

Wir wollen das Integral so definieren, dass es unserer Vorstellung von einem Flidcheninhalt
zwischen dem Graphen und der x-Achse entspricht. Wenn die Funktion auch negative Werte
annimmt, sollten die Fliachenbereiche unterhalb der x-Achse negativ berechnet werden. So
wird das Integral einer negativen Funktion negativ sein, was auch verniinftig ist (z.B. wegen
der gewiinschten Linearitit des Integrals). Wir definieren also das Integral als den signierten
Flacheninhalt zwischen dem Graphen und der x-Achse.

Sei f :[a,b] — R. Die Ordinatenmenge von f ist

Or={x,y)e R2:a<x<b, yliegt zwischen 0 und f(x)}.
f

Wir definieren den signierten Flacheninhalt schrittweise:

e Fir konstante Funktionen f :[a,b] — R mit f(x) = ¢ fiir alle x € [a, b].

_ Jla,b]x[0,c], c >0,
= [a,b]x[c,0], c<O0.
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Der signierte Flacheninhalt von O ist dann (b —a)-c. (Der echte Flicheninhalt ist
(b—a)-|c|, d.h. Hohe mal Breite.)

o Fir stiickweise konstante Funktionen. Diese Funktionen sind so definiert: Es gibt eine
Zerlegung a = x9 <x1...<xp_1 <%, =b von [a,b] so, dass fiir £ = 1,...,n die Funktion f
auf (x3_1,x1) jeweils konstant mit dem Wert ¢, ist. (Uber die Funktionswerte f(x3) in
den Teilpunkten wird nichts gefordert). Solche Funktionen heiflen Treppenfunktionen
(TF). Dann ist O eine disjunkte Vereinigung der Rechtecke

(xp-1,%¢) x[0,c],c >0
(xp-1,%%) x[c,0],c <0

und der Segmente {(xz,y) : yliegt zwischen 0 und f(xz)}.

Co¢———————— — — — — —
——G ————-9C1
———0 ¢C2
C3

a =xg X1 X9 xg=>
C4 4
Cr e

Da

- Segmente den Flacheninhalt Null haben sollen,
— der Flacheninhalt einer disjunkten Vereinigung gleich der Summe der Einzelfl&-
cheninhalte sein soll,
definieren wir den signierten Flidcheninhalt von O als
n

cplxp —xp-1).
k=1

e Fir Funktionen, die durch Treppenfunktionen approximierbar sind. Fiir eine solche
Funktion f gibt es zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion ¢ so, dass der Graph von ¢
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zwischen den Graphen von f —€ und f + ¢ liegt. Solche Funktionen f heiflen Regelfunk-
tionen (RF). Der Flacheninhalt wird dann durch einen Grenzwertprozess fiir ¢ — 0
definiert.

Programm:

o Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen,

¢ Definition des Integrals fiir Regelfunktionen,

e Charakterisierung von Regelfunktionen,

o Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Integration ist in gewissem Sinne
die inverse Operation zur Differentiation),

» Integration rationaler Funktionen,

» uneigentliche Integrale.

6.1. Das Integral von Treppenfunktionen.

6.1.1. Definition. Eine Funktion ¢ : [a,b] — C heillit Treppenfunktion, wenn es eine Zer-
legung Z = {xg,...,xz} mit a =29 <x1 <...<x,-1 <x, = b von [a,b] gibt so, dass ¢ fiir jedes
k=1,...,n auf (x;_1,x3) jeweils konstant ist. Uber die Funktionswerte ¢(x) in den Teilpunk-
ten wird nichts gefordert. Notation: J([a,b]) :={¢:[a,b] — C : ¢ Treppenfunktion}.

6.1.2. Lemma. T([a,b]) ist ein C-Vektorraum. Fiir f,g € T([a,b]) gehoren auch fg, |f|, max{f,g}
und min{f, g} zu T([a, b]).

Fir ¢ € T([a,b]) und Z wie oben setzen wir:
n
I7(p):=) cplo —xp-1)
k=1

6.1.3. Lemma. Ist ¢ € T([a,b]), so ist I7(¢) unabhdingig von der Wahl von Z.

6.1.4. Definition. Sei ¢ € T([a,b]), Z = {xp,...,x,} eine Zerlegung von [a,b] mit ¢(x) =cp € C
fir alle x € (x_1,x%), £ =1,...,n. Dann heif3t

b n
f P dx:=T7(p):= Y exlen —xp-1)
a k=1

das Integral von ¢ iiber [a,b]. Nach Lemma ist das Integral wohldefiniert.

Notationen:

b b
(i) Wir schreiben auch [ @dx statt f p(x)dx.

a a
(ii) Fir f :[a,b] — C setzen wir [|f || := | ll{g,5] := SUDye[q,b] |f(x)] (Supremumsnorm).
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6.1.5. Lemma. Seien ¢,w € T([a,b]) und a, B € C. Dann gilt :
b b b
(i) f (ap+ Py)dx = af (pdx+,6f v dx (Linearitdt)
a a a

b b
(i1) f (pdx| gf lpldx < (b—a)llgl (Beschrdnktheit)
a a

b b
(ii1) @,y reellwertig, ¢ <Y :>f pdx <f wdx (Monotonie)

b c b
@iv) c€(a,b)=>f (pdx:f (pdx+f ¢ dx (Intervall-Additivitdt)

6.2. Das Integral von Regelfunktionen. Wie bestimmt man nun den Flidcheninhalt bei
ybeliebigen“ Funktionen? Wir betrachten nur solche Funktionen, die sich durch Treppenfunk-
tionen gleichmifig approximieren lassen. (Den dabei auftretenden Begriff der gleichméfBigen
Konvergenz von Funktionenfolgen werden wir im n#chsten Kapitel ausfiihrlicher untersu-
chen.)

6.2.1. Definition. Eine Funktion f :[a,b] — C heilit Regelfunktion, wenn es zu jedem € >0
eine Treppenfunktion ¢ € T([a, b]) gibt mit ||f — ¢l <€, d.h. [f(x) - @(x)| < € fir alle x € [a,b] (¢
weicht nirgends mehr als € von f ab). Dann heifit ¢ eine e-approximierende TF zu f.

Sei I € R ein beliebiges Intervall. Eine Funktion f : I — C heifit Regelfunktion, falls fiir
jedes kompakte Intervall [a,b] = I die Einschrinkung £, 5] eine Regelfunktion ist.

Notation: R(I)={f : I — C: f Regelfunktion}.

Sei f € R(la, b]). Eine Folge (¢,)nen von TF heilt eine approximierende Folge von TF fiir £,
falls || f — @, |l — O fiir n — oco. (Eine solche Folge existiert immer, z.B. ¢, TF mit ||f — ¢, || < %
Man sagt auch, die Funktionenfolge (¢, ) konvergiert gleichméfig gegen f).

Bemerkung:

(i) Jede Regelfunktion f auf einem kompakten Intervall [a, b] ist beschrankt: Wihle eine TF
¢ € J([a,b]) mit ||f — ¢l < 1. Jede TF ist beschriankt, also ||¢ll < co. Nach der Dreiecksunglei-
chung fiir die Supremumsnorm folgt |f|=If —@p+ @l < If —@ll + ol <1+ (@l <oo.

(ii) Ist (¢,), eine approximierende Folge von TF fiir f, so gilt ¢, (x) — f(x) fiir alle x € [a,b]
(d.h. (¢,), konvergiert punktweise gegen f) und ||¢, || — IIf | fir n — co.

6.2.2. Lemma. Die Menge R(la,b]) ist ein C-Vektorraum. Fiir f,g € R([a,b]) gehoren auch f g,
|f|, max{f, g} und min{f, g} zu R([a, b]).

6.2.3. Beispiele. Es ist klar, dass Treppenfunktionen auch Regelfunktionen sind d. h. T([a, b])
R(a,b]) In werden wir zeigen, dass auch stetige Funktionen und monotone Funktionen
Regelfunktionen sind.

6.2.4. Lemma. Sei f € R([a,b]), und sei (¢,), eine approximierende Folge von TF. Dann gilt:

b
(a) nll_g)lo f ¢n dx existiert,
b
(b) lim f ¢ndx hdngt nicht von der Wahl der Folge (¢,), ab.
n—oo a

6.2.5. Definition. Sei f € R([a,b]), und sei (¢,), eine approximierende Folge von TF. Wir
definieren das Integral von f iiber [a,b] durch

b b b
ff(x)dx:zf fdx:zr}irlgo Yndx.

Nach Lemma ist das Integral von f wohldefiniert. Weil dieses Integral fiir Regelfunktio-
nen definiert ist, nennen wir es auch Regelintegral.

Das von Leibniz eingefiihrte Integralzeichen | ist ein stilisiertes S und soll daran erinnern, dass
das Integral (d.h. ,das Ganze®) der Grenzwert einer Summe ist. Auf einem Notizzettel vom 29. Oktober
1675 schreibt Leibniz: Utile erit scribi [ pro omn. ut [ pro omn. /, id est summa ipsorum [ (es wird
niitzlich sein, [ statt alle zu schreiben, wie [ anstatt alle , das ist die Summe der Werte [).
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6.2.6. Beispiel. f:[0,b] — R, f(x) = x2. Fiir n e N sei
Zp=10<ib<2p<.. <2lp<p).

Firxe [%b,%b) wiahle ¢, (x) = (%b)z, @n(b) = b2 Dann ist

If = @ull = max{|(528)* = (£6)% R =1,...,n} = b7 - (%15)?
(weil B2—(E-1)2=2k-1<2n-1=n2—(n-1)2). Also If —@nl — 0 fiir n — co. Nach Definition
folgt

"ok
f x dx—hmf gndx=lim Y (=b ) —b b3 hm—Zk2
0 I’L—>00k:1 n

n—oo n—oo p3

5% Lim L n(n+1)(2n+1)_b3.g_b_3‘
=0T s 6 6 3

6.2.7. Lemma. Seien f,g € R(la,b]) und a,p € C. Dann gilt
b b b
1) f (af +Bg)dx = af fdx+,6f gdx (Linearitat)
a a a

b b
fdx| < f If1dx < (b—a)lf| (Beschrdanktheit)
a a

b b
(iii) f,g reellwertig, f < g :»f fdx g[ gdx (Monotonie)

(iv) Sei c €(a,b). Dann sind fglt[a,c] und fql[c,b] auch Regelfunktionen, und es gilt
b c b
f fdx= f fdx +f f dx (Intervall-Additivitdt)

a b a
6.2.8. Notation. Setze f fdx:=0und f fdx:= —f f dx falls b <a. Dann gilt
a a b

b
fdx|<1b-allf]

und[6.2.7|(iv) fiir alle a,b,c € R (wenn f auf einem Intervall I mit a,b,c € I definiert ist).

6.3. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. In einem Brief an Leibniz
schreibt Newton ,but because I cannot proceed with the explanation of it now, I have preferred
to conceal it thus: 6accdael3eff7i319n404qrr4s8t12ux.“ Das Anagram bedeutet ,Data aequa-
tione quotcunque fluentes quantitates involvente, fluxiones invenire; et vice versa“; in unserer
Sprache: ,,Gegeben eine Gleichung mit mehreren Funktionen, finde ihre Ableltungen und um-
gekehrt®. Damit ist der Hauptsatz gemeint.

Wir beginnen mit einer physikalischen Motivation und zeigen, wie der Ort einer Bewegung
als Integral dargestellt werden kann Wir betrachten einen Punkt, der sich entlang einer Gera-
den (x-Achse) bewegt (siehe auch Beispiel [5.1.2/(4)). Sei x(¢) der Ort und v(¢) := x'(¢) =: %(¢) die
Geschwindigkeit des Punktes zur Zeit ¢. Ist v = v(#) konstant, so befindet sich der Punkt zum
Zeitpunkt ¢1 > tg am Ort x(¢1) = x(¢9) + v - (¢1 — to) (,Weg gleich Zeit mal Geschwindigkeit®).

Nehmen wir nun an, dass a und b zwei Zeitpunkte sind, und dass die Geschwindigkeit
v :la,b] — R zwar variabel, aber eine stetige Funktion ist. Sei ¢ € [a,b] ein Zeitpunkt. Wir
ermitteln den Ort x(¢), indem wir das Intervall [a,¢] in kleine Intervalle zerlegen, auf denen
die Geschwindigkeit ,fast konstant® ist. Dafiir betrachten wir eine approximierende Folge (vz)
von TF mit v —vg|l < 1/k. Sei a =tg <t1 <...<t, =t eine Zerlegung von [a,t] mit v, = c;
auf (tj_1,¢;), j=1,...,n. Wenn wir uns vorstellen, dass sich der Punkt mit Geschwindigkeit vy,
bewegtl], so befindet er sich zum Zeitpunkt ¢ am Ort

n t
(6.1) xp(®)=x(a)+ ) cjlaj—xj_1) = x(a)+f vi(s)ds.
j=1 a

5Dies ist eine mathematische Idealisierung; physikalisch muss ¢ — x(¢) zweimal differenzierbar sein, damit man
von Beschleunigung sprechen kann. Die Geschwindigkeit soll also differenzierbar, insbesondere stetig sein.
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Die Intuition besagt, dass x(¢) gegen x(¢) strebt, wenn & gegen Unendlich strebt. Andererseits
gilt [*vi(s)ds — [‘v(s)ds fir k — oo nach der Definition des Integrals. Durch Grenziibergang
in erhalten wir die Vermutung

t

(6.2) x(t)=x(a)+f x(s)ds

a

d [t
Leiten wir (6.2) ab, so finden wir x(¢) = r f v(s)ds, also
a

d [t
(6.3) v(t)—afa v(s)ds

Wegen (6.2) und (6.3) erweist sich die Integration als Umkehrung der Differentiation. Das ist
im wesentlichen der Hauptsatz; wir méchten diesen streng beweisen. Die Formel (6.3) besagt,
dass die Ableitung des Integrals als Funktion der oberen Grenze das Integrand selbst ist.

6.3.1. Definition. Sei I cR ein Intervall und f : I — C. Eine Funktion F': I — C heil3t Stamm-
funktion von f, falls F an jeder Stelle x € I differenzierbar ist mit F'(x) = f(x).

Wir méchten zunéchst die folgende Frage beantworten: Wie unterscheiden sich zwei Stamm-
funktionen? Es gilt F| = F,, auf I, und nach dem Eindeutigkeitssatz der Differentialrechnung
B.4 ] existiert C € C mit F; =Fo +C.

6.3.2. Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei f : I — C eine stetige
Funktion auf einem Intervall I. Ein Punkt a € I sei fest gewdhlt, und fiir x € I setze man

Fa= [ fwar.
Dann gilt:

(1) F ist eine Stammfunktion zu f auf I;

(ii) Ist @ eine beliebige Stammfunktion zu f auf I, so gilt fiir alle x € I:
X

f £ dt = D(x) - Dla) =: |

a

d.h. D=F +®(a).

Der Hauptsatz hat zwei Aspekte:

o Auf der theoretischen Seite besagt der Hauptsatz, dass wir aus der lokalen Kenntnis
der Anderung einer Funktion, d.h. ihrer Ableitung, die Funktion wieder zuriickgewin-
nen konnen. Da die Naturgesetze als Differentialgleichungen formuliert sind, ist der
Hauptsatz in gewissem Sinne die Grundlage der gesamten Naturwissenschaft.

o Auf der praktischen Seite besagt der Hauptsatz, dass wir aus der Kenntnis einer
Stammfunktion das Intergral einer Funktion ohne Riickgriff auf Definition berechnen
konnen. Zum Beispiel:

b 3 b b3 b 1 1
2 —x—' = — = :z
fo x“dx= 3l=73" fo 1+x2dx arctanxo i

Wenn moglich, werden wir ein bestimmtes Integral nach diesem einfachen Verfah-

ren berechnen. Darum ist es wichtig, Integrationsregeln kennenzulernen (partielle In-
tegration und Substitutionsregel), mit denen Stammfunktionen aufgefunden werden
konnen.
6.3.3. Definition. Sei I c R ein Intervall und f : I — C eine stetige Funktion. Das unbe-
stimmte Integral f f(x)dx von f bezeichnet entweder die Menge aller Stammfunktionen

oder (représentativ) eine bestimmte davon. Sei F eine feste Stammfunktion; dann gilt

[ ferdz=iFo+c:cect=Forc.
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Wir lassen ublicherweise die Mengenklammern fort und schreiben f fx)dx=Fy+C.

Funktion Stammfunktion
xa+1
f:Ry —C, f(x)=x%, fx“dx: +C
a+1
aeC~{-1}
1 1
f:IcRN{0} —R, f(x)=— f—dx=10g|x|+C
x x
cXx 1 cXx
f:R—C, f(x)=e% fe dx:;e +C
c € C~.{0}

f:R— R, f(x)=sinx [sinxdx:—cosx+C
f:R— R, f(x)=cosx [cosxdx=sinx+C
FrLD—R, f=——— | [~ dx=arcsina+C
(-1,1) —R, f(x)= x = arcsinx

V1-x2 1-x2
f:R—R, f(x)= f 1 dx = arctanx +C
’ ’ x_1+x2 1+x2 = x

In der Definition des unbestimmtes Integrals [ f(x)dx = F(+ C, kann die Konstante C in ver-
schieden Formen geschrieben werden. Wesentlich ist, dass C die ganze Menge C lauft. Die
Konstante C kann logC, C € R,, oder aC, mit a # 0 fest C € C, oder C; + Cy, wobei C1,Cq € C.
Wegen der Definition der Stammfunktion (und fiir bestimmte Integrale auch wegen des Haupt-
satzes) kann jede formale Differentiationsregel in die Integralrechnung tibertragen werden.
Die Regeln (F+G) =F'+G', (AF) = AF' ergeben

f(f+g)dx=[fdx+[gdx, [(af)dxzaffdx(a;éO)

Diese Gleichungen sind Gleichungen zwichen Mengen von Funktionen. Falls F, G, H sind
Stammfunktionen von f, g, f + g, ist die Gleichung F + G = H i. A. falsch. Geben Sie ein Ge-
genbeispiel! Eine Anwendung der obigen Regeln ergibt z. B.

n+l X x2

_ x
[(anx”+an_1x” 1+...+a1x+a0)dx:an? +an_1—+...+a1? +agx+C.
n n

Die Produktregel wird zur partiellen Integration.

6.3.4. Satz (Partielle Integration). Seien u,v: 1 — C stetig differenzierbar. Dann ist auch uv
stetig differenzierbar, und es gilt

b b b
fuv'dx:uv—fu'vdx, d.h. f uv'dx =uv —f u'vdx, firallea,bel.
a a a
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Damit wird das Integral teilweise (partiell) gelost. Man versucht also, den Integranden als
u'v zu schreiben, so dass das aus der partiellen Integration resultierende Integral leichter zu
berechnen ist. Dabei bestimmen wir u aus u'; das ist auch eine Integration.

Beispiel: Berechne [cos”xdx fiir n > 2. Wir setzen cos” x = cosxcos™ 'x = u'v, wobei u/(x) =
cosx und v(x) = cos” ! x. Dann gilt u(x) = sinx und v(x) = (n — 1) cos” 2 x(— sinx). Nach Verwen-
dung der Formel sinx = 1 — cos? x folgt:

1 _ . n-1 _
fcos”xdx:—cos” Lysing+ —— | cos” 2xdx.
n n

und analog:

. 1. .- n-1[ . ._
[sm”xdx:——sm" 1xcosx+—[s1n” 2xdx.
n n

Anwendung auf das Wallissche Produkt. Nach dem Hauptsatz gilt

p 1 I n-1(% -1
(6.4) In:=f2c0snxdx=—cos”_1xsinx ® +n—f2cosn_2xdx: n—In—Z.
0 n 0 n Jo n
Daraus folgt
2n—-1 2n-3 1 2n—-1 2n-3 1 &
Lo, o3 2...5.10_ 5 3 5 33
7 B 2n  2n-2 2[ 2n  2n-2 21
T on+1 2n—1 3 ' 2n+1 2n-1 3
Wir definieren die Wallissche Folge (w,),>1 durch
6.6 2244 2n-2n
' Y1335 @n-D@nt 1)
Dann ist
w _Tonn
"Iy, 2
Aus I%’;—“ — 1 folgt nun die Wallissche Formel
b4 2:24-4 2n-2n
—=lim —-—...———— | (Wallis 1655).
2 A T335 " @noD@n+l)| vailis1665)

Die Kettenregel der Differentialrechnung liefert die Substitutionsregel der Integralrechnung.

6.3.5. Satz (Substitutionsregel). Seien I,J Intervalle in R, sei f : I — C stetigund ¢ :J — I
stetig differenzierbar. Dann gilt:

(i) Die Funktion (f o )¢’ ist stetig, und fiir jede Stammfunktion F : I — C zu f gilt

f(fow)(t)w’(t)dt =Fop+C =:ff(x)dx'x=w<t>'

(i1) Ist @ bijektiv mit ¢' # 0 iiberall in J, und ist H eine Stammfunktion von (f o )¢, so ist
HO(p_1 :I — C eine Stammfunktion von f, und es gilt

ffdx =Hop '+C=: f(fOtp)(t)tp'(t)dtL:w_l(x).

(iii) Fir alle a,B e J gilt

B 9(B)
f f((p(t))(p'(t)dt=f )f(x)dx.

¢la

6.3.6. Beispiele. (1) Der Fall, dass das Integrand die besondere Form (f o ¢)(x)¢'(x) hat.
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1
Aufgabe: Gesucht wird eine Stammfunktion von g : (1,00) — R, g(x) = o Betrachte
xlogx
( gx)’

¢ :(1,00) — Ry, ¢(x) =logx und f : R+—>R+,f(y)—; Aus g(x) = = (f op)(x)¢p'(x) folgt

1
fxlog dx= f(fo(’))(x)q) (odz= ff(y)dy|y 9(x) f}dy'y:w(x)

+C =log(logx) +C.
y=logx

=logy

Es ist zweckmifig, das Differential einer differenzierbaren Funktion ¢ einzufiihren; es ist
der formale Ausdruck d¢ = @(x)dx. Spater werden wir das Differential als Differentialform
definieren. Formal geht man so vor:

Setze y = ¢(x); dann dy = ¢'(x)dx und f(p(x)) @' (x)dx = f(y)dy.
Evaluiere F(y) = f F(y)dy.
Substituiere y = ¢(x) in F(y) und erhalte ff((p(x))(l)'(x)dx =F(px))+C.

(2) Das Integrand liegt oft nicht in der angenehmen Form (f o ¢)(x)¢'(x) vor. Man versucht
dann, eine geeignete Substitution x = ¢(¢) zu finden, durch die das Integral [ f(x)dx in ein
leichter zu berechnendes Integral [(f o ¢)(x)¢'(x) ibergeht.

Aufgabe: Wir suchen eine Stammfunktion von f : (-1,1) — R, f(x) = V1—x2. Betrachte

/4

¢:(=5,5) — (=1,1), p(t) = sint (dann ¢'(t) = cost # 0). Es gilt
f(fO(P)(t)(p’(t)dt:f\/1—sin2t-costdtzflcostlcostdt:fcosztdt
1
= E(sintcost+t)+C, daher

1 1
ffdx = E(sintcost +1t) +C = E[x cos(arcsinx) + arcsinx] + C

t=arcsinx

= %[x\/l—sin2(arcsinx)+arcsinx] +C = %[x\/l —x2 +arcsinx] ol

Formal geht man so vor:

Setze x = (¢); dann dx = ¢'(t)dt und f(x)dx = f(p(t) @' () dt.
Evaluiere H(t) = ff((p(t))(p'(t)dt.

Substituiere ¢ = ¢~ !(x) in H(¢) und erhalte ff(x)dx =H(p Yx)+C.

Anwendung auf die Berechnung des Fldcheninhalts des Kreises.

Sei F:[-1,1]-R, F(x) = %[x\/ 1—x2 +arcsinx]. Dies ist eine stetige Funktion auf [-1,1] mit

= f auf (-1,1). Der Differenzierbarkeitsatz impliziert, dass F auchinx=1und x=-1
differenzierbar ist und F’(1) = f(1) und F'(-1) = f(-1), d. h. F ist eine Stammfunktion von f
auf[-1,1]. Daraus und aus dem Hauptsatz folgt

fl V1-x2dx= 1(x\/ 1-x2+ arcsinx)‘l -1 arcsinx‘1
_1 2 -1 2 -1
= 1[arcsinl —arcsin(—-1)] = l(z + z) - .
2 2\2 2 2
Der Fliacheninhalt des Halbkreises vom Radius 1 betriagt somit 7/2. Der Fliacheninhalt des
Einheitskreises betrégt also 7. Fiir einen Kreis vom Radius r betrachtet man den in der oberen
Halbebene liegenden Teil des Kreises als Graph der Funktion f :[-r,r]1 = R, f(x) = Vr2—x2.

Mit der Substitution x = rsint berechnet man wie oben, dass der Flicheninhalt 772 betragt.
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6.4. Charakterisierung und Eigenschaften der Regelfunktionen. Wir geben nun eine
schone Charakterisierung der Regelfunktionen an, die viel einfacher zu iiberpriifen ist als die
urspringliche Definition.

6.4.1. Satz. Die Funktion f :[a,b] — C ist eine Regelfunktion genau dann, wenn f an jeder
Stelle einseitige Grenzwerte besitzt, d.h. genau dann, wenn fiir alle x € [a,b) der Grenzwert
flx+) =limp . () € C und fiir alle x € (a,b] der Grenzwert f(x—) =1lim; ~ f(¢) € C existiert.

Diese Charakterisierung gilt auch fiir Regelfunktionen auf einem beliebigen Intervall I c R.

6.4.2. Folgerung. Ist f :[a,b] — C stetig, so ist [ eine Regelfunktion. Ist f :[a,b] — R mono-
ton, so ist f eine Regelfunktion.

An einer Stetigkeitsstelle x einer Funktion f sind die einseitigen Grenzwerte gleich dem
Wert f(x) (wenn x ein Endpunkt des Intervalles ist, betrachten wir nur den einseitigen Grenz-
wert). Mit Blick auf Satz fragen wir uns: Wie viele Unstetigkeitsstellen kann eine Regel-
funktion haben? Die Antwort liefert der néchste Satz.

6.4.3. Satz. Jede Regelfunktion f :la,b] — C ist stetig mit Ausnahme hochstens abzdhlbar
vieler Stellen, d.h. es gibt eine hiochstens abzdhlbare Teilmenge A < [a,b], so dass [ an jeder
Stelle x € [a,b] \ A stetig ist.

6.4.4. Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion,
und es sei g :[a,b] — R eine Regelfunktion mit g > 0 oder g <0 auf [a,bl. Dann gibt es ein
¢ela, bl mit

b b
f f(x)g(x)dx=f(€)-f gx)dx.
Im Spezialfall g =1 folgt, dass es ein ¢ € [a,b] gibt mit

b
f fx)dx=f()b-a).
‘

6.5. Hohere Ableitungen. Die Taylorformel.

6.5.1. Definition. Sei I ein Intervall, xo € I und f : I — C. Sei n e Ny.

(i) Wir definieren den Begriff der n-maligen Differenzierbarkeit und die n-te Ableitung £ (xo) =
Zi{: (xp) rekursiv, und zwar wie folgt:

(0) Jede beliebige Funktion f heifit 0-mal differenzierbar. Die 0-te Ableitung wird durch f(© :=
f definiert.

(1) Fiir n = 1 sagen wir, dass f in xg € I 1-mal differenzierbar ist, falls f in x¢ differenzierbar

ist. In diesem Fall ist die erste Ableitung von f in xg als fP(xg) := f'(xo) definiert.

(2) Sei n € N, n > 2; wir nehmen an, dass der Begriff der (n — 1)-maligen Differenzierbarkeit
und die (n —1)-te Ableitung schon definiert sind. Die Funktion f heifit n-mal differenzierbar
in xg, falls es € > 0 gibt, so dass f in jedem Punkt von (xg — €,x¢ +€) NI (n — 1)-differenzierbar
ist und die Abbildung FOD . (xg—g,x0 +e)NI — C, x — fF™® D(x) in x( differenzierbar ist. Die
n-te Ableitung von f in xg ist dann durch f™(xg) := (f" V)Y (x() definiert.

Klassische Notationen: f(V = £/, f@ = (f") =: f", f® = (") =: f"".

(i1) Wenn f n-mal differenzierbar in allen x € I ist, so sagen wir, dass f n-mal differenzierbar
ist. Die Funktion £ : I — C heiBit die n-te Ableitung von f.

f heiBit unendlich oft differenzierbar, wenn f fiir jedes n € N n-mal differenzierbar ist.

(iii) f heilt n-mal stetig differenzierbar, wenn f n-mal differenzierbar und f .7 ¢
stetig ist.

(iv) Wir fithren fiir n € Ny die folgenden Mengen ein:
C*(I):={f : I — C: f ist n—mal stetig differenzierbar}
C®WI):={f : I — C: f unendlich oft differenzierbar}.
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Insbesondere ist C%(I) = {f : I — C: f stetig}, und es gilt
CP(I) = Npen C™(I).
6.5.2. Beispiel.

(1) Jedes Polynom P : R — R gehort zu C®°(R), und P™ = 0 fiir n > grad(P).
(2) Sei s € R. Die Funktion f : (0,00) — R, x — x° ist unendlich oft differenzierbar. Es gilt fiir

alle n e N und alle x > 0:
d\n s| o
—_ =n! s—n

(3) Die Funktionen exp, sin, cos : R — R und log : (0,00) — R sind unendlich oft differenzierbar.
Fiir n e N und beliebiges ¢ € R ist
d \n
(d—) e =c"e% firallexeR,
x
sinx, n=4k
n cosx, n=4k+1
(—) sinx = fir alle x e R,
dx —sinx, n=4k+2
—cosx, n=4k+3

d 1
(—)nlogx =(-1)"(n-1)!'= fiirallex>0.
dx x"

(4) Die Funktion (5.7) liegt in C*°(R). Man zeigt ndmlich durch Induktion iiber n € N, dass f
n-mal differenzierbar ist und dass

FPx) = {

wobei P,, ein Polynom vom Grad 3n ist. Dabei benutzt man die Folgerung[5.4.6

Py(hyeVx, x>0,

0, x<0,

Sind f,g : I — C n-mal differenzierbar, so sind auch f + g und f - g n-mal differenzierbar, und es gilt:

n

(Frae)W=fPig®  (f.g9W=% (Z)f(k)g(n—k)‘
k=0

Die letzte Formel heillit Leibnizsche Produktregel. Daraus folgt, dass fir jedes Intervall I ¢ R und

alle £ € NU{oo} die Menge C*(I) eine C-Algebra ist.
Dariiber hinaus beweist man durch Induktion die folgenden Varianten der Sétze[5.2.3]und

o Die Komposition n-mal (stetig) differenzierbarer Funktionen ist n-mal (stetig) differenzierbar.
e Ist f: I — R stetig, streng monoton und n-mal differenzierbar in xq € I mit f'(xg) # 0, so ist die
Umkehrfunktion g : f(I) — R n-mal differenzierbar in yg := f(xo).

Aus Satz[5.6. 1] wissen wir, dass eine in x( € I differenzierbare Funktion f : I — C die Form
f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + p(x) hat, wobei p : I — C die Bedingung lim,_.,, f_(—fcz) = 0 erfiillt.
Dies bedeutet, dass f in der Ndhe von xy durch eine lineare Funktion (Polynom vom Grad Eins)
approximiert werden kann. Inwieweit kann f durch Polynome héherer Ordnung approximiert
werden?

Um die Form des approximierenden Polynoms zu erraten, betrachten wir zunédchst den Fall,

dass f selbst ein Polynom f(x) =37 _ az(x- x0)¥ vom Grad n ist. Wegen

d_j(x_xo)k _ {k(k—1)...(k—j+1)(x—x0)k—j _ (k}f!j)!(x—xo)k‘j, i<h,
» 0, j>k

sind diese Ableitungen an der Stelle x( alle gleich Null, nur die k-te Ableitung hat den kon-
stanten Wert k!. Die hoheren Ableitungen (j > k) verschwinden wieder samtlich. Daher folgt
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fur alle £ €{0,...,n}:
P x0) = klay.
Man kann die Koeffizienten von f also aus den héheren Ableitungen von f berechnen und

erhalt: ®
Z f (xO) %0 ) k .

6.5.3. Definition. Sei n €N, und sei f : | — C n-mal differenzierbar. Zu x € I assoziieren wir
das n-te Taylorpolynom zu f mit Entwicklungspunkt xq:

1 1 n frk)
Ty (%) = f(x0) + = F'(@o)x = x0) + ...+ — M xo)x —x0)" = Y I700) (o,
1! n! im0 k!

Das konstante Polynom Ty o(x) = f(xo) hei3t O-tes Taylorpolynom.
Um festzustellen, wie gut das Taylorpolynom die Funktion in der Nihe des Punktes xg
approximiert, miissen wir den Fehler oder das n-te Restglied

Rxo n(x) = f(x)_ TJC() n(x)
abschitzen. Die Taylorformel ist nichts anderes als die triviale Gleichheit f(x) = Ty, n(x) +

R, »(x) zusammen mit einer niitzlichen Formel oder Abschétzung fiir das Restglied R, ,,(x).

6.5.4. Satz (Taylorformel mit Integralrestglied). Es sei I c R ein Intervall, n € Ny, f € €"1(I)
und xo,x € I. Dann gilt

(x—
(%) F6) = Ty )+ f @D g .
Diese Formel heifit Taylorformel mit Integralrestglzed.
6.5.5. Satz (Taylorformel). Es sei I R ein Intervall, n €Ny, f € " N(I) und xg € I. Sei peN
mit 1 < p <n+1. Dann gibt es zu jedem x € I ~ {xo} ein ¢ zwischen x und xo mit
(x = &P (x — x0)P
n'p

(Schlomilch-Form des Restgliedes oder Restglied von Schlomilch); es gilt also:

(x = &P (x —x0)P

n'p

Ryyn(x) = FrreE)

(6.7) f(x) = Ty () + £t

(Taylorformel mit Schlomilch-Restglied).
Fiir p =1 ergibt sich die Cauchy-Form des Restgliedes oder Restglied von Cauchy :

(x =" (x—x0) .,
6.9) Rt = =30 e e
Fiir p =n+1 ergibt sich die Lagrange-Form des Restgliedes oder Restglied von Lagrange
_(x —xo)"*! (n+1)
Ry n(x) = i) f ().

6.5.6. Satz (Qualitative Taylorforme oder Formel von Taylor-Young).
Es sei I cRein Intervall, n €N, f € €"(I) und xo € I. Dann ist R, ,(x) = o((x—x0)") fiir x — xo,
d.h.

) =Ty n(x)+0((x—2x0)")  fiir x —xo.

Mit Hilfe der Taylorformel kénnen wir ein umfassendes Extremwertkriterium angeben:

6.5.7. Satz. Sei f : I — R n-mal differenzierbar in xg € I. Es gelte f'(xo) = f"(xg) = ... =
FPD(x0) =0, aber fF™(x) # 0.

(i) Ist n ungerade, so hat [ kein lokales Extremum in x.
FP(xo) > 0= x ist lokales Minimum,

(i1) Ist n gerade, dann gilt :
FP(xo) <0 = x ist lokales Maximum.
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Beispiel: Sei f:R— R, f(x)=e*+e " +2cosx. Der Punkt x( = 0 ist ein kritischer Punkt fiir
f,da f'(x) = e* — e * — 2sinx in xg = 0 verschwindet. Ferner gilt:

f'x)=e*+e*—2cosx, f"(0)=0;
f"(x)=e*—e*+2sinx, f"(0)=0;
FP)=e*+e *+2cosx, FP0)=4.

Da die erste Ableitung, welche nicht verschwindet, von gerader Ordnung ist, liegt ein Extrem-
wert vor. Dieses ist ein Minimum wegen f¥(0) > 0.

6.6. Uneigentliche Integrale.

6.6.1. Definition. Sei —co < a <b < oo.

(1) Ist @ > —oco und f :[a, b) — C Regelfunktion, so setzen wir

b B
faf(x)dx::%i;lll)[a fx)dx,

b
falls dieser Grenzwert existiert. In diesem Fall sagen wir, dass f f(x)dx konvergiert; ein
Integral dieser Form heil3t uneigentliches Integral. ¢
(ii) Analog fir b < oo, f : (a,b] — C Regelfunktion:

b b
ff(x)dx:zliinf fx)dx,

falls dieser Grenzwert existiert.

(iii) Ist f : (a,b) — C Regelfunktion, so wihlen wir c € (a,b) und setzen

b c B
(x)d :zl'mf (x)d +1'mf (x)dx,
J, reaae=tim ] reoder | reoas
falls diese beiden Grenzwerte existieren.

b b
(iv) Konvergiert f |f(x)|dx, so heil3t f f(x)dx absolut konvergent.
a a

Beispiele:

0o B
¢)) f e “dx=1, dennf e “dx= —e_x|§ =1-e P —1fir f— oo.
0 0
00 B
2) f sinxdx existiert nicht, denn f sinxdx = —cosx|§ =1-cos 8 hat keinen Grenzwert fiir
0 0
B — oo.
© 1
3) f — dx konvergiert genau dann, wenn Res > 1. In der Tat:
1 X

1 1 1 1-s
o 1 - = SLAt
f —dx= s—1 x5-1 s—-1 s-1
1

xS B
logx|1 =logf,s=1.

pl=s = pl-Res . pillogHIms konvergiert fiir § — oo genau dann, wenn Res > 1. Es gilt also:

Sl | 1
f —dx=—1 fir Res>1/|.
1

xS S —

11
4) f — dx konvergiert genau dann, wenn Res <1 und
0 X

11 1
f—dx:— fir Res<1].
0 x5 1-s
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dx =—arctana —

1 i
3 dx=m, dennf
x

1 i1 0 1
dx =arctanff — —, —»ooundf
0 1+x? p—gp « 1+x2

o0
) f
—0o
b4
pa— a —
Bemerkung:

(a) In (iii) ist die Existenz der Grenzwerte und der Wert der Summe unabhéngig von der
Wabhl von ¢ (Intevall-Additivitat).

b
(b) Ist f :[a,b] — C eine Regelfunktion, so bedeutet f f(x)dx in der obigen Definiti-
b p ¢
on nichts Neues, denn z.B. limﬁ_,bf fx)dx = f fx)dx, weil F :[a,b] — C, F(x) =
a a

X
f f(t)dt stetig ist.
a

6.6.2. Satz (Cauchy-Kriterium fiir Funktionengrenzwerte). Sei f : D — C, und sei zg € C ein
HP von D. Die Funktion f hat einen Grenzwert lim,_.,, f(z) € C genau dann, wenn es zu jedem
€ >0 eine Umgebung U von z( gibt, so dass fiir alle z,w € U N (D ~{zo}) gilt: |f(z) - f(w)| <e.

b b
6.6.3. Satz. Konvergiert f f(x)dx absolut, so konvergiert f f(x)dx.
a a

Dies ist eine Anwendung des Cauchy-Kriteriums fiir Funktionsgrenzwerte wegen

aﬁlfdx—faﬁzfdx|=|ff2fdx|<|fﬁ/j2|f|dx‘= Lﬁllfldx—[lﬁ2|f|dx|,

6.6.4. Satz (Majorantenkriterium fiir das uneigentliche Integral). Seien f :[a,b) — Cund g :
b b

[a,b) — R Regelfunktionen mit |f| < g. Falls f g(x)dx konvergiert, so konvergiert | f(x)dx
absolut. (Analog fiir (a,b), (a,b)). ¢ ¢

Beispiel (6): GauBBsche Felherintegral (I). Wegen e ™ < e7* fiir x > 1 und Beispiel (1) im-
plizert das Majorantenkriterium, dass das Gaufische Fehlerintegral f ~ e dx konvergiert.
Dieses Integral spielt eine bedeutende Rolle in der Wahrscheinlichkeits%heorie.

Beispiel (7): f sinx

dx konvergiert.

L sin
ist stetig nach O fortsetzbar (mit Wert 1), also konvergiert f ST g,
0 X

«(0,1]3x— 2%

0ok
. [ Sy dx konvergiert: Es gilt
1 X

B sinx —cosx |B B cosx cosff cosl B cosx
dx ' - dx= 2P 82 .
1 1

— x=
1 x2 ﬁ 1 x2

Nun limg_. ﬁﬁ 0 und f 08T —— dx konvergiert, Weﬂ|cosx|

1 > 1 )
< — und f — dx konvergiert.
X 1 x

Bemerkung: f sinx dx konvergiert nicht absolut! 02.02.2012
x

0
6.6.5. Satz (Grenzwertkriterium). Seien f :[a,b) — C und g :la,b) — R, Regelfunktionen,
b

b
g(xg Wenn f g(x)dx konvergiert, so konvergiert auch f f(x)dx abso-
a a

und es existiere lim,

lut.

o0
Beispiel (8): Das Integral I'(s) = f x°"te™* dx konvergiert fiir Res > 0. Die Funktion
0

(6.9) [:{seC:Res>0}—C, F(s)Zf e ™ dx
0

heifit Eulersche Gammafunktion.

1

1 1
. f 5 e ™ dx konvergiert: x5~ le=%| < xRes—1 ynd S dx konvergiert fiir Res > 0.
0 0 X
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(e,0)
. f x° e *dx konvergiert: Wende das Grenzwertkriterium mit g : [1,00) — R, g(x):= e an;
! s—1 e™*
e—x/2

[e.0]
dann gilt =x5"1e ™2 — 0 fiir x — 0. AuBerdem f e 2y = —2e~ 2| = 9o 12,
1

1

6.6.6. Satz. Die I'-Funktion erfiillt die folgenden Eigenschaften:

(a) T'(s+1)=sI(s),
(b) T(D)=1,
© I'n)=(n-1.

6.6.7. Satz (Integralkriterium fiir Reihen-Konvergenz). Sei f : [m,oc0) — [0,00), m € N eine
monoton fallende Funktion. Dann gilt

n n+1
Ogr}Lrgo[ > f(k)—f f(x)dx] < f(m).
k=m m

o0
Insbesondere konvergiert Y i, f (k) genau dann, wenn f f(x)dx konvergiert.
m

6.6.8. Beispiel (Abschéitzung fiir die Zeta-Funktion). f :[1,00) — R, f(x) =
ton fallend. Nach dem Integralkriterium gilt:

xs’ s > 0 ist mono-

o 1 1
f —dx konvergiert genau dann, wenn Z — konvergiert.
1 xf a1’

Wir wussten schon, dass beldes genau dann zutrlfft wenn s > 1 ist (siehe Beispiel 3.2.6). Nun
auBerdem: Mit {(s) =377, ns gilt 0 < {(s)— f —dx < f(1) = 1. Daraus folgt

1 s
<l+—=—.
¢s) s—-1 s-1
Fiir s = 1 erhalten wir die Existenz des Limes
) no1 n+1 1 ] no1 ) no1
nh_)rgo(glg _f1 ;dx) = r}l—g}o(glz —log(n + 1)) = rllLrgo(glz —logn) =:y.

Dies bedeutet, dass die Partialsummen der harmonischen Reihe wie logn anwachsen. Die
Zahl y heiBit Eulersche Konstante und betragt approximativ 0,57721.... Es ist unbekannt,
ob y eine rationale oder eine irrationale Zahl ist.

6.7. Die Regel von 'Hospital.

6.7.1. Satz (Regel von ’'Hospital).
Sei I c R, und sei xo € R ein HP von I. Seien f,g : I ~ {xo} — R differenzierbar. Es gelte :

(1) (a) limy .y, f(x) =lim,_.,, g(x) =0
oder
(b) lim,_.,, g(x) = o0,
(2) g'(x) #0 fiir alle x € I ~ {xq},
3) limy_,, LD =reR

g ~
Dann gilt g(x) # 0 fiir x € I \{xo} nahe xo, und lim,_., gg; /.
Beispiele:
(1) Sei s > 0. Dann gilt:
limx°1 lim 8% _jy % ("'Hospital, Typ 2, g'(x) # 0 fiir x > 0)
im =lim =1lim o)
\Ox ogx = i = = lim = ospital, Typ 2, g'(x ur x

xS

=lim
2 \.0 ( S)
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(2)

x ) O
1—C0S§(21‘ gSln—

lim ——— = lim meS (PHospital, Typ 3, g'(x) #0 fiir x € (-7, ) \ {0})
(ii) % cos 3 0
2 3161_1}(1) g (I'Hospital, Typ §, g'(x) # 0 fiir x € (-3, 5))
1
_s_1
19

Wir haben hier die Regeln wiederholt angewendet, was natiirlich nur dann erlaubt ist, wenn
jeweils die Voraussetzungen des Satzes von 'Hospital erfiillt sind. Wir haben dies zunéchst
nur teilweise iiberpriift. Was in der Begriindung der Zwischenschritte (i) und (ii) fehlt, ist
die Existenz des Grenzwertes des Ableitungsquotienten auf der jeweiligen rechten Seite. Es
muss ja immer erst der Ableitungsquotient konvergieren, bevor man sagen kann, dass der
Funktionenquotient konvergiert. Daher ist in obiger Gleichungskette alles erst vom Ende her
gerechtfertigt. Da der letzte Grenzwert existiert, tut es auch der vorletzte und dann schlief8lich
der davorstehende.

Zum Vergleich die Berechnung des Grenzwertes in (2) mit Hilfe von Potenzreihen (Definition
von cos):

2 oo k., 2k 2
cosyzl—;—!+k¥’2% :1—%+o(y2)f1“1ry—>0.
Also fiur x — 0:
1-cosj 2"—;+o(x2) ~ L+ Ogcxj) - L 1
1-cosx §+o(x2) %+%22) 19
(3) Durch n-malige Anwendung der Regel von ’'Hospital erhilt man erneut (4.6):
j}g&; :xlgglo nc;:f =... 2351320 cnne!cx =00, ¢>0.

(4) Man betrachte die folgende Anwendung der Regel von I’'Hospital:

. sinx . CcOSX
(6.10) lim =lim =cos0=1.
x—0 X x—0 1

sinx
X
schon benutzt, dass sin’0 = 1 gilt, und dies ist dquivalent zu lim,_.¢

= 1, sondern nur eine Probe; in haben wir ndmlich
sinx _ 1

" .
(5) Die Regel von ’'Hospital bezieht sich auf unbestimmte Ausdriicke der Form % und 2. Ande-

Dies ist kein Beweis von lim,_.(

re wichtige unbestimmte Ausdriicke sind vom Typ 0-0co und co—o0, die auf die Quotientenform
zurickgefithrt werden konnen: Bei Typ 0-oco schreibe z.B.: f-g = % ,
zB:f-g= 1{%}:{ . Exponentialausdriicke der Form 1%°, 0°, oo behandelt man mittels der

Definition /& := e€l0gf

bei Typ co — oo schreibe

6.8. Ubungen.

6.8.1. Aufgabe. Sei b > 1. Berechnen Sie flb %dx aus der Definition des Integrals, ohne den
Hauptsatz und Thre Kenntnis einer Stammfunktion zu f(x) = % vorauszusetzen. Benutzen Sie

dazu die Unterteilungen 1 < br <br <...<b" <b des Intervalles [1,5].

6.8.2. Aufgabe. Zeigen Sie durch Betrachtung geeigneter Integrale ff fx)dx:

(a) limn_,oo#(lk+2k+...+nk) = k_Jlrl fiir 2 € Np
1

(b) limn_,oo(ﬁ toig et %) =log2

6.8.3. Aufgabe. Sei f € R([a,b])

(1) Sei f :[a,b] — C eine Funktion, die mit f aullerhalb einer endlichen Menge von Punk-
ten iibereinstimmt. Zeigen Sie, dass [ € R([a, b]) gilt.
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(i) Sei L > 0, und sei A c[a,b] eine endliche Menge so, dass |f(x)| <L fiir alle x € [a,b]\ A.
b b
Zeigen Sie, dass |f fdx| < f If1dx < L(b —a) gilt.
a a

6.8.4. Aufgabe. Zeigen Sie: Falls es zu einer Regelfunktion f : I — R eine Funktion F: 1 — R
mit F' = f gibt, so ist f stetig (Tipp: Hauptsatz@)

6.8.5. Aufgabe (Riemannsches Lemma).

b b
(a) Zeigen Sie, dass | 1|1m cos(yt)dt = 1|1m sin(yt)dt =0 ist.
yl—oo |yl—o0
(b) Sei f:la,b] — C eine Treppenfunktlon Bewelsen Sie
(%) |11m f f(t)cos(yt)dt— hm f f(®)sin(yt)dt=0.
y|l—o0

(c) Zeigen Sie, dass (*) auch fur Regelfunktlonen f € R(la, b)) gilt.

6.8.6. Aufgabe. (a) Sei arcsin:[-1,1] — R die Umkehrfunktion zu sin|_z z;. Finden Sie eine
Stammfunktion zu arcsin (Tipp: arcsinx = (x)’ - arcsinx). Verifizieren Sie:

fél aresinxdx = 22 — @

(b) Finden Sie eine Stammfunktion zu log? : R, — R (Tipp: zweimal Tipp zu (a)). Verifizieren
Sie: 7 log?(x)dx =21In?(§).

6.8.7. Aufgabe. Beweisen Sie fiir k,¢ € Z mit |k| # |¢|:

2 2n
f sin(kx)sin(fx)dx =0, f cos(kx)cos(x)dx =0,
0 0

27
f sin(kx)cos(fx)dx=0.
0

6.8.8. Aufgabe. Sei f :[0,y] — C stetig. Beweisen Sie:
y Yn-1 Y2 Y1 o1
O[T redv s )don-s)don- = f (y—0" () dx
o \Jo o Jo -1!

fir n € N. (Tipp: Induktion. Fiir n = 1 ist die linke Seite als fo f(x)dx zu verstehen. Fassen Sie
im Induktionsschritt das innerste Integral als Funktion seiner oberen Grenze auf und wenden
Sie die Induktionsvoraussetzung auf die restlichen Integrale an.)

6.8.9. Aufgabe. (a) Seien a,b € R\{0}. Bestimmen Sie [e%*cosbxdx auf zwei Weisen: (i) durch
mehrmalige partielle Integration, (ii) durch Einsetzen der Definition: cosz = %(eiz +e i),

(b) Bestimmen Sie [ cos(logx)dx auf R, auf zwei Weisen: (i) durch mehrmalige partielle Inte-
gration, (ii) mithilfe der Substitutionsregel und Teil (a).

6.8.10. Aufgabe. (a) Bestimmen Sie auf [-1,1] eine Stammfunktion zu v'1—x2 durch partiel-
le Integration.

(b) Seien a,b > 0. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Ellipse, deren Rand durch die Glei-
chung x?/a® + y2/b% = 1 gegeben ist. Betrachten Sie dazu z.B. den in der oberen Halbebene
liegenden Teil der Randkurve als Graph einer Funktion.

6.8.11. Aufgabe. Berechnen Sie mithilfe der Substitutionsregel die folgenden unbestimmten
Integrale:

1
(a) f
xlogx
b) fg Ars1nh6xdx’
1+ 36x2

6Ein anderer Beweis folgt aus den folgenden Aussagen: F' hat die Zwischenwerteigenschaft (Aufgabe E.7.2),
f hat nur Unstetigkeitsstellen erster Art (Satz[6.4.1), und eine Funktion mit der Zwischenwerteigenschaft kann

dx auf (0,1) und (1,00),

keine Unstetigkeitsstellen erster Art haben (einfache Ubung).
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1

(c) fmdx auf R, ,
1

o |

@ a2cos2x + b2sin’x

6.8.12. Aufgabe. Sei f € €%([0,1]).

(a) Beweisen Sie die Identitét f(x) = fi fw)du+ [fuf'wdu+ [Hu-1f'wdu,xel0,11.

(b) Folgern Sie, dass fiir alle x € [0, 1] gilt: |f(x)| < fol (If@I+1f"@w)l)du .

dx mita,beR\{0} (Tipp:y=tanx).

6.8.13. Aufgabe. (i) Zeigen Sie, dass die Dirichlet-Funktion (4.I) eine Regelfunktion ist.
(i1) Seien I, J Intervalle in R; sei f : I — J eine Regelfunktion und g : J — C stetig. Zeigen Sie,
dass gof eine Regelfunktion ist.

1
6.8.14. Aufgabe. Berechnen Sie f f(x)dx, wobei f die Dirichlet-Funktion (4.1) sei.
0

b
6.8.15. Aufgabe. Es sei [ :[a,b] — R eine Regelfunktion mit f > 0 und f f(x)dx =0. Dann
ist f(xg) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle xg von f. ¢

6.8.16. Aufgabe. Zeigen Sie, dass T, , das einzige Polynom P vom Grad héchstens n ist, das
f(x0) = P(xg), f'(x0) = P'(x0), ..., f™(x0) = P™(x) erfiillt.

/2
6.8.17. Aufgabe. Sei I, = [ cos” tdt fir n > 0, und sei (w,),>1 die Wallissche Folge (6.6).
0
Zeigen Sie fiir alle n > 2:

72 1

2= (AL
217 9 1Y 22T Y00 1w,

1
f A-x2)"dx=I9p11
0

0o 1 /2 on9
— 4 n— —
j(; mdx—j(; Sin tdt—IQn_Q.

(Tip fur das zweite Integral: Substitution x = cot fiir ein eigentliches Integral und Grenziiber-
gang.)

[e.o]
6.8.18. Aufgabe. Seil := f e™ dx das GauBsche Fehlerintegral. Zeigen Sie fiir n > 1:
0

b 1
e gy = —1,
J, v

n

1 1 9 0o 9 0o 1
f (l—xz)"dxéf e ™ dxéf e ™ dxéf ———dx,
0 0

0 0o (1+x2)
Mit den Bezeichnungen der Aufgabe[6.8.17] zeige fiir alle n > 2:
1 2
(6.11) w, <2< .= T
2n+1 2n-1 wy-1 4
Folgere
o0
6.12) I =f o d = g
0

6.8.19. Aufgabe (Geschwindigkeitsverteilung in einem idealen Gas). Zwischen dem quadrati-
schen Mittelwert § aus den Geschwindigkeiten der Molekiile eines idealen Gases und ihrem
linearen Mittelwert a besteht die Beziehung:

4q2 [o°
=1/— xte*"dx.
g \/ va Jo

Zeigen Sie, dass = a\/g.
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0 gi 72 sin(2n + 1)t
6.8.20. Aufgabe. (a) Zeigen Sie, dass f e dx= r}ngo w dt ist.
0o X —Jo

1 1
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion f :[0,7/2] — R mit f(¢) = t  sint fiir £ #0 und f£(0) = 0 stetig
sin
ist.
(c) Wenden Sie das Riemannsche Lemma auf f aus (b) an und leiten Sie her, dass

X sinx /2 gin(2n + 1)t
dx= lim —d
fo X n—oo Jo sint

2 1 2 1
(d) Zeigen Sie, dass fiir n € N gilt: f ? sin(2n + Dt SIRERT 2% a4t f s1n( n-— )t
0

sint

® sinx b4
f dx=—.
0 X 2

6.8.21. Aufgabe. Zeigen Sie mit Hilfe der Regel von I’'Hospital:

sint
(e) Folgern Sie, dass

0, fallss<1,
limns({‘/ﬁ—l)z{ atss
n—oo

oo, fallss>1

6.9. Notizen: Der Riemannsche Integralbegriff. Das Integral, das wir in eingefithrt haben,
heiBit Regelintegral. Es ist einfacher als das gebrduchlichere Riemannsche Integral. Das Regelin-
tegral gentigt aber fiir praktische Belange. Fiir wichtige theoretische Belange brauchen wir das kom-
pliziertere Lebesgue-Integral (siehe Analysis III). Diese Integralbegriffe unterscheiden sich nur durch
die Klassen der jeweiligen integrierbaren Funktion; auf dem Durchschnitt dieser Klassen stimmen die
Integralbegriffe tiberein.

6.9.1. Definition. Sei Z ={a =x9 <x1 <...<x,-1 <X, = b} eine Zerlegung von [a,b]. Sei & € [x}_1,x2]
firk=1,...,n
() Fir f :[a,b] — C heibt ¥} , f($r)(xz — x-1) die Riemannsche Summe zu f beziiglich der
Zerlegung Z und der Stiitzstellen &1,...,¢;.
(i1) Die Feinheit von Z ist definiert als max{|x; —xp_1|:k=1,...,n}.
(iii) Eine Funktion f :[a,b] — C heifit Riemann-integrierbar, wenn es eine Zahl I € C mit der fol-
genden Eigenschaft gibt: Zu jedem ¢ > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir jede Zerlegung Z = {xo,...,x,}
mit Feinheit < § und fiir jede Wahl von Stitzstellen &y, € [xp_1,x,]1 (B =1,...,n) gilt:

| Z fE)xr—xp_)—I|<e.
k=1

In diesem Fall heifit I := R- fab f(x)dx das Riemann-Integral von f.

6.9.2. Bemerkung.

(i) Die Riemannschen Summen sind eigentlich Integrale von TF: Ist eine Zerlegung von [a,b] wie
oben gegeben, so setze ¢ : [a,b] — C, ¢(x) = f(&) fir x € (x3_1,x%) und definiere ¢ in den
Teilpunkten xj, beliebig. Dann ist fab pdx =3} _, f(Sp)xr —xp-1) eine Riemannsche Summe.

(ii) Ist (Z,),>1 eine Folge von Zerlegungen, deren Feinheit gegen Null strebt, und ist S, eine Rie-
mannsche Summe fiir / zur Zerlegung Z,,, so gilt lim, .S, = R-fab fdx. Ist ¢, wie in (i) eine
TF mit [° g, dx=S,, so gilt lim, o, [° 9, dx = R- [ f dx.

(iii)) In der Definition der Riemann-Integrierbarkeit verlangen wir nicht, dass die Folge (¢,) die
Funktion f geichmiBig approximiert, sondern dass fiir die ¢, aus (i) die Integrale ( ff ¥ndx)
stets gegen denselben Wert konvergieren, sofern die Feinheit der Zerlegungen gegen Null strebt.

6.9.3. Satz. Sei f € R([a,b]). Dann ist f auch Riemann-integrierbar, und

R-fabfdxzfabfdx.

Insbesondere konvergieren die Riemannschen Summen zu einer Zerlegungsfolge mit gegen Null konver-
gierender Feinheit gegen das Regelintegral von f.
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Als Anwendung von Satz[6.9.3] ergibt sich ein sehr kurzer Beweis der Holderschen und Minkowski-
schen Ungleichungen fiir Integrale.

6.9.4. Definition. Sei f € R([a,b]) und p = 1. Die p-Norm von f ist definiert als
b 1/p
o= ([ 1rrds)”.
a

6.9.5. Satz (Holdersche und Minkowskische Ungleichungen). Seien f,g € R([a,b]) und p,q € Ry mit
% + % =1. Dann gilt:
b
6.19) [ iredz<ifi e,
a
(6.14) If+glp <Iflp+lglp.
Fiir p = q =2 heifit 6.13) die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale.

6.9.6. Bemerkung. Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen ist echt grofler als die Menge
der Regelfunktionen. Zum Beispiel ist die folgende Funktion Riemann-integrierbar, aber keine Regel-
funktion: f :[0,1] — R mit f(x) = cos(1/x) fiir x # 0 und £(0) =0.

{Regelfunktionen} & {Riemann-integriebare Funktionen}
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7. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ

7.1. Motivation und Definition. Sei D c C. In Definition [£.2.1] haben wir definiert: Eine
Folge von Funktionen (f;,)nen, fn : D — C konvergiert punktweise gegen [ : D — C, wenn
lim, . frn(2) = f(2) fir jedes z € D gilt.

Fragen:

(1) Wenn alle f;, stetig bzw. differenzierbar bzw. Regelfunktionen sind, gilt dies dann auch
fiir die Grenzfunktion f ?

(2) Darf man Grenzwertprozesse vertauschen? Gelten Gleichungen wie:

(7.1) lim f(x) = lim (lim f,(x))= lim (lim £, (x))
d _d . . dfa

(7.2) af(x)—dx(hmfn(x))—r}l_{go T
b b b

(7.3) f fdxzf ,}i‘&f”(x)dx:,}if&f frn(x)dx?

7.1.1. Beispiele. (1) Seien f, :[0,1] — R, f,(x) = x™. Dann gilt

. 0,x¢€[0,1)
Tim f(x) = f(x) = {

,x=1.

Die Grenzfunktion ist nicht stetig! Die Gleichung (71D gilt fiir xg = 1 nicht.

(2) Seien f, : [0,1] — R, fo(x) = £ {/x+ L. Fiir alle x € [0,1] gilt 0 < f,(x) < fo(1) < £, also
limy, oo f(x) = 0 =: f(x) (sogar ||f, —f — 0). Es gilt f(x) =1 -L(x+ n—ln)%-l. Daraus folgt
o)=L =20 = pn3 oo, Also £1(0) #limy o £5(0) und (72 stimmt nicht.

n

(3) Seien f,,:[0,1] — R,

0 l/n 2/n 1

1 1
lim,, oo frn(x) = 0=: f(x), aber limn_,oof fndx=1#0= f f dx also (.3) stimmt nicht..
0 0

7.1.2. Definition. Eine Folge (f,,), von Funktionen f, : D — C konvergiert gleichmdfig
gegen f :D — C, wenn ||f,, — fllp — 0 fiir n — oo, d.h.

Ve>0 3dng=ngle) Vn=ngle) VxeD: |fr(x)—f(x)<e.

Eine Reihe } ;> f, konvergiert gleichméBig, wenn die Folge der Partialsummen gleichméBig
konvergiert.
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7.1.3. Bemerkung. (i) Vergleichen wir die Definitionen der gleichmé&fligen und punktweisen
Konvergenz. Es gilt f,, — f punktweise in D wenn

VxeD Ve>0 3Fng=nolx,e) Vn=nglx,e): |frnlx)—f(x)|<e.

Der Unterschied ist die Position des Quantors Vx € D; deshalb hiangt der Index ng(x,€) von x
ab, wihrendessen ng(e) in der Definition [7.1.21hdngt nur von ¢ ab, nicht von x € D, d. h. ny(e)
und daher die Konvergenz ist “gleichméflig in x € D”.

(i1) In obigen Beispielen gilt: (1) I/, —fI=1, @) Ifn = flI = 0,3 Ifn - fll =n.

(iii) In der Definition der Regelfunktion konvergiert (¢,) gleichméflig gegen f.

Fiir Funktionenreihen haben wir in Definition [4.2.3] auch den Begriff normale Konvergenz
eingefiihrt. Dies hat eine wichtige Rolle beim Beweis der Stetigkeit der Potenzreihen gespielt,
darunter Exponentialfunktion (siehe Folgerung [4.2.7).

7.1.4. Satz.
(a) Konvergiert eine Folge oder Reihe gleichmdfig, so konvergiert sie auch punktweise.

(b) Konvergiert eine Reihe normal, so konvergiert sie auch gleichmdfig.

Es gilt also fiir eine Funktionenreihe Y f;,:

‘Normale Konvergenz = Gleichméaflige Konvergenz = Punktweise Konvergenz ‘

aber

‘ Punktweise Konvergenz - Gleichméaflige Konvergenz % Normale Konvergenz ‘
Siehe auch Beispiel [7.3.41

7.2. Vertauschungssitze.

7.2.1. Satz. Konvergiert eine Folge (f,), stetiger Funktionen f, : D — C gleichmdflig gegen
f:D —C, soist auch f stetig.

Daraus folgt: Ist },,~o f» gleichm&Big konvergent und sind f, stetig, so ist f := X7 fn
stetig. Wir haben in Satz dasselbe fiir normal konvergente Reihen bewiesen (dies war
eine stirkere Voraussetzung). Wegen Satz[7.1.4] folgt Satz aus Satz[7.2.11

Satz[7.2. 1] besagt auch, dass (71D gilt fiir jeder Haufungspunkt xg € D von D.

7.2.2. Satz (Vertauschung von Grenzwert und Integration). Konvergiert eine Folge (f,), von
Regelfunktionen f, :[a,b] — R gleichmdfig gegen f :[a,b]l — C, so ist auch f eine Regelfunk-
tion, und es gilt

b b
ffdxzr}Lngof fnx)dx.

Beispiel (2) in 7.1l zeigt, dass diese Aussage nicht stimmt, wenn die f,, nur punktweise gegen f kon-
vergieren. Die Folge (f,,), ist hier nicht gleichm&8ig beschriankt. Der Satz iiber dominierte Konvergenz
in der Lebesgue-Theorie des Integrals besagt, dass f: fdx =1lim,_ fab fn(x)dx aber schon dann gilt,
wenn f, — f punktweise konvergiert und zusitzlich eine Lebesgue-integrierbare Funktion g (Regel-
funktionen sind z.B. Lebesgue-integrierbar) existiert mit |f,,| < g fir alle n.

7.2.3. Satz (Vertauschung von Grenzwert und Differentiation). Sei f, :[a,b] — C, n € N mit
den Eigenschaften:
(1) limy, o frn =f punktweise,
(2) f, stetig differenzierbar,
(3) (f})n konvergiert gleichmdfig auf [a,b].
Dann ist f auch differenzierbar, und es gilt f' =lim,_. f,.
Die wesentliche Voraussetzung hier ist (3), wie das Beispiel [[.1.](2) zeigt: Dort konvergiert f, — f
gleichméBig, jedoch nicht £, — f'.
Wir kénnen sogar eine stetige, nirgends differenzierbare Funktion als gleichmifligen Limes von
stetigen Funktionen konstruieren, siehe Ubung[7.5.6] Fiir mehr dazu siehe [24] S. 353, 359].
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7.3. Potenzreihen und analytische Funktionen. Sei},(a,x" eine Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R > 0, wobei a,, € C und x € R. Wir wissen, dass }_,,>¢a,x" konvergiert in (-R,R)
und divergiert auf R\ [-R,R]. Wir wissen auch (Satz[4.2.4), dass die Potenzreihe konvergiert
normal (also auch gleichmiBig wegen Satz[7.1.4] (b)) auf [-r,r], fiir alle 0 <r <R.

7.3.1. Lemma. Hat Y ,~oa,x" den Konvergenzradius R, so haben die durch gliedweise Diffe-
rentiation bzw. Integration entstehenden Potenzreihen }.,~ona 2" Y und X0 ﬁanx“l den
Konvergenzradius R.

7.3.2. Satz (Vertauschbarkeit von Integration und Summation bei Potenzreihen).
Seien Y, >0 anx" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R >0, und es seien a,b € (-R,R). Dann
ist die Summe P :(—-R,R) — C, P(x) =Y  a,x" stetig, und es gilt

[es) bn+1_ n+1

b b, oo ) b a
f P(x)dxzf (Zanxn)dxz Z anxdx = Zan
a a ‘n=0 n=0Ya n=0

d.h. die Potenzreihe kann gliedweise integriert werden.

n+1

Es gibt 0 <r <R, so dass [a,b] c[-r,r], also konvergiert }_,~¢a,x" gleichméBig auf [a,b].
Der Satz[7.2.2]liefert dann die Behauptung.

7.3.3. Beispiel (Logarithmische Reihe). Wenn wir die geometrische Reihe
1 1 X
—_ = = —t n
1+t 1-(-2) Z =0

n=0

uber [0,x] oder [x,0] integrieren (fiir x € (—1,1)), bekommen wir die Summe der Logarithmus-
Reihe (siehe (3.9)):

L Z( £y = Z (t)”dt 3 ED
also
Q (- 1)n 1 " )
(7.4) log(1+x) = Z x", firxe(=1,1).

Die Logarithmus-Reihe wurde von Nicolaus Mercatorﬁ 1668 entdeckt. Die Logarithmusreihe
divergiert fiir x > 1, obwohl die Logarithmusfunktion dort definiert ist. Fiir x = 1 ist die Lo-
garithmusreihe noch konvergent (alternierende harmonische Reihe); es ist aber keineswegs
selbstverstiandlich, dass sie auch dort die Logarithmusfunktion darstellt. Dass dies doch der
Fall ist, besagt die folgende Formel fiir die Summe der alternierenden harmonischen Reihe

(1)k1 1 1 1 1_
+ +

(7.5) 0g2= Z

Zum Beweis beachten wir, dass fiir x € [0; 1) die Logarithmusreihe die Hypothesen des Leibniz-
Kriteriums[3.2.7 erfiillt (alternierende Reihe mit % monoton fallende Nullfolge-Ubung). Nach
der Fehlerabschitzung des Leibniz-Kriteriums

n (_l)k—l n+1

_ Rl X
(7.6) |log(1+x) k; - ’<n+1

gilt. Wegen der Stetigkeit der angeschriebenen Funktionen im Punkt x = 1 gilt diese Abschét-
zung auch noch in x = 1:

(7.7 ’10g i (-1 1'<n11'

Daraus folgt mit n — co die Behauptung.

"Deutscher Mathematiker, Mitglied der Royal Society, entwarf die Springbrunnen von Versailles.
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7.3.4. Beispiel (Normale versus gleichméflige Konvergenz). Die Umkehrung von Satz [7.1.4]

(b) gilt im Allgemeinen nicht; die Logarithmus-Reihe }_,, > (_1):1xn konvergiert nicht normal
auf[0,1], da
(_ 1)n—1 A _ 1
)y H n 0,11 Lo

n>1 n>1n

konvergiert aber gleichméflig, da

)1k
”10g(1+x)—§1—( Dk : ”[0’1]<n—11

nach der Restgliedabschitzung im Leibniz-Kriterium.

Der folgende, auf Abel zuriickegehende Satz beantwortet die allgemeine Frage, ob eine im
Randpunkt der Konvergenzbereich konvergente Potenzreihe, auch noch im Randpunkt diesel-
be Funktion darstellt wie im Inneren des Konvergenzbereichs.

7.3.5. Satz (Abelscher Grenzwertsatz [1]). Die Potenzreihe } ,>¢a,x" habe den Konvergenzra-
dius R > 0. Ist die Reihe auch fiir x = R konvergent, so ist sie im Intervall [0,R] gleichmdfig
Konvergent. Die Summe P :[0,R] — C, P(x) = Y77  a,x" ist dann wegen Satz [72.1lim Punkt
x = R linksseitig stetig,

(e,0)
lim P(x)=P(R)= ) a,R".
x/R n=0
Entsprechendes gilt, wenn die Reihe fiir x = —R konvergiert (man betrachte dazu die Reihe fiir

P(-x)).

7.3.6. Satz (Vertauschbarkeit von Differentiation und Summation bei Potenzreihen).

Sei }.,,>0a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist die Summe P : (-R,R) —
C, P(x) = Y02 anx" differenzierbar, und es gilt Pl(x) = Z‘r’lenanx”_l fiir alle x € (-R,R), d.h.
die Potenzreihe kann gliedweise differenziert werden.

Betrachte die gliedweise differenzierte Reihe }',>1na 22"~ 1. Sie hat den Konvergenzradius
R nach Lemma [7.3.17] Wenden wir den Satz[7.3.2auf } ,~na 22" 1 an, so erhalten wir

X [e.0] o0
f (Z nant”—l)dt: ZanxnzP(x), x€(-R,R).
0 p=1 n=1

Der Hauptsatz liefert nun die Behauptung.

7.3.7. Folgerung. Hat } ,,~oa,x" den Konvergenzradius R >0, soist P:(-R,R) — C, P(x) =
200 oanx" unendlich oft differenzierbar in (-R,R). Es gilt

78) PPw=Y nn-1...n—k+Dax"*=Y k!(Z)anx”_k, x€(-R,R), keNp
n=~k n=~k
insbesondere
P(k)(O) )
(7.9) =ayj (Taylorsche Koeffizientenformel).

k!
7.3.8. Folgerung (Identititssatz fiir Potenzreihen). Seien }.,~0a,x" und }.,>0b,x" Potenzrei-
hen mit positiven Konvergenzradius. Es gelte 3.7 janx™ =377 1bpx™ fiir x in einer Umgebung
von 0 in R. Dann ist a, = b, fiir alle n.

Sei R1 bzw. Rz der Konvergenzradius der Reihe } ,~pa,x" bzw. ¥ ,,>0b,x" und sei P; :
(=R1,R1) — C, P1(x) = £ ya,&” bzw. Py : (~Rg,R2) — C, Py(x) = ¥ 1 b,«". Dann gilt P{¥(0) =
P{P(0) fiir alle k € Ny und nach folgt ay = by.

7.3.9. Definition. (i) Seien I c R ein Intervall, f : I — C unendlich oft differenzierbar und
xg € I. Die Potenzreihe

(x —x0)*

F®P(x0)
Teoo= ¥ =
£>0 !
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heilt Taylorreihe zu f in xo. Beachte: Die n-te Partialsumme von Ty, », ist das n-te Taylor-
polynom T, ,.

(i1) Wir sagen, dass die Funktion f auf U = (xg —r,x9 + r)Nn I durch ihre Taylorreihe dar-
stellbar ist, wenn Ty o(x) = f(x) fiir alle x € U gilt. Wir sagen auch, dass f besitzt in U eine
Taylorentwicklung mit xg als Entwicklungspunkt.

(iii) Wir sagen, dass f analytisch in x ist, wenn es ein r > 0 gibt, so dass [ auf (xg—r,xo+r)NI
durch ihre Taylorreihe darstellbar ist. Ist f analytisch in allen xq € I, so heift f analytisch.

7.3.10. Beispiele. (1) Polynome sind durch ihre Taylorreihe in xo auf ganz R darstellbar, fiir
alle xp € R.
(2) Die Exponentialfunktion ist durch ihre Taylorreihe in xg auf ganz R darstellbar, fiir alle
xo € R. Insbesondere ist sie analytisch auf R. Sei xo € R fest. Dann gilt f™(x) = e™ fiir alle
n >0, und

0 p¥%o L . 0o (x—xo)k
= —_— — — 0 — X0, ,X—X0 — L,X
Txo,oo(x)—k;) A (x—x0)" =e };)—k! =e-e =e

fir alle x € R.
(3) Sei }_,,~0a,x" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann gilt nach (Z.9)

Px)= OXO: apx” = Z

=0 pso k!

P®(Q
( )xszO,oo(x), x€(-R,R),

d. h. eine Potenzreihe ist die Taylorreihe ihrer Summe. Dies zeigt, dass die Summe einer Po-
tenzreihe ist durch ihre Taylorreihe (in 0) auf dem Konvergenzbereich darstellbar und sie ist
analytisch in x = 0. Wir konnen mehr zeigen: Die Summe einer Potenzreihe besitzt eine Tay-
lorentwicklung mit Entwicklungspunkt x, fiir alle x¢p im Inneren des Konvergenzbereich. Sie
ist also analytisch im Konvergenzbereich.

7.3.11. Umentwicklungssatz. Die Potenzreihe },~oa,x" habe den Konvergenzradius R >0
und bezeichne ithre Summe durch P : (—-R,R) — C, P(x) = ¥.77 anx". Sei x9 € (—R,R). Setze
by = %P(k)(xo) = ;’L":k (Z)anxg_k. Dann hat ¥ ,~0bpy" einen Konvergenzradius > R —|xo| und
es gilt:

P(x)=) bplx—x0)", fiirlx—xo|l <R —I|xol.
n=0

(4) Aus Beispiel [7.3.3] folgt: Der Logarithmus log : R; — R ist durch seine Taylorreihe in x9 =1
auf (-1, 1] darstellbar.

7.3.12. Bemerkung (Glatte versus Analytische Funktionen). Seien I c R ein Intervall, f :
I — C unendlich oft differenzierbar und xq € I.

1. Frage: Ist der Konvergenzradius von T, o, positiv? Die Antwort ist i.A. nein. Der folgende
Satz zeigt, dass jede Potenzreihe (also auch jede Potenzreihe mit Konvergenzradius Null) als
Taylor-Reihe realisiert werden kann.

7.3.13. Satz (Borel). Sei (a,),>0 eine beliebige Folge in C. Dann gibt es f € (I, C) mit f ™ (xo) =
an fiir alle n > 0.

Wir suchen eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : R — R so, dass f™(0) = a,, fiir alle n.
Wir wihlen eine Funktion mit kompaktem Tréiger ¢ : R — R so, dass ¢ =1 auf [-1,1] und ¢ = 0 auf
R\ (-2,2) gilt. Wir setzen nun f;,(x) = a—’:xnzp(rnx), wobei die r, positive Zahlen sind. Der Faktor ¢(r,x)

n!

produziert die Konvergenz. Die r,, konnen nidmlich so (grof3) gewihlt werden, dass | f,(Lm)I <2™™ auf R
fir m =0,1,...,n -1 gilt. (Beachte dazu: Was ist der Tréger von ¢(r,x)?) Die Folge f(x) := ¥70  fn(x)
konvergiert und ist beliebig oft differenzierbar (gliedweise differenzieren). Wir kénnen die Ableitungen

,(Lm)(O) explizit berechnen (welche Werte hat ¢(r,x) in einer Umgebung von Null?). Wir sehen sofort,

dass £7™(0) = a, ist.
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2. Frage: Falls der Konvergenzradius von T, , positiv ist, gibt es dann r >0, so dass

k
Txo’oo(x)— Z f ( O)

(x—x0)* = f(x)
k=0 k!

fir alle x € (xg —r,x9 +r)N 1 ist? D.h. ist f durch ihre Taylorreihe darstellbar? Fiir ein x € T
gilt offensichtlich 7'y, »o(x) = f(x) genau dann, wenn lim,, .o, R, (x) = 0 ist. Die Antwort ist auch
hier negativ. Ein Beispiel ist die Funktion (5.7). Fiir diese gilt £™(0) = 0 fiir alle n > 0, ihre
Taylor-Reihe ist also T oo(x) = 0 # e V% = f(x) fir alle x > 0. In keiner Umgebung von Null
stimmen diese Funktion und ihre Taylor-Reihe iiberein. Diese Funktion ist also glatt aber
nicht analytisch.

7.4. Restgliedabschitzungen fiir die logarithmische und binomische Reihe. Wir wol-
len nun den Fehler durch die Approximation der Partialsummen der logarithmischen und bi-
nomischen Reihen abschétzen.

7.4.1. Satz. Fiir x€(~1,1) gilt

n (_l)k—l 5 |x|n+1 1
7.10 log(1+x)= +R,, |R,l< . .
(7.10) og(1+x)= 3w +Ra, IRl <
In der Tat,
00 (_l)k—l 00 |x|k |x|n+1 00 |.’)C|n+1 1

IRal=| 3

k=n+1

k xk|\ Z

k=n+1

k_
&k Z" n+l 1

— x|

7.4.2. Bemerkung. Fir x € (0,1) gilt die bessere Abschitzung 0 < R, < % (siehe (7.6)), da
1
1= > 1.

7.4.3. Folgerung. Fiir x € (—1,1) gilt

1+x 00 x2m+1 n 2m+1 |x|2n+3 1
7.11 1 +R , IR,I<2 . .
(.11 %1 i om+1 mZ e Bl <2y S TP
In der Tat,
o] |x|2m+1 |x|2n+3 o] ok |x|2n+3 1
R,|1<2 < =
1B m:Zn+12m+1 2n+3 kZ:OIxI 2n+3 1-|x

Fur x = % erhalten wir

1
o @m +1)32m+l

1 1 1

n
— — ____4R,, IR . .
Z @m+ 132l Bnl < 5501 T@n 1 3)

log2=2 Z

Diese Reihe konvergiert viel schneller als die Reihe (Z.5) und auBlerdem ist die Restgliedab-
schatzung viel besser als (Z.77).

7.4.4. Satz. Sei se€C. Fiir xe(-1,1) gilt
s_ o S|k xSk
(7.12) Q+x*=) | |x"=> | |"+R
r=o\k k=o\k

wobel

R, <m+D| |+t (1+[x)Res71, Res>1,
" n+l (1-|xRes71 Res<1.

Diese Formel wurde 1669 von der 26jirigen Newton entdeckt [17] (De analysis per aequa-
tiones numero terminorum infinitas, Band II, S. 206-247) fiir s € R. Abel [1]] hat die Reihe fir
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s € C betrachtet. Aus (Z.12) erhalten wir fiir x € (-1, 1):

T =(1+x) t=1-x+22 -2 +. ..+ (=12 +o(x™),
X
. 11 1-3 1-3---(2n—3)
Vite=(1+2)?=1+-0——22+ ) ———— "t o(x"
x= 0 2" 24" "2.46" Ve © )
-1 1 13, 13 5 1-3---(2n—-1)
=(1+x) 2=1+-x6—-—x"+ o D) " +o(x").
T At 2 24" T2.4.6" W e S

7.4.5. Beispiel. In der klassischen Mechanik ist die kinetische Energie eines Punktes der
Masse m gegeben durch T = %va, wobei v die Geschwindigkeit des Punktes ist. In der re-
lativistischen Physik wird die (relativistische) Masse eines Punktes mit Geschwindigkeit v
gegeben durch

m= , mo= Ruhemasse Masse, ¢ = Lichtgeschwindigkeit.

2
v
1-o

Die kinetische Energie wird als Differenz der Gesamtenergie und Ruheenergie gegeben

H G .

b2\ 72
T =mc? —moc2 = moc2 (1— —2) -1]= moc2
c
also T' = 2 mv? +O((%)4). Fiir v sehr klein im Vergleich zu ¢, d. h. fiir % sehr klein (Schreibweise

v « ¢) kann man die hohere Ordnung Glieder O((%)4) vernachlédssigen und man erhélt wieder

die Formel der klassischen Mechanik 7' = %mv2.

7.5. Ubungen.

7.5.1. Aufgabe. Beweise:
(@) fn:10,1]— R mit f,,(x) = x(1 —x)" konvergiert gleichmafig gegen die Nullfunktion.
(b) g,:=n-f,:[0,1]1 - R konvergiert punktweise, aber nicht gleichméfig gegen die Nullfunk-
tion. (Tipp: gn(%) =7
Sei i, : R — R definiert durch A ,(x) := nxe "%’
(c) Konvergieren die &, punktweise? Falls ja, gegen welche Funktion?

(d) Auf welchen abgeschlossenen Intervallen I ¢ R konvergieren die 4, gleichmafig? (Tip:
Funktionendiskussion)

7.5.2. Aufgabe. Sei D c C, und seien [, :D — C, g, : D — C zwei Folgen von Funktionen, die
gleichméBig gegen f : D — C bzw. g : D — C konvergieren. Zeige:
(a) Die Funktionenfolge f,, + g, konvergiert gleichméBig gegen f + g.

(b) Falls die f,,g, beschrinkte Funktionen sind, so konvergiert die Funktionenfolge £, - g,
gleichméaBig gegen f - g. (Tip: Es gibt eine gemeinsame Schranke fiir alle |f},|, warum?)

7.5.3. Aufgabe. Zeige, dal fiir x € (-1,1) gilt:

3

x3 5

(a) arctanx:x——+x——x—i...
3 5 7
. 1 2% 1.3 x> 1-3.5 «7
() arcsiny = x+—-— —+ — —+——— - — + ...
2 3 24 5 246 7

Anleitung: Entwickle jeweils zunéichst die Ableitung der genannten Funktionen in eine Po-
tenzreihe (man braucht dazu iibrigens nicht auf die Definition der Taylorreihe zuriickzugrei-
fen).
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7.5.4. Aufgabe. Zeigen Sie:

@ |Z=1-2:1_ 1, |(Leibnizsche Reihe fiir 1)
a 4— 3 5 7_ €l1bnizscne neine iur a1
11 131 135 1
(b) E=1+—-—+—3-—+ﬁ-—+...
2 237245 2.4.6 7

Anleitung: (a) Das Leibniz-Kriterium liefert die Abschéitzung |arctanx — ZZ:O (2;3—1+)ix2k+1| <
|x2k+3|

5553 fur alle x € (=1,1). (b) Sind s,(x) die Partialsummen der Reihe, so gilt s,(x) < arcsinx <
arcsinl fir alle x € (0,1). Was passiert fiir x — 1?
Mehr iiber die Berechnung von 7 in [13] § 8.11].

7.5.5. Aufgabe (Blatt 1,3). Sei seR, und sei [ :(-1,00) — R durch f(x) =(1+x)° definiert.

k=0
(b) Zeigen Sie, dass f zumindest auf (—%, 1) durch diese Taylorreihe dargestellt wird.
(Tipp: Lagrange-Restglied; iiberlegen Sie, dass (7)A"” — 0 fiir n — co und || < 1.)

(e,0)
(a) Zeigen Sie: Die Taylorreihe zu f in 0 ist die Binomialreihe B (x) = Z (s)xk .

Zusatz: Zeigen Sie, dass (b) auch auf (-1, 1) gilt. (Tipp: Cauchy-Restglied)
Es gilt also die folgende Verallgemeinerung der Binomialformel:

(7.13) (1+x)° = Z (Z)xk firxe(-1,1)und seR
k=0

Diese grundlegende Formel wurde von Newton mit 24 Jahren entdeckt, und erst ein Jahrhun-
dert spater um 1774 von Euler bewiesen.

7.5.6. Aufgabe. (a) Sei f : I — R in xq € I differenzierbar. Seien a,, — xo und b,, — xo Folgen
in I mita, <x9 < b, und a, < b, fur alle n. Zeigen Sie: d,, := W — f'(x0) fiir n — oo.
(Tipp: Mit f(x) = f(xg) + r(x)(x —xg) liegt d,, zwischen r(a,) und r(nb n;, warum?)

(b) Fiir jedes n € N definieren wir eine Funktion f;, : [0,1] — R wie folgt: Ist 1 < m < 2" und
xe [t 2], so sei fu(x) := x— 22 fiir ungerades m und f,(x) := 2 — x fiir gerades m. Man

uberzeugt sich leicht, dass f,, wohldefiniert und stetig ist.

4
(i) Skizzieren Sie f1,f2,[3,f4 und Z fr-
k=1

o0

(i) Zeigen Sie, dass f := Z [ :10,1] — R existiert und stetig ist.
k=1

(iii) Zu jedem n € N sei [a,,b,] ein Intervall der Form [

f(bn)_f(an)

Zeigen Sie: —————— ist fiir gerades n gerade und fir ungerades n ungerade, und

m-1 m
2" b 2"

| (wie oben), das x( enthélt.

n—Qnp
f ist in x¢ nicht differenzierbar.

Die Funktion f ist also stetig, aber nirgends differenzierbar.
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8. METRISCHE UND TOPOLOGISCHE RAUME

Wir haben bisher die Konvergenz von Folgen in R und C, die Stetigkeit und Differenzierbar-
keit von Funktionen f : I — C (I c R Intervall) untersucht. Wir mochten nun die Analysis in
Vektorraumen, insbesondere in R” behandeln. Wir entwickeln dafiir eine geometrische Spra-
che mit universellen Begriffen, die es uns ermoglicht:

¢ volle Allgemeinheit zu erreichen,

 einfache Beweise zu geben.

Die eingefiihrten Begriffe mogen sehr abstrakt erscheinen, sie haben aber eine sehr an-
schauliche Bedeutung, wenn man sie auf den zweidimensionalen Raum R? oder den dreidi-
mensionalen Raum R? spezialisiert.

In einem metrischen Raum definieren wir die offenen Teilmengen; ihre Gesamtheit heif3t
Topologie. Begriffe wie Konvergenz oder Stetigkeit lassen sich allein mit dem Offenheitsbegriff
ohne weiteren Riickgriff auf die Metrik definieren. Daher spielt die Metrik eigentlich nur eine
Hilfsrolle, da die Topologie durch dquivalente Metriken erzeugt werden kann. Die Metrik oder
die Norm sind dennoch sehr wichtige Mittel; je nach Problem kann man durch Wahl einer
geeigneten Metrik oder Norm sehr rasch uber die Konvergenz einer Folge, Stetigkeit einer
Abbildung usw. entscheiden.

Die wichtigsten Begriffe dieses Kapitels sind die Vollstiandigkeit, die Kompaktheit und der
Zusammenhang. Sie werden spater sehr hdufig benutzt. Es stellt sich heraus, dass die Kom-
paktheit und der Zusammenhang topologische Eigenschaften eines Raumes sind, d.h. sie hin-
gen nur von der induzierten Topologie eines metrischen Raumes ab.

Einige Literaturhinweise fiir dieses Kapitel (abgesehen von den Analysisbiichern [13}24])
sind [5[11,20]. Fir Gegenbeispiele in der Topologie siehe [21]].

8.1. Konvexitiat und wichtige Ungleichungen. Die Konvexitit ist eine bedeutende Eigen-
schaft der reellen Funktionen und liefert sehr ntzliche Ungleichungen, die wir spiter brau-
chen.

Geometrische Definition: Sei I c R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heif3t konvex (bzw.
konkav), wenn jede Sekante durch zwei Punkte (xg, f(x0)), (x1, f (1)) oberhalb (bzw. unterhalb)
des Graphen liegt. Dies bedeutet, dass dass die Menge der Punkte oberhalb (bzw. unterhalb)
des Graphen, eine konvexe Menge ist.

s(x) ¢

f(x) ¢

konvex konkav

Die Gleichung der Sekante ist
f(xl)—f(xo)(

X1 —X0

y=s(x):=

= 20)+ fx0) = 2 F(x0) + ——2 F(xy).
X1 — X0 X1 —Xo

Daher die folgende analytische Definition:
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8.1.1. Definition. Eine Funktion f :I — R heilit konvex, wenn fiir alle Tripel x¢,x,x1 aus I
mit xg < x < x1 gilt:

(8.1) fx) <

X1 —X

X1 —
1 X

x X—x
f o) + ——=f(x1).

0 1= X0

f heilt streng konvex, falls fiir alle solchen Tripel die Ungleichung (8.1) streng ist.

f heifit konkav, wenn —f konvex ist (d.h. 8.1) gilt mit >). f heifit streng konkav, wenn —f

streng konvex ist (d.h. 8.1) gilt mit >).

8.1.2. Bemerkung. Seien x( < x7. Die Abbildunég @ :(0,1) — (x9,x1), @A) = (1 — A)xg + Ax7 ist
eine Bijektion mit Inverse ¢~ !(x) = e, dh gV =x e A==t
Eine Funktion f : I — R ist konvex genau dann, wenn fiir alle x¢,x; € I mit xg < x1 und alle

A€(0,1) gilt:

F(1—=xp+Ax1) <A - D)f (o) + Af (x71).

8.1.3. Lemma. Sei f :I — R. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist konvex.
(2) Fiir alle xo<x<x1in I gilt:

f(x) - f(xp) < flx1)—f(x)

L)) xX1—X

(3) Fiir alle xo<x<x1in I gilt:

f(x)—f(xo)<f(x1)—f(xo)<f(x1)—f(x).

X —XxQ X1 — X0 xX1—X

8.1.4. Satz (Konvexitatskriterium I). Sei f :[a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Dann gilt :

(1) f ist konvex < f' ist monoton wachsend auf (a,b).,
(2) f'ist streng monoton wachsend auf (a,b) = f ist streng konvex.

8.1.5. Satz (Konvexititskriterium II). Sei f :[a,b] — R stetig und auf (a,b) zweimal differen-
zierbar. Dann gilt :

(1) f konvex <> f" >0,

(2) f">0 = f streng konvex.

8.1.6. Definition. Sei f :I — R, und sei xg € I ein innerer Punkt. Die Funktion f hat in x(
einen Wendepunkt, wenn f stetig in x¢ ist und («, 8) < I existiert, so dass f konvex auf (a, x)
und konkav auf (xg, B) ist oder umgekehrt.

8.1.7. Satz. Sei f :(a,b) — R, und sei xy € (a,b).

(i) Ist f zweimal differenzierbar und existiert (a,B) < I mit f" > 0 auf (a,x¢) und f" <0
auf (xg, B) (oder umgekehrt), dann ist xg ein Wendepunkt.

(ii) Ist f 3-mal stetig differenzierbar und gilt f"(x¢) = 0 und f"'(x¢) # 0, dann ist xq ein
Wendepunkt.

8.1.8. Satz (Jensensche Ungleichung). Eine Funktion f : I — R ist konvex genau dann,
wenn fiir alle n €N, alle x1,x9,...,x, € I und alle A1,A9,...,1, >0 mit Zzzl/lk =1gilt:

f( > /lkxk) < Y Af(xp).
k=1 k=1

8.1.9. Bemerkung. Ist f streng konvex, 11,19,...,4, >0 und Zzzl/lk =1, so gilt in der Un-
gleichung (X7 _; Apxz) <X} _; Axf(xz) die Gleichheit genau dann, wenn x1 =... = xp.

8Wir nennen ¢ Parametrisierung.
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8.1.10. Satz (AGM-Ungleichung). Seien A1,Aq9,...,A, >0 mit Zzzl/lk = 1. Dann gilt fiir alle
X1y.0.,%,>0:

xill xﬁ” <Axp+...+ A%,
Gleichheit gilt genau dann, wenn x1 =...=xp.
FirAi=...=1, = % erhalten wir die klassische AGM-Ungleichung (1.8).

8.1.11. Folgerung (Youngsche Ungleichung). Seien p,q > 1 mit ;1) +% = 1. Dann gilt fiir alle

x,y>0:
(8.2) xl/pyl/q < *LY.
p q

Gleichheit gilt genau dann, wenn x = y.

Man kann die Youngsche Ungleichung auch folgendermafien formulieren:

yo q
(8.3) xyéx—+y—, fir alle x,y >0
p q

mit Gleichheit, genau dann, wenn x? = y9.
8.1.12. Definition. Sei z =(z1,...,2,)€C", p > 1. Dann heif}t
lzllp = (21 1P +...+ |2, [P)VP

die p-Norm von z. Fiir p = 1 also: ||zll1 = X/, |zjl; fiir p = 2: |lzllz = (X, |2;1%)"%. Letateres ist
die euklidische Norm von z.

8.1.13. Definition. Sei V ein K-VR (K = R oder C). Eine Abbildung V — R, v — |v| heif3it
Norm, falls gilt:

(N7) llvll = 0 fir alle v € V, und aus |lv|| =0 folgt v =0,

N2) | Av| = |Alllv]l fir alle Ae K,veV,

(N3) lv+wl < |lvll + |lw] fir alle v,w € V. (Dreiecksungleichung)

Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass |-||, eine Norm ist. Dazu brauchen wir die Holdersche
Ungleichung.

8.1.14. Satz (Holdersche Ungleichung). Seien p,q > 1 mit 1—1, +% = 1. Dann gilt fiir alle z,w €
c™:

n
Z lzrwrl < lzllpllwlly .
k=1
Fiir z,w € C" setze (z,w) := ¥, _, zzwp. Wir erhalten aus Satz B.1.14] fiir p = ¢ = 2 die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung:
Kz, w) < lzll2- lwllg

mit Gleichheit genau dann, wenn z und w linear abhangig sind.
Es ist ndmlich [{z,w)| < 22:1 lzpwpr| = 22:1 lzpwp| < llzllellwlle. Die Behauptung iiber die
Gleichheit folgt aus der Identitiat von Lagrange .

8.1.15. Satz (Minkowski-Ungleichung). Sei p > 1, und seien z,w € C*. Dann gilt :
lz+wllp, <lzllp+llwlp .

Insbesondere ist z — ||z, eine Norm.

9n (LI2) wurde die Lagrange-Identitit fiir reelle Zahlen formuliert, sie gilt aber offensichtlich auf fiir komplexe
Zahlen.
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8.2. Metrische und normierte Rdume. Erinnern wir uns an die Definition der Konvergenz
einer Folge (z,), in C gegen z € C: Ve >0 3n, so, dass Vn > n.:|z, —z| <Ee.

Im Wesentlichen benutzen wir hier nur den Abstand |z, — z| von z,, nach z. Wir definieren
nun einen allgemeineren Abstandsbegriff, sogenannte Metriken. Deren Merkmale sind ganz
analog zu den Merkmalen des Abstandes in C.

8.2.1. Definition. Sei X eine nichtleere Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d :
X x X — R, fir die gilt:

(M1) d(x,y) >0 fir alle x,y € X; d(x,y) =0 © x = y (Positivitit)
(M2) d(x,y)=d(y,x) fir alle x,y € X (Symmetrie)
(M3) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) fur alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung)

Das Paar (X,d) heil}t ein metrischer Raum. Die Elemente x € X werden auch Punkte ge-
nannt. Die Zahl d(x,y) heilit Abstand (bezgl. d) von x und y.

Die Dreiecksungleichung driickt aus, dass der ,direkte Weg® von x nach z kiirzer ist als der
,2Umweg“ von x nach z iiber y.

Eine oft niitzliche modifizierte Dreiecksungleichung ist: |d(x,y) — d(y,2)| < d(x,z) fur alle
x,y,2 € X. Dies folgt sofort aus der Dreiecksungleichung.

8.2.2. Beispiel. (1) X =R oder X =C, d(x,y) = |x—y|.

(2) X =R" oder X =C", dp(x,y) :=llx—ylp, =Xlx; —y; [P)VP fiir ein p =1 (¢P-Metrik). (Drei-
ecksungleichung: [[x—z|, = lx—y+y—zll, < lx—ylp+Ily—zl fir p > 1 wegen der Minkowski-
Ungleichung.) Fiir p = 2 heifit dg die euklidische Metrik auf R"” (bzw. C"). Das ist das wich-
tigste Beispiel einer Metrik in Analysis II.

@) X =R",C" doo(x,y) := |x = ylloo := max{|x1 — y1l,...,|xn — yn|} (£°°-Metrik). Zur Rechtferti-
gung der Bezeichnung d, beweisen Sie lim, .o, d ,(x,y) = doo(x, y).

(4) Fiir eine Menge D # @ betrachte B(D):={f :D — C:|fllp < oo}, die Menge der beschriank-
ten Funktionen auf D mit Werten in C. Wir setzen dp(f,g) = |f —gllp; dp heilit Supremums-
metrik. Andere Bezeichnungen: dp = dsy,p = doo.

Sei D =[a,b]€ R und sei C%([a,b]) ={f :[a,b] = C: f stetig}. Jede stetige Funktion auf[a,b] ist
beschénkt, also C%([a,b]) c B([a,b]). Dann ist auch (C°([a, b]),d[4 »)) ein metrischer Raum.

do(x,y), falls x,y auf Gerade durch 0

do(x,0)+da(y,0), sonst
heil3t Metrik der franziosischen Eisenbahn.

5) X =R?, d(x,y) = {

0,x=
(6) Fiir X beliebig heiBt d(x, y) = {1 * ) Y die diskrete Metrik.
Y XFY
(7) Eine grofle Klasse von Beispielen liefern die normierten Vektorraume (Definition [8.1.13).
Sei (V|- |) ein NVR. Dann heiflt d(x,y) := ||x — y|| die Norm-Metrik. Normierte Vektorriume

sind also spezielle metrische Rdume. In den obigen Beispielen galt:

(i) d gehort zur Norm |-| auf R bzw. C
(ii) dp gehort zur Norm | - |, auf R” bzw. C"
(iii) ds gehort zur Norm | - || auf R” bzw. C*
(iv) dp gehort zur Supremumsnorm auf B(D), d|, 5] gehort zur Supremumsnorm auf C%([a, b)).

Alle Begriffe, die wir fiir metrische Rdume erklaren, sind auch fiir normierte Vektorrraume
erkliart. Wenn wir in normierten Vektorraumen von Konvergenz, Stetigkeit, offenen Mengen
etc. sprechen, beziehen wir uns immer auf die Norm-Metrik.

Nicht jede Metrik auf einem Vektorraum kommt von einer Norm. Die Metriken in (5),(6)
rithren von keiner Norm her.

Wir geben noch zwei Beispiele von normierten Raumen.
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(8) Sei p > 1; 1P :={(xp)n>0 : Xn>0 |25 |P konvergent} ist ein NVR mit der Norm:

Ienallp = Z |xn|p)

Die Dreiecksungleichung folgt durch Grenziibergang in der Minkowski—Ungleichung. |||/, heiflt
auch ¢?-Norm. Die zugehorige Metrik wird mit d, bezeichnet.

(9) Sei X =C%[a,b]) und p > 1. Dann heift

i1y o= ([ 17 )

die L?-Norm auf C%([a, b]).

(10) Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y c X. Dann ist d|yxy : Y xY — R eine Metrik auf
Y, genannt Spurmetrik oder induzierte Metrik auf Y.

Eine grofie Klasse von Beispielen von normierten Vektorrdume liefern die Skalarproduk-
traume.

8.2.3. Definition. Sei V ein K-Vektorraum (K = R oder C). Eine Abbildung V xV — K,
(v,w)— (v,w) heilit Skalarprodukt, falls gilt:

(i) Die Abbildung {-,w) :V — K ist K-linear fiir alle w € V,

(i) (v,w) = (w,v) fiir alle v,w eV,

(iii) {v,v) > 0 fiir alle v € V \ {0}.

8.2.4. Beispiele. Beispiele von Skalarproduktraumen:
o (Rny <" '>) mit <9C,y> = inyi ) (Cn’ ('7')) mit <9C,y> = inyi )
° (82’ (7)) mit <(xn)n7(yn)n> = ZC;Lo:Ox—nyn 5
o (€a,b],¢,)) mit (f,g) = 2 f(x)g@)dx.

8.2.5. Satz. Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum. Sei || x| := v/{x,x).

(a) Fiir alle x,y €V gilt [{x,y)| < |lx|| - |yl (Schwarzsche Ungleichung).
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn x, y linear abhdngig sind.
(b) |-l ist eine Norm auf'V.

Beweis: Ist y =0 so ist die Aussage (a) klar. Sei y # 0 also | y|| # 0. Dann gilt

x,y)

el Iy ~ 1, ) = e 22 RS o[ >0

8.2.6. Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum; eine Folge (x,),en in X heilit Ronvergent,
falls es x € X gibt so, dass zu jedem & > 0 ein ng = ng(e) existiert mit d(x,,x) < € fur alle
n = no(e). Dann heift x Grenzwert der Folge, lim, ., x, = x. Eine Folge (x,) heiit Cauchy-
Folge, falls gilt: Ve > 0 3ng = ngy(e) so, dass d(x,,x,) < € fiir alle m,n > ng(e).

Bemerkung:
(i) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.
(i) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

8.2.7. Beispiel. (i) (x,), konvergiert in (R,d2) oder (C,d2) genau dann, wenn (x,), im Sinne
der Definition 2.1.7] konvergiert.
(ii) Sei (x®);, eine Folge in R”, x® = (x(k) (k)) eR".

Behauptung: (x®);, ist konvergent in (IR” dg) gegen x = (x1...,x,) genau dann, wenn fiir
jedesi=1,...,n die Folge (x( ))k konvergent in R ist und limp_. x( )=x; inR gilt.
Also: Konvergenz im (R”, d2) bedeutet koordinatenweise Konvergenz.

Die Behauptung folgt aus der Abschitzung

(8.4) 0<|ai|<IIaII2=\/Ia1l2+---+|anl2<|a1|+ Alanl, d.-h lallo < llallz < llal.
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Eine dhnliche Behauptung gilt fir Folgen in (C*,d5).
Durch Benutzung von (8.4) beweist man analog: Ist (x*’);, eine Cauchy-Folge in (R",d5) genau
dann, wenn fiir jedes i = 1,...,n die Folge (xﬁk))k eine Cauchy-Folge in R ist.

(iii) Konvergenz in (B(D), || - | p) bedeutet gleichmiBige Konvergenz der Funktionen.

8.2.8. Definition. Ein metrischer Raum (X,d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge
konvergiert. Ein normierter Raum (V, | - ||) heiit Banachraum, wenn V zusammen mit der
Norm-Metrik vollstindig ist. Ein Skalarproduktraum (V,{:,-)) hei3t Hilbertraum, wenn V
mit der induzierten Norm ein Banachraum ist.

In einem vollstiandigen metrischen Raum gilt also das Cauchy-Kriterium. Der Unterschied
zwischen der Anwendung dieses Kriteriums und der Verwendung der Definition der Konver-
genz besteht darin, dass wir im Fall des Cauchy-Kriteriums den Wert des Grenzwertes nicht
vorher zu kennen brauchen.

8.2.9. Beispiele. (1) (R,d2), (C,d2) sind vollstéandige Rdume, (Q,,d2) aber ist nicht vollstandig!
(Betrachte die Folge (x,) in Q, gegeben durch x, .1 = %(xn + %), wobei x¢ = 2. Dann x,, — V2,
n — oo in R, also ist (x,) eine Cauchy-Folge in R also auch in Q. Aber (x,) konvergiert nicht in
Q,daVv2¢Q.)
(2) (R",d2) ist vollstandig (d.h. (R”, || - ||2) ist ein Banachraum, (R",{-,-)) Hilbertraum).
(8) Sei I R ein abgeschlossenes Intervall. Dann ist (I,ds) vollstandig.
4) (B(D),dp) ist vollstandig, d. h. (B(D), | - |p) ist ein Banachraum.

(€%(a,b]),d[q p)) ist vollstandig, d.h. (C°([a,b]), |- llj4,5)) ist ein Banachraum.
(5) ¢? ist ein Banachraum fiir alle p > 1, ¢? ist ein Hilbertraum.
(6) (C%a, b)), |- II1) versehen mit der L1-Norm ist kein Banachraum.

8.2.10. Definition. Eine Menge A c (X,d) hei3t beschrdnkt, wenn es xo € A und M = M(xg) >
0 gibt so, dass d(x,x9) < M fiur allex € A.

Bemerkung. (1) Ist (V,] - ||) ein NVR, so ist A ¢ V beschrinkt (bzgl. der Norm-Metrik) genau
dann, wenn es M > 0 gibt so, dass ||x|| < M fir allex€ A.

(2) A c(R,dy) ist beschriankt genau dann, wenn A im tiblichen Sinne beschrankt ist.

(3) Sei pr; : R* — R, pr;(x) = x; die Projektion auf die i-te Achse. A < (R",d>) ist beschrankt
genau dann, wenn fir jedes i = 1,...,n die Menge pr;(A) beschrénkt in R ist.

8.2.11. Satz (Bolzano-Weierstral} in R"). Jede beschrdnkte Folge in (R",d3) besitzt eine konver-
gente Teilfolge.

8.2.12. Definition. Zwei Normen | |, | - |+ auf einem Vektorraum V heilen dquivalent,
geschrieben |- || ~ || - |+, wenn es zwei Konstanten c1,c2 > 0 gibt mit c1llx| < l|x]l« < eollx| fiir
alle x € V. Dies ist eine Aquivalenzrelation.

Ist |-l ~ Il ll+, so gilt: (x), ist konvergent gegen x (bzw. Cauchy-Folge) in (V,|| - |) genau
dann, wenn (x,), konvergent gegen x (bzw. Cauchy-Folge) in (V] - || ) ist.

8.2.13. Satz. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum (K =R,C). Dann gilt:

(i) Je zwei Normen auf'V sind dquivalent.
@{1) (V, |- 1) ist ein Banachraum fiir jede Norm aufV.

Wieso interessieren wir uns fiir dquivalente oder vergleichbare Normen? Der Grund ist,
dass wir die Konvergenz untersuchen méchten. Gilt die Ungleichung |- || < C|l - || «, so ist jede
beziiglich | - || konvergente Folge auch konvergent beziglich | -|; gilt ||| ~ || - ||+, so stim-
men die konvergenten Folgen in beiden Normen iiberein. Zum Beispiel bedeutet der Satz
,,ff frndx — fab fdx falls (f,)n, fr € C(la,b]) gleichmiBig auf [a,b] gegen f konvergiert“ nichts
anderes, als dass jede konvergente Folge in (C([a,b]), |l - llj¢,51) auch in (C([a,dD), - Il1) (wo-
bei |1 = fab |f (x)| dx) konvergiert. Dies folgt aus der Abschétzung IIf1l1 < (b —a)llf llja,p fiir
f €C(a,b).
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Ubrigens sind die Normen || - [l[4 5] und | - [I1 jedoch nicht dquivalent: Die Folge (f,), fn(¢) =
t" konvergiert in |- [|; gegen 0, aber konvergiert nicht in || - [lj4 5). Ein anderes Argument:
(Cla, b)), Il - a1 ist vollsténdig, (C([a,b]), |l - 1) jedoch nicht (siehe Aufgabe [8.8.5).

8.2.14. Definition. Sei (V,|-|) ein normierter Vektorraum. Ein Paar (x,); >0, (s5),>0 wird eine
Reihe genannt, wenn s, = xo +... +x,. Die Reihe wird durch },>¢x, bezeichnet. Wir sagen,
dass die Reihe } ,~(x, konvergiert, wenn (s,),>0 konvergiert. Dann heilt s = lim, . s, die
Summe der Reihe. Wir schreiben s = 377 ;x,,. Eine Reihe }, >, heiflt absolut konvergent,
wenn Y, > [, || in R konvergiert.

8.2.15. Satz. Sei (V,| -||) ein Banachraum. Dann gilt:

(i) (Cauchy-Kriterium) ., ~ox, konvergiert genau dann, wenn es fiir alle € > 0 ein ng =
no(e) gibt so, dass fiir alle m >n > nq gilt: | Z?:n+1xk | <e.
(ii) Ist Y., >0%n absolut konvergent, dann ist ) ,~ox, konvergent.

8.2.16. Definition. Ein normierter K-Vektorraum (V| -||) heillt normierte K-Algebra, wenn
es eine assoziative Verkniipfung V xV — V  (x,y) — xy gibt so, dass |lxy| < x| - |y| fur alle
x,y€V.Ist (V,| -|) zugleich ein Banachraum, so heif3t (V,| - ||) eine Banachalgebra.

Beispiele: V = M, «,(K) mit der Multiplikation der Matrizen und Norm [|A|g = (Z?jzl Iazijlz)l/2
ist eine Banachalgebra. Auch (B(D),| - |p) und ((‘30([(1, bD, 1l - llg,51) sind Banachalgebren.

8.2.17. Satz. Sei (V,| - |) eine Banachalgebra mit Einselement e. Ist ||x|| < 1, so ist e — x inver-
tierbar, und es gilt (e —x)" 1= Yol 0x  =e+x+ x2+...

8.3. Topologie eines metrischen Raumes. Topologische Raume. Unser Ziel ist, bemer-
kenswerte Teilmengen eines metrischen Raumes zu beschreiben, die ein tieferes Studium der
Funktionen ermoglichen.

8.3.1. Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei a € X, r > 0. Dann heif}t
(i) By(a)={x e X :d(x,a) <r} die offene Kugel mit dem Mittelpunkt a und dem Radius r,
(i) Br(a) = {x € X : d(x,a) < r} die abgeschlossene Kugel mit dem Mittelpunkt a und dem
Radius r,
(iii) S;(a)={x€ X :d(x,a)=r} die Sphéire mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius r.

Beispiele:
In (R,ds): Bo(a)=(a—r,a+Tr), Er(a) =la-r,a+r],S;(a)={a—r,a+r}.
In (R?,ds): Br(a) = {(x1,%2) : (x1 —a1)? + (x2 — ag)? < r?}.
In (R?,d1): B,(a) = {(x1,x9) : [x1 —a1] +|xz —agl <7}
In (R?,d): Br(a) = {(x1,x2) : max{|x1 —a1l,|x2 —azl} <r}.

B,(x) bzgl. d; B,(x) bzgl. ds B,(x) bzgl. dos
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8.3.2. Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U < X heifl}t offen (beziig-
lich d) :< fiir jedes a € U gibt es r > 0 mit B,(a) c U. Eine Teilmenge F < X heillt abgeschlos-
sen ;< X \ F ist offen.

Beispiele:

Offene Intervalle in R sind offen in (R, ds).

Jede offene Menge in R ist eine disjunkte Vereinigung von hochstens abzéhlbar vielen
offenen Intervalle.

Abgeschlossene Intervalle in R sind abgeschlossen in (R,d2).

B.(a) c(X,d) ist offen: Fiir b € B,(a) gilt B,_4(q,5)(b) € B,(a).

B,(a)c(X,d) ist abgeschlossen.

Jede einpunktige Teilmenge {a} c X ist abgeschlossen.

8.3.3. Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(1) X und die leere Menge @ sind offen.

(2) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

(8) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

(I’) X und die leere Menge @ sind abgeschlossen.

(2) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(3’) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

8.3.4. Bemerkung. Die Aussagen (3) und (2’) sind nicht wahr fiir beliebig viele Mengen:
1

Nn>1(a— %,a + ) = {a} ist nicht offen, U, > [%, 1- %] =(0,1) ist nicht abgeschlossen in R.
8.3.5. Satz. Die Menge F ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede Folge (x,), in F, die in
X konvergiert, gilt: lim,, .o, x, € F.

Mittels Satz[8.3.5 kann man z. B. zeigen:

 Die Menge {x € R": Ax = b} ist abgeschlossen in R", wobei A € M, x,(R), b € R™.
« Die Menge C%[a, b]) ist abgeschlossen in (B([a, bD),dq b))

8.3.6. Definition. Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge O < P(X) von
Teilmengen von X mit den Eigenschaften:

(1) X,p€0.
(2) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus O gehort zu O.
(3) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen aus O gehort zu O.

Das Paar (X, 0) heif3t topologischer Raum. Eine Teilmenge U < X heifit offen, falls U € O.
Eine Teilmenge F' c X heilit abgeschlossen, falls X \ F offen ist.

8.3.7. Beispiele. (1) Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist
0:=0(d):={U < X : U offen bezuglich d}

(siehe Def. [8.3.2) eine Topologie auf X, genannt die induzierte Topologie von d. Dies folgt
aus Satz[8.3.3
(2) Ein topologischer Raum (X, O) hei3t metrisierbar, falls es eine Metrik gibt mit O(d) = O.
Nicht alle topologischen Rdume sind metrisierbar. Sei X eine Menge. Die Familie € = {¢, X}
bilden eine Topologie, genannt grobe Topologie. Die einzigen offenen Teilmengen sind ¢ und
X, und die sind auch die einzigen abgeschlossenen Teilmengen. Nehmen wir an, X hat min-
destens zwei Punkte. Dann is (X, @) nicht metrisierbar. Ware (X,0) metrisierbar, so wire {a}
abgeschlossen fiir a € X, also {a} = @ oder {a} = X, Widerspruch.

Wir interessieren uns hier nicht unbedingt fiir allgemeine topologische Rdume, sondern fiir die to-
pologischen Begriffe und Eigenschaften von metrischen Rdumen. Topologische Begriffe, d.h. solche,
die ausschliefllich von der Topologie des Raumes abhéingen, sind flexibler als metrische Begriffe: Sie



98 ANALYSIS I-III, 2011/2013

sind invariant unter sehr allgemeinen Transformationen, ndmlich den sogenannten Homoéomorphis-
men. Wichtige topologische Begriffe sind: Offene und abgeschlossene Menge (siehe oben), Umgebung,
Inneres und Abschluss, Rand, stetige Abbildungen, Kompaktheit, Zusammenhang usw. Dagegen sind
Kugel, Sphére, beschrankte Menge metrische Begriffe, nicht topologische Begriffe.

(3) Seien || - || und || - ||« zwei Normen auf einen Vektorraum V. Es gilt |- || ~ || - |« genau dann,
wenn die zugehorigen Metriken dieselbe Topologie induzieren.

(4) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann sind alle Normen auf V dquivalent, und
die zugehorigen Metriken induzieren dieselbe Topologie. Diese zu beliebige Normen gehorige
Topologie heil3t Standardtopologie auf V.

Ein endlichdimensionaler Vektorraum besitzt unendlich viele Normen, aber keine von diesen ist
besonders ausgezeichnet; je nach Zweck ist mal die eine, mal eine andere Norm geeignet. Allerdings
sind sie alle dquivalent: Die durch sie definierten Metriken liefern alle dieselbe Topologie (also dieselben
offenen Mengen, dieselben konvergenten Folgen, dieselben stetigen Abbildungen).

8.3.8. Definition. Sei (X,0) ein topologischer Raum, a € X. Eine Teilmenge U < X heilit Um-
gebung von a, wenn es eine offene Menge V gibt mit a € V c U. Die Menge aller Umgebungen
von a wird mit U, bezeichnet.

Fiir einen metrischen Raum (X,d) gilt: U e U, © 3¢ >0: B.(a)cU.

8.3.9. Bemerkung.

(i) Der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen von a ist eine Umgebung von a.
(i) WennUeU, undU cV,dann V € U,.
(iii) U ist offen < U ist Umgebung jedes seiner Punkte (d.h. Vx e U: U € U,).

Es sei (X, 0) ein topologischer Raum, U, die Menge aller Umgebungen von x. Eine Teilmenge B < O
heillit Basis der Topologie, wenn zu jedem U € O und zu jedem x € U ein B € B existiert mit x €
B c U. Eine Teilmenge V, < U, heilit Umgebungsbasis des Punktes x (auch: Fundamentalsystem der
Umgebungen von x), wenn zu jedem U € U, ein V c V,, existiert mit V cU.

Wir sagen, dass (X,0) das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, falls jeder Punkt eine abzidhlbare
Umgebungsbasis hat. Wir sagen, dass (X,0) das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfillt, falls die Topo-
logie eine abzdhlbare Basis hat.

Jeder metrische Raum erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaxiom: B/, (x) ist eine abzdhlbare Umge-
bungsbasis von x. Betrachte nun eine beliebige Menge X und setze O := {@} U{U c X : X \ U endlich}.
Ist X iiberabzihlbar, so besitzt x € X keine abzéhlbare Umgebungsbasis: Angenommen, V c U, wire ei-
ne abzidhlbare Umgebungsbasis. Dann gilte {x} = NycyV, X\ {x} = Uycp (X \ V), d. h. X ware abzahlbar;
Widerspruch. Dies bedeutet, dass (X, 0) nicht metrisierbar ist, wenn X tiberabzihlbar ist.

R"™ mit der Standardtopologie erfiillt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom. Finden Sie eine abzdhlbare
Basis!

8.3.10. Definition. Sei (X, ) ein topologischer Raum und A c X. Ein Punkt x € X heif3t:

(i) innerer Punkt von A, wenn A eine Umgebung von x ist.
(ii) Beriihrpunkt von A, wenn jede Umgebung von x (mindestens) einen Punkt aus A
enthalt.
(iii) Randpunkt von A, wenn x Berihrpunkt von A und X \ A ist.
(iv) Haufungspunkt von A, wenn jede Umgebung von x unendlich viele Punkte aus A
enthalt.
(v) isolierter Punkt von A, wenn es eine Umgebung U von x gibt mit U N A = {x}.
(vi) duflerer Punkt von A, wenn es eine Umgebung U von x gibt mit UNn A = @.

8.3.11. Bemerkung. Sei (X,d) ein metrischer Raumundae X, AcX.

a ist Berihrpunkt von A genau dann, wenn es eine Folge (x,) in A gibt mit limx, = a.

a ist Haufungspunkt von A genau dann, wenn es eine Folge (x,) in A gibt mit x, # a und
limx, =a.



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 99

8.3.12. Definition. Sei (X, 0) ein topologischer Raum, A c X. Wir fiithren ein:

(1) A, die Menge aller inneren Punkte von A, genannt das Innere von A.
(ii) A, die Menge aller Beriihrpunkte von A, genannt der Abschluss von A.
(iii) 0A, die Menge aller Randpunkte, genannt der Rand von A.
(iv) A’, die Menge der Haufungspunkte von A.

Als Beispiel betrachte A =[0,1)u{2} c (R,d2). Dann ist A= 0,1), A= [0,1]u{2}, 0A ={0,1,2},
A’ =1[0,1]. Die Menge der isolierten Punkten ist {2}, die Menge der #uBeren Punkten ist
(—00,1)U(1,2) u(2,00). Sei nun Q < (R,ds). Da jedes offenes Intervall unendlich viele Punk-
te aus Q und aus R\ Q enthilt, gilt Q0 = @, Q =R, 0Q = R, Q' = R, die Menge der isolierten
Punkten und die Menge der dulleren Punkten sind leer.

8.3.13. Satz. Sei (X,0) ein topologischer Raum, A c X. Dann gilt:

(1) A= U{U offen : U c A} (d.h. A ist die grofite offene Menge, die in A enthalten ist). Insbe-
sondere ist A offen.

(2) A =n{Fabgeschlossen :F > A} (d.h. A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A ent-
hiilt). Insbesondere ist A abgeschlossen.

(3) 0A =ANX  A; 0A ist abgeschlossen.

(4) A=A~0A, A=AUdA=AUA'=AUL0A

(5) Aoffen © A=A o AndA=¢ © 0A=A~ A

(6) A (%bgeschlossen A=A o OAQCA s A'cA

(1) X~A=X~A X=AUGAUX A

8.3.14. Definition. Ein topologischer Raum (X, O) hei3t Hausdorffraum, wenn es zu jedem
Paar x,y € X mit x # y Umgebungen U von x und V von y gibt mit UnV = @.

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist (X, O(d)) ein Hausdorffraum: Fir x # y gilt
B(x,%) ﬂB(y,%) =@, wobeir=d(x,y)>0.

In einem Hausdorffraum sind die einpunktigen Mengen {p} mit p € X abgeschlossen: Zu je-

dem x € X \ {p} wihle eine offene Umgebung U, von q mit U, € X \ {p}. Dann gilt X \ {p} =
U Ug und X \ {p} ist offen als Vereinigung von offenen Mengen.

geX~\{p}

8.3.15. Definition. Sei (X,0) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A c X heilit dicht in

X falls A =X.

Zum Beispiel, eine Teilmenge A c R ist dicht in R, genau dann, wenn fiir alle Intervalle (a, b)
in R mit a < b gilt A n(a,b) # @. Daher sind Q und R\ Q dicht in R. Siehe dazu Satz wir
haben also in Definition [8.3.15] eine Verallgemeinerung der Dichtheit in R. Ein Beispiel in R":
die Menge Q" liegt dicht in R”.

8.3.16. Definition.

(i) Sei (X, 0) ein topologischer Raum, A c X. Dann ist O4 :={UnNA : U € O} eine Topologie
auf A, genannt induzierte Topologie oder Teilraumtopologie.
(i) Sind (X1,01),...,(X,,0,) topologische Rdume, so ist

O ={UcX1x...xX,:VxeU3IU; €0;,i=1,...,n:x€U; x...xU, cU}
eine Topologie auf X; x...x X,,, genannt Produkttopologie von O,...,0,.

8.3.17. Bemerkung. (i) Die Standardtopologie von R ist die Teilraumtopologie von R c C. Ist
U c R offen, so gibt es zu jedem x € U ein e(x) > 0 mit (x — e(x),x + e(x)) cU. Sei By(x) ={z €
C:lz—x| <e()} und V = Uy Ber)(x) = C; V ist offen in C als Vereinigung offener Mengen, und
U =V nR. Daraus folgt, dass U offen in der Teilraumtopologie ist. Sei nun U c R offen in der
Teilraumtopologie. Laut Definition gibt es V < C offen mit U =V NR. Sei x € U c V. Dann gibt
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es € >0, so dass B.(x) c V. Daraus folgt schon (x —¢,x+ &) = B;(,)(x) "NRc VNR=U, also U ist
offen bzgl. der Standardtopologie von R.

(i1) Sei (X,d) ein metrischer Raum, A ¢ X. Dann ist die Teilraumtopologie O4 durch die
Metrik d auf A induziert.

(>iii) Sind (X1,d1),...,(X,,d,) metrische Raume, so ist die Produkttopologie der induzierten
Topologien O(d1), ..., O(d,) induziert durch die Metrik

d((x1,...,%),(¥1,...,¥0)) =max{d1(x1,y1),...,dn(xs, yn)}.

(iv) Die Standardtopologie auf R* = Rx---xR ist die Produkttopologie der Standardtopologien
auf R. Das folgt aus (ii) und die Tatsache, dass d, auf R* die Standardtopologie induziert.

(v) Die Begriffe der offenen und abgeschlossenen Mengen, des Inneren, des Abschlusses
und des Randes einer Menge hingen von der Topologie des umgebenden Raumes ab, d.h. sind
extrinsische Begriffe. Zum Beispiel ist (0,1) keine abgeschlossene Menge in R bzgl. der Stan-
dardtopologie, ist aber abgeschlossen bzgl. der Teilraumtopologie von (0, 1).

Als weiteres Beispiel sei A = {(x,y,2) € R3 : x2+y? < 1, z = 0}. Das ist eine Kreisscheibe in der
Ebene E ={(x,y,2) e R? : z = 0} von R3. Wir betrachten R? versehen mit der Standardtopologie.
Dann gilt A= @, 0A = A= {(x,v,2) e R : x2+y2 < 1, z = 0}. Betrachten wir nun A als Teilmenge
von E, wobei E mit der Teilraumtopologie versehen sei. Dann ist A = A, A = {(x,y,2) € R3 :
x?>+y2<1,z=0} und 0A ={(x,y,2) eR3 : k2 +y2 =1,z = 0}.

8.4. Stetige Abbildungen.

8.4.1. Definition. Seien X,Y topologische Raume. Eine Abbildung f : X — Y heilit stetig in
a € X, wenn es zu jeder Umgebung V von f(a) eine Umgebung U von a gibt mit f(U) < V. Die
Abbildung f heil3t stetig, wenn sie in allen a € X stetig ist. f hei3t Homéomorphismus, falls
f bijektiv ist und sowohl f als auch f~! stetig sind.

8.4.2. Beispiel.

(i) Konstante Abbildungen.

(ii) Identische Abbildung Id: X — X.

(iii) Eine Abbildung f : (X,dx) — (Y,dy) zwischen zwei metrischen Rdume heif3t Lipschitz-
stetig, falls eine Konstante L > 0 existiert, so dass dy(f(x1),f(x2)) < Ldx(x1,x9) fiir alle
x1,%9 € X. In diesem Fall heifit L eine Lipschitz-Konstante zu f. Die Abbildung f heilit
Isometrie, falls dy (f(x1), f (x9)) = dx(x1,x9) fiir alle x1,x9 € X.

(iv) Ist f: X — Y stetig, A < X mit der Teilraumtopologie versehen, so ist auch |4 :A —Y
stetig.

(v) Seien X1,...,X, topologische Rdume, X; x... x X,, versehen mit der Produkttopologie. Sei
pr; : X1 x...x X, — X;, pr;(x) = x;. Dann ist pr; stetig: Ist V eine Umgebung von x; in X;, so
istU=pr {(V)=X1x...X;_1 xVxXji1 x...x X, eine Umgebung von x, pr;(U)=V.

(vi) Sei C versehen mit der Standardtopologie (induziert z.B. durch die euklidische Metrik)
und D c C versehen mit der Teilraumtopologie. Dann ist f : D — C stetig im Sinne von Defini-
tion[8.4.1 genau dann, wenn f im Sinne von Definition [4.1.4] (Analysis I) stetig ist (siehe Satz
4.1.5).

(vii) Die Abbildung exp : R — R, ist ein Homéomorphismus (mit Inversem log : R, — R); Die
Abbildung tan :R — (-3, %) ist ein Homéomorphismus (mit Inversem arctan: (-3, 3) — R); im
Allgemeinen zeigt Satz Wenn I c R ein Intervall ist und f : I — R eine stetige und streng
monotone Funktion, dann ist f(I) ein Intervall und f : I — f(I) ein Homéomorphismus.

(viii) Die Polarkoordinatenabbildung P : R, x (0,27) — R2~ {(x,¥): x > 0, y = 0} ist ein Homoo-
morphismus mit Inversem (x,y) — (1/x2 + y2, arg(x + iy)) (Satz B.Z.11).

8.4.3. Satz. Seien f,g:X — C stetigin a € X, und sei A € C. Dann gilt:
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(1) f+g, -8 A-f sind stetig in a.
(2) f/g ist stetig in a, falls g(a) # 0.

Daraus folgt, dass Polynome P :R* — R, P € R[x1,...,x,] stetig sind; rationale Funktionen
R=P/Q,R :R"~\ {x e R":Q(x) = 0} — R sind stetig.

8.4.4. Satz. Sei f: X — Y stetigin a, und sei g:Y — Z stetigin b = f(a). Dann ist gof stetig
in a.

Beweis: Sei W eine Umgebung von (go f)(a) = g(f(a)). Da g stetig in f(a) ist, existiert eine
Umgebung V von f(a), so dass g(V) c W. Da f stetig in a ist, existiert eine Umgebung U von a,
so dass f(U)<c V. Somit ist (go f)U) = g(f(U)) < g(V)c W. Hier haben wir folgendes benutzt:
Ist g:Y — Z eine Abbildungund A cBcY, so gilt g(A) < g(B). O
Beispiele:

D f:X—R™ f=(f1,...,[m) ist stetig genau dann, wenn fiir jedes i = 1,...,m die Abbildung
fi : X — R stetig ist. Dies gilt allgemeiner: Sind Y7,...,Y,, topologische Rdume, so ist f =
(f1,-. . fm) : X = Y1 x..- xY,, stetig (bzgl. der Produkttopologie auf Y; x --- xY,,;,) genau dann,
wenn fiir jedes i = 1,...,m die Abbildung f; : X — Y; stetig ist.

(2) Die Funktion f : RZ2 — R,
&y
fla,y)=13 «2+y2’
0, falls (x,y)=1(0,0)

falls (x,y)#(0,0)

ist stetig auf R2. In der Tat, f ist stetig auf R% < {(0,0)}, da f dort eine rationale Funktion ist.
3 3
AuBlerdem gilt die Abschétzung |f(x,y)| = x'f;; |2 < ;x“;ll = %IxIQ.

Sei e > 0. Ist (x,y) € B5?(0,0) = {(x, ) : max{|x|,|y[} < 6} mit § = min{1, ¢}, so gilt |f (x, y)—f(0,0)| <
%lez < ¢. Daraus folgt, dass f stetig in (0,0) ist.

(3) Sei f:R? — R,
2xy
f(x,y): x2+y2’
0, falls (x,y)=1(0,0).

f ist separat stetig d.h. f(-,y) ist stetig fiir alle y, f(x,-) ist stetig fur alle x. Trotzdem ist f

nicht stetig in (0,0): Fir x # 0 gilt f(x,x) = % =1, also gibt es in jeder Umgebung von (0,0)
einen Punkt (x,x) mit f(x,x) =1 (wéhle x = % mit n gentigend grof}); keine Umgebung von (0, 0)

wird also in die Umgebung (—1,1) von f(0) = 0 € R abgebildet.

falls (x,y)#(0,0)

Dieses Beispiel zeigt, warum separate Stetigkeit schwicher ist als Stetigkeit: Die Variable (x,y) muss
sich der Stelle (0,0) auf beliebige Weise ndahern diirfen. Bei der partiellen Stetigkeit schrankt man sich
aber auf achsenparallele Anndherung ein. Die Funktion f in dem Beispiel ist sogar auf allen Geraden
durch den Nullpunkt jeweils konstant, und im Nullpunkt hat sie den Wert 0. Der kommt heraus, wenn
man auf der x-Achse oder auf der y-Achse an den Nullpunkt heranliuft, aber eben nur dann.

8.4.5. Satz. Sei f :(X,d1) — (Y,d2) eine Abbildung, a € X. Die folgenden Aussagen sind dqui-
valent:
(1) f ist stetigin a.
(2) (e-6-Kriterium) Fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fiir jedes x € X mit d(x,a) <9
gilt: d(f (x),f(a)) <e.
(3) (Folgenkriterium) Fiir jede Folge (x,), mit rllLrgoxn =a gilt rllirgof(xn) = f(a).

8.4.6. Satz (Globale Charakterisierung der Stetigkeit). Seien X,Y topologische Rdaume und
f:X — Y. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist stetig.
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(2) Fiir jedes offene U Y ist f~(U) offen.
(8) Fiir jedes abgeschlossene F Y ist f~1(F) abgeschlossen.

8.4.7. Folgerung. Sei [ : X — R stetig, und sei I ein offenes (bzw. abgeschlossenes) Intervall.
Dann ist f~Y(I) offen (bzw. abgeschlossen).

8.4.8. Beispiel. Die n-Sphire S” = {x € R**1 :x% +...+x2 . =1} ist abgeschlossen, da S™ =

n+1
f~1(1), wobei f die stetige Funktion f :R* — R, f(x) = x% +... +x3+1 ist.

Wir beschreiben im folgenden zwei Beispielen von Abbildungen, die Polarkoordinaten in der
Ebene und die linearen Abbildungen.

Wir schreiben C* := C~.{0}. Mit der Multiplikation von komplexen Zahlen ist C* eine Gruppe
(C*, ). Die Kreislinie S L.—{zeC:|z| =1} ist beziiglich der Multiplikation von komplexen
Zahlen eine Untergruppe der Gruppe (C*, -).

8.4.9. Satz (Parametrisierung der Kreislinie). (i) Die Abbildung p : R — S, p(p) = ' =
cos + ising ist ein Gruppenmorphismus der additiven Gruppe (R,+) auf die multiplikative
Gruppe (S, ) mit dem Kern 2nZ. Mit anderen Worten

VzeC,lz|l=13peR: e’ =z
e =2 & 1 — g € 217
(ii) Sei I c R ein halboffenes Intervall der Linge 2n. Dann ist pl; : I — S bijektiv und ste-

tig. Die Umkehrfunktion von p : (—n,n] — S bezeichnet man mit arg: S' — (—n,nl. Sie ist
gegeben durch

1 arccos(Rez), Imz>0,
(8.5) arg:S* — (—m,n],argz =
—arccos(Rez), Imz<0.

arg:S1\ {-1} — (-7, 7) ist stetig, aber arg:S' — (—m, 1] ist in —1 nicht stetig.
Beweis: Fiir den Beweis der Stetigkeit von arg betrachte die offenen Mengen in S':
Vi=S'n{z:Imz>0}, Vo=S'n{z:Imz<0}, V3=S'n{z:Rez<0}

und die stetigen Abbildungen
f1:V1 =R, fi(z) =arccos(Rez), f[fo:Vo—R, fo(z)=—arccos(Rez),

f3:V3 =R, f3(z) = arcsin(Ilm z).

(Verkettungen der stetigen Abbildungen z — Rez und arccos, bzw. z— Imz und arcsin). Es ist
SI\{-1}=V;UVoU V3 und

fi(z), zeVy,
argz =1 fao(z), zeVy,
fa(z), z€eVs.

also die zwei Definitionen in (B.5) “verkleben” sich stetigerweise in z = 1. Formal, sei z( €
S\ {-1}. Dann gibt es % € {1,2,3} mit zg € V. Da Vj, offen ist, gilt

11121(} arg(z) = 11}13 fr(2) = fr(z0) = arg(zo)

zeSI\{-1} 2V,
Andererseits gilt
lim argz= liml(— arccosx)=-m, lim argz= lim1 arccosx =7
——1 x—— —-1 Xx——
Imz<0 Imz>0

also hat arg ein Sprung von 27 in z = —1. O
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Die Aussage (i) kann man so umformulieren:
V(x,y) eR?, 2% +y% = 13peR :x=cose,y=sing
COS (] = COS(P2,sing; =singg < @1 — @2 € 217

Wir kénnen uns ¢ — p(p) = e'¢ als Beschreibung der Bewegung eines Punktes vorstellen,
der zum Zeitpunkt ¢ am Ort e'? ist. Die Geschwindigkeit des Punktes ist p'(¢) = ie’?, ein
Tangentialvektor an die beschriebene Kurve in p(¢). Es gilt |p(¢)| = |ie'?| = 1 fiir alle ¢.

ei”:—l O(0,0) ei0:1

8.4.10. Definition.

(a) Die Funktion p :R — S, p(¢p) = ! heiBt die Standardparametrisierung der Kreis-
linie S

(b) Fiir z € S! heifit Arg(z) = {p e R: e!? = 2} = argz + 217 die Menge der Argumente von
z. Die Abbildung Arg: S! — R/27Z ist mehrdeutig, d.h. sie assoziiert zu z € S! eine
Menge von Werten in R.

(c) Sei I R ein halboffenes Intervall der Lénge 27. Die Umkehrung (p| 1)_1 : 81 — I heiBit
ein Zweig der Argument-Abbildung.

(d) Die Funktion arg =(p |(—n,n])_1 heif3it Hauptzweig von Arg.

(e) Wir erweitern nun den Definitionsbereich von Arg: Setze

Arg:C* — R/27nZ, Arg(z) ::Arg(%) ={peR:e¥ = )
Fiir z € C* heit Arg(z) die Menge der Argumente von z.
(® Die Funktion

(8.6) arg:C* — (-m,7l, arg(z):=arg(i)
4

heif3t Hauptzweig von Arg.

(g) Fir z € C* in der Form |z = rel? = r(cos@ +isin¢g)| mit r = |z| und ¢ € Arg(z) (Polar-
koordinatendarstellung von z (1.11)) heiflen (r,¢) die Polarkoordinaten von z. Die
Abbildung R, xR— C*, (r, @) — re'? heit Polarkoordinatenabbildung.

Sei R_ = {x e R:x < 0} die negative reele Achse. Die Menge
C_:=C*"\R_=C\{z:Rez<0,Imz=0}
heif3t die geschlitzte Ebene.

8.4.11. Satz. Die Polarkoordinatenabbildung P : R, x (—m,n] — C* ist bijektiv und stetig. Die
Umkehrabbildung
C" — R, x(-m,7nl, z— (z],arg(z))

ist stetig auf C_ und unstetig in allen Punkten der negativen reellen Achse R_. Also ist
P:Ry x(—m,m)— C_

ein Homoomorphismus.
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Wir haben nun fiir z € C* zwei Koordinatensysteme: die kartesichen Koordinaten (x,y) =
(Rez,Imz) und die Polarkoordinaten (r,¢) = (|z],arg(z)). Fiir viele Probleme es ist vorteilhaft,
die Polarkoordinaten zu benutzen.

Zum Beispiel ist die Multiplikation zweier in Polarkoordinaten z = Izlei‘p, w = |zlet¥ gegebe-
ner Zahlen besonders einfach: Es ist zw = |z||w|e!®*"). Daraus folgt die Formel von de Moivre
(siehe (@T.7)).

Geometrische Interpretation des Arguments: Definition des WinkelmalBes.

Seien l1,l9 zwei im Punkt O einer Ebene startende Strahlen. Wir legen die positive x-Achse
auflq, so dass O =(0,0). Sei A =(1,0), B=1snS1= (x,y) € RZ=C.

(Vorlaufige) Definition des Winkelmafles des Winkels <t/1/9 zwischen /1 und [o:

<U1le:=<AOB :=arg(b)=¢, wobeib=x+1iy.

Nach der Definition von arg gilt cos¢ = x und sin¢ = y. Dies entspricht der ublichen geome-
trischen Definition von cos¢ und sin¢, wenn wir das rechtwinklige Dreieck OB’B betrachten,
wobei B’ die Projektion von B auf die x-Achse ist.

Oy
B(x,y)=e'?

Kreisbogen AB

0(0,0) B'(x,0) A(1,00 ¢4

Lénge des Kreisbogens AB
ist ¢ = arg(x +iy)

Spater beweisen wir, dass die Ldnge des Bogens AB genau ¢ = arg(b) betragt (dafiir brau-
chen wir das Kurvenintegral).

Dies konnen wir uns schon jetzt intuitiv so klarmachen: Wenn ¢ — p(p) = ¢'? die Bewegung eines
Punktes beschreibt, so hat die Geschwindigkeit des Punktes den Betrag |p/(¢)| = |ie’?| = 1. Daher ist fiir
0 < ¢ < 2r die Léange des im Zeitintervall [0, ¢] durchlaufenen Weges gerade ¢. Also ist ¢ die Bogenlidnge
des Kreisabschnitts von 1 = p(0) bis p(¢) (fiir groBere ¢ muss man die Bogenldnge mehrmals um den
Kreis herummessen). Wegen el'% =jist 7 die Bogenlidnge eines Viertels des Einheitskreises, also 27 die
Bogenlinge des Einheitskreises. Dies entspricht der geometrischen Definition von 7. Zur Kreiszahl
7 siehe auch [6, Kap. VI.

8.4.12. Satz (n-te Einheitswurzeln). Zu jeder natiirlichen Zahl n € N gibt es genau n verschie-
dene komplexe Nullstellen des Polynoms z™ — 1, ndmlich
(p = eizn_ﬂk :(eizn_n)k, fiir0<k<n.

Zu jedem zgy € C ~ {0} gibt es genau n verschiedene komplexe Nullstellen des Polynoms z" — z,
. (argzg +27k)

ndamlich {3, = V/|z¢le n fir0<k<n.

8.4.13. Definition. Seien X,Y topologische Rdume, A € X und ¢ ein HP von A. Eine Funktion
f:A —Y hatin a den Grenzwert b € Y, wenn es zu jeder Umgebung V von b eine Umgebung
U von a gibt so, dass f(ANU \ {xg}) V. Schreibweise: lim,_., f(x) = b.

8.4.14. Bemerkung. Seia € A und a ein HP von A ist. Dann gilt: f ist stetig in a genau dann,
wenn lim,_, f(x) = f(a).

8.4.15. Satz. Seien X,Y metrische Riume, A c X, a ein HPvon A, beY und f:A —Y. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(1) lim,_, f(x) =b
(i1) (e-6-Kriterium) Fiir alle € > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir alle x € A mit x # a und d(x,a) <6
gilt: d(f(x),b)) <e
(iii) (Folgenkriterium) Fiir alle Folgen (x,), mit x, € A ~ {a} und x, — a folgt f(x,) — b fiir
n — oo.

8.4.16. Satz. Sei f:A — Y1 x...xYp,, f =(f1,...,fm), wobei Y1 x...xY,, ein Produkt von topo-
logischen Rdumen sei, versehen mit der Produkttopologie. Genau dann existiert der Grenzwert
lim,_q f(x) und ist gleich b =(b1,...,bp) €Y1 x...xY,,, wenn fiiralle i = 1,...,m der Grenzwert
lim, ., fi(x) existiert und gleich b; ist.

8.5. Stetige lineare Abbildungen.

8.5.1. Satz. Seien V, W normierte Vektorrdume, T : V — W eine lineare Abbildung. Dann sind
dquivalent:

(a) T ist stetig.

(b) T ist stetigin 0€V.

(c) Es gibt C >0, so dass fiir alle x €'V gilt: | T(x)|| < Cllx|.

Wir setzen L(V,W)={T:V — W : T linear und stetig}.

8.5.2. Satz. Ist V endlichdimensional, so ist jede lineare Abbildung T : V — W stetig, d.h.
LV, W) = Hom(V,W). Insbesondere ist jeder Isomorphismus T : V — W zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen stetig (bzgl. der Standardtopologien auf'V und W).

8.5.3. Satz. Die Zahl

1T )l
IT =sup = sup Tl = sup T )
x20  lxl i< =1

definiert eine Norm auf L(V ,W), genannt die Operatornorm. Es gilt
T =infi{C >0 : | T ()| < Cllx|l fiir alle x € V}}

d.h. |T| ist die kleinste nicht-negative reelle Zahl C mit ||T(x)|| < Cllx| fiir alle x € V. Insbeson-
dere gilt
ITCH<NTI-llxll, fiirallexeV.

Wenn nichts anders gesagt, benutzen wir die Operatornorm auf £(V,W).

8.5.4. Satz. Seien V, W, U NVR und T € L(V,W), S € LW,U). Dann ist SoT € L(V,U) und
gilt

(8.7 ISoTI<ISIITI

8.5.5. Satz. Seien V ein NVR und W ein Banachraum. Dann ist L(V ,W) versehen mit der

Operatornorm auch ein Banachraum. Insbesondere ist L(V) := L(V,V) eine Banachalgebra,
falls V ein Banachraum ist.

Aus Satz[8.2.17 erhalten wir:

8.5.6. Satz. Sei V ein Banachraum und T € L(V ,W) mit | T|| < 1. Dann ist Id—T invertierbar
und

d-T) 1= Y T"=1d+T+T%+...

n=0

_ I
. l@d-T)1-1d| <
1-|IT) 1T

1712
1-TI

IId-T)"1) <

1Ad-T)"'-1d-T| <
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Die Reihe >.7° ) T" heif}t in diesem Zusammenhang auch Neumannsche Reihe.

Sei nun V ein Banachraum. Nach einem wichtigen Satz von Banach gilt: ist T linear, stetig
(T € L(V)) und invertierbar, so ist auch 7! stetig d.h. T-1 e £(V) (dies ist trivial, wenn V
endlichdimensional ist). Wir bezeichnen mit GI(V):={T € L(V): T invertierbar}.

8.5.7. Satz. Sei V ein Banachraum und T € GIL(V).

(1) GL(V) offen in L(V). Genauer, sei H e L(V) mit |H| < 1| T~ Y. Dann ist T + H invertierbar
also besteht die offene Kugel in L(V) mit Mittelpunkt T und Radius VT~ Y| nur aus invertier-
baren Elementen.

(ii) Die Abbildung GI(V) — GU(V), T — T ist stetig. Genauer, fiir |H|| < &/| T ||, wobei & < 1,
gilt
17192
1-6
Beweis: Es gilt T+ H = Id+HT 1)T. Wegen |H|||T" 1| <1 ist Id+HT™!) invertierbar und
somit auch T+ H, mit (T + H) 1 = T 1Ad+HT1)~!. Weiter
(T+H) -1 =7'Ad+HT H ' -7 =7 HWd+HT ' -1d)

und nach Satz[8.5.6

(8.8) T+H)1-T7 < IH]|

IHT| = I H |
—— < IT ' —F
1-|HT-1| 1-IHIIT-
Fir |H| < 6/|T~1|| erhalten wir (B.8). O

|ad+HTH™ ' -1d| <

8.5.8. Satz. Seien Vi,...,V,,W normierte Vektorrdume. Fiir eine multilineare Abbildung T :
Vi x...xV, — W sind dquivalent:

(1) T ist stetig,
(i1) T ist stetig in (0,...,0),
({ii) 3C>20Vv1 eV, ...,v, €V, I T(W1,..., vl < Cllotll - llvall -...- llvgll.
Wir bezeichnen mit L(V1,...,V,;W) der Raum der stetigen multilinearen Abbildungen. Die
durch |T| :=sup{l|T(v1,...,v )l : lvill <1,..., lv,ll < 1} definierte Abbildung ||| : £L(V1,...,V,; W) —
R ist eine Norm auf L(V1,...,V,; W).
Sind V1,...,V, endlichdimensional, so ist jede multilineare Abbildung T : Vi x...xV, - W
stetig.

8.6. Kompaktheit. Sei X eine Menge, (V;);c; eine Familie von Teilmengen von X (d.h. eine
Abbildung I — P(X), i — V;). Wir setzen U;c;V; :={xe X :Jie I, xe€ V;}. Ist A c X, so heiit
V)ier ﬂberdeckung von A, falls A c U;¢1V;. Ist X ein topologischer Raum und sind die V;
offen, so heiBit (V;);cs eine offene Uberdeckung von A.

8.6.1. Definition. Ein topologischer Raum X heifit kompakt, wenn X die Heine-Borel-Uber-
deckungseigenschaft hat, d.h. wenn aus jeder offenen Uberdeckung (V;);e; von X endlich
viele iy,...,i; ausgewidhlt werden konnen so, dass schon X = u}r"'leir . Die Familie (V;,...,V;,)
heif3t Teiliiberdeckung, und die Heine-Borel-Uberdeckungseigenschaft kann auch so formu-
liert werden: Jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche Teilﬁberdeckunﬂ.

Eine Teilmenge K c X heillt kompakt, wenn sie zusammen mit der Teilraumtopologie ein
kompakter topologischer Raum ist (dies bedeutet, dass aus jeder Familie (V;);c; offener Men-
gen in X mit K c U;¢;V; endlich viele iy,...,1; ausgewéhlt werden konnen so, dass K cV;, U
...UV;,. Wieso ist das zur Definition dquivalent?).

Eine Teilmenge K heiBt relativ kompakt, falls K kompakt ist.

10 »Teil“ heiflt nicht, dass nur ein Teil von X iiberdeckt wird, sondern dass man nur eine Teilmenge der Indizes
benutzt.
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Da Kompaktheit einer Teilmenge K eine Eigenschaft des Raumes (K, Q) ist, ist sie ein int-
rinsischer Begriff. Zum Beispiel, die Menge A aus[8.3.17|(v) ist kompakt sowohl als Teilmenge
von R? als auch als Teilmenge von E.

8.6.2. Definition. Sei X ein metrischer Raum. X heif3t folgenkompakt, wenn X die Bolzano-
Weierstrafi-Eigenschaft hat, d.h. jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge.

Eine Teilmenge K < X heil}t folgenkompakt, falls sie zusammen mit der Teilraumtopologie
folgenkompakt ist (dies bedeutet, dass jede Folge in K eine konvergente Teilfolge hat, deren
Grenzwert in K liegt).

Der metrische Raum X heil3t total beschrdankt oder prakompakt, wenn es fiir jedes € >0
eine endliche Teilmenge {x1,...,x3} € X gibt mit X c UleBg(xi).

8.6.3. Satz (Bolzano-Weierstral}). Sei X ein metrischer Raum. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent zueinander:
(i) X ist kompakt.
(i) X ist folgenkompakt.
(iii) X ist vollstindig und total beschrdnkt.
Siehe dazu auch Aufgabe (Lebesgue Lemma).

8.6.4. Satz. Sei X ein metrischer Raum. Ist K c X folgenkompakt, so ist K abgeschlossen und
beschrankt.

Die Umkehrung ist i.A. nicht wahr. Sei (V,(-,-)) ein Skalarproduktraum, dim¢cV = oco. Sei
(e’k)keN eine Folge linear unabhéngiger Vektoren. Durch das Schmidtsche Orthonormalisie-

rungsverfahren konnen wir aus (e’k)keN ein Orthonormalsystem (ep),en konstruieren, d.h. (ej,ep) =

6 jp fiir alle j,k € N. Wegen |e; —epl = V2 fiir alle j # k kann (e;)zen keine Cauchy-Teilfolge
enthalten, also erst recht keine konvergente Teilfolge. Trotzdem ist (ey)zen eine Folge in der
beschrankten und abgeschlossenen Menge B1(0)c V.

8.6.5. Satz (Heine-Borel). Sei V ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum. Sei K c'V.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent zueinander:
(i) K ist kompakt.
(i1) K ist folgenkompakt.
(iii) K ist abgeschlossen und beschrdnkt.

8.6.6. Beispiel. Wir haben gesehen in Beispiel dass S™ abgeschlossen ist. Da sie auch
beschriankt ist, folgern wir nach Heine-Borel, dass S kompakt ist.

8.6.7. Satz. Seien X,Y topologische Riume, X kompakt und f : X — Y stetig. Dann ist f(X)
kompakt.

8.6.8. Satz (vom Maximum und Minimum). Sei X ein kompakter topologischer Raum, und sei
f : X — R stetig. Dann ist f beschrdankt und nimmt auf X ithr Maximum und Minimum an,

d.h. 381,62 € X mit f(§1) =inff(X), f($2) =sup f(X).

Satz[8.6.8| verallgemeinert Satz [4.4.3] weil Intervalle [a,b] R mit a,b € R kompakt sind. Fiir
eine Anwendung auf die Abstand zwischen zwei Mengen siehe Aufgabe [8.8. 171
Zum Schlull beweisen wir den folgenden oft niitzlichen Satz:

8.6.9. Satz (Lindelof). Sei X ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis. Jede offene Uber-
deckung von X enthdlt eine abzdhlbare Teiliiberdeckung.

Beweis: Sei B eine abzihlbare Basis von X und U eine offene Uberdeckung von X. Sei B’ =
{BeB:3U €U, B c U}; da B' c B, ist B’ abzihlbar. Wihle fiir jedes B € B’ ein Ug € U mit
BcUg. Sei W ={Ug :B € B'}. U ist eine abzihlbare Uberdeckung von X: Sei x € X. Dann gibt
es Up € U mit x € Uy. Da B eine Basis ist, ist Uy eine Vereinigung von Elementen aus B, d.h.es
gibt B € B mit x € B < Uj. Also gilt B € B’ und existiert Ug € U’ mit x € B c Ug. U
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8.7. Zusammenhang. Die Rolle der Intervalle in R wird in metrischen Rdumen iibernommen
von den sogenannten zusammenhingenden Mengen, die wir jetzt kennenlernen.

8.7.1. Definition. Sei X ein topologischer Raum.

(i) X heilit zusammenhdngend, wenn es keine Zerlegung von X in zwei nichtleere dis-
junkte offene Teilmengen U,V gibt.

(ii)) A c X heil}t zusammenhdngend, falls A versehen mit der Teilraumtopologie zusam-
menhéingend ist.

X zusammenhéngend < fiir alle offenen Teilmengen U,V cX mitUNV =¢g und UUV =
X gilt U=¢ oder V=9 < @ und X sind die einzigen zugleich offen und abgeschlossen
Teilmengen von X.

A c X zusammenhéngend < fiir alle offenen Teilmengen U,V ¢ X mit A c U UV und
AnNnUnNV=¢gilt AnU=¢@ oder AnV =¢.

Beispiele:

(1) Sei f: RN {0} — R, f(x)= % Graph(f) ist nicht zusammenhé&ngend.

(i1) @ < R ist nicht zusammenhéngend. Sogar: Fiir alle x,y € Q mit x # y gibt es z ¢ Q zwi-
schen x und y. Eine Teilmenge von R mit dieser Eigenschaft heifit Diskontinuum. Die Cantor-
sche Menge ist auch ein Diskontinuum.

Und nun ein positives Beispiel:

8.7.2. Satz. A cRist zusammenhdngend genau dann, wenn A ein Intervall ist.

8.7.3. Satz. Seien X,Y topologische Riume, [ : X — Y stetig, X zusammenhdngend. Dann ist
f(X) zusammenhdngend.

8.7.4. Satz (Verallgemeinerter Zwischenwertsatz). Sei f : X — R stetig, A ¢ X zusammenhdn-
gend. Dann gibt es zu allen x,y € A und jedem c zwischen f(x) und f(y) ein z€ A mit f(z)=c.

8.7.5. Definition. Sei X ein topologischer Raum.

(i) X heilit wegzusammenhdingend, wenn es zu allen x,y € X eine stetige Abbildung
Y :la,b] — X mit y(a) = x, y(b) = y gibt (solch ein y heilit stetige Kurve).
(ii)) A c X heiBit wegzusammenhdngend, wenn (A, 0,4) wegzusammenhéngend ist.

8.7.6. Beispiel. (i) Sei (V,| - |) ein normierter Vektorraum. Eine Teilmenge A c V heil}t kon-
vex, wenn fiir alle x,y € A die Verbindungsstrecke [x,y] = {(1—-#)x+ ¢ty : t € [0,1]} in A ent-
halten ist. Zum Beispiel ist eine Kugel B,(x) in einem normierten Vektorraum konvex. Da
[0,1]3¢— (1 -t)x+ty eV stetig ist, ist jede konvexe Menge auch wegzusammenhéngend.

Hat man mehrere Punkte xg,x1,...,xz in einem NVR V so bilden die einzelnen Strecken
[x0,x1], [x1,22],. .., [xp_1,x%] zusammen einen Streckenzug:

S(x0,%1,...,%1) =[x0, 011U [2x1, 0] U [xp—1,x2].

(ii) Fir n > 2 ist R” \ {0} nicht konvex, aber offensichtlich wegzusammenhingend. Zu x,y €
R™ . {0} gibt es namlich z € R \ {0}, so dass [x,z]U[z,y] c R" \ {0}.

(iii) Fiir n > 1 ist die n-Sphére 8" = {x e R**! :x% +... +xfl +1 = 1} wegzusammenhéngend.

8.7.7. Satz. Ist X wegzusammenhdngend, dann ist X zusammenhdngend.

8.7.8. Bemerkung. Es gibt zusammenhingende Riume, die nicht wegzusammenhéngend
sind! Sei A = {(x,sinl):x > 0}, dann A = {(x,sin) : x > 0}U{(0,y) : y € [-1,1]}. A ist zusam-
menhéngend, da A = y(R;), y(x) = (x,sin %), Y stetig; dann ist auch A zusammenhingend. Aber
A ist nicht wegzusammenhéngend! Es gibt keine stetige Kurve ¢ : [a,b] — A in A von (0,0)
nach (x,y) # (0,0). Eine solche Kurve miisste zwischen den langs der x-Achse gegen 0 hin im-
mer enger nebeneinander liegenden Extremstellen mit den Werten 1, —1 hin- und herspringen!
Dies wiirde der Stetigkeit von ¢ widersprechen.
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Sei (V, | - 1I) ein NVR. Eine offene und zusammenhéngende Teilmenge D c V heilit Gebiet.

8.7.9. Satz. Jedes Gebiet D in einem NRV ist wegzusammenhdngend. Genauer: fiir jede x,y € D
gibt es einen Streckenzug [xo,x11Ulx1,x9]U...Ulxp_1,x:]1 €D wobei xg = x und x3, = y.

8.7.10. Satz. Fiir n > 2 ist R" nicht homéomorph zu R.

8.7.11. Bemerkung. (0,1) =R und (0, 1)2 ~ R? (wobei X =Y bedeutet: X homéomorph zu Y),
also sind (0, 1) und (0, 1)? nicht homéomorph zueinander. Dies ist kein Zufall:

8.7.12. Satz (Dimensionsinvarianz durch Homéomorphismen; Brouwer). Seien U c R" und
V cR™ homdbomorphe nicht-leere offene Mengen. Dann gilt m = n.

Trotzdem gibt es surjektive stetige Abbildungen ¢ :[0,1] — [0, 1]?, sogenannten Peanokur-
ven oder flachenfiillende Kurven (siehe z.B. [19]).

8.7.13. Definition (Zusammenhangskomponente, Wegekomponente). Sei X ein topologischer
Raum. Die Vereinigung aller zusammenhédngenden Teilmengen A von X, die x € X enthalten,
heiit Zusammenhangskomponente X (x) von x. Wir sprechen auch kurz von Komponenten.
Die Vereinigung aller wegzusammenhéingenden Teilmengen A von X, die x € X enthalten,
hei3t Wegekomponente von x. Ein Raum X heifit lokal (weg-) zusammenhdngend, wenn
zu jedem x € X und jeder Umgebung U von x eine (weg-) zusammenhingendende Umgebung
V c U existiert.

8.7.14. Bemerkung.

(1) Die Zusammenhangskomponenten von X sind zusammenhéingende abgeschlossene Teil-
mengen von X (siehe die Aufgabe nach Satz[8.7.4).

(2) Ist y € X(x), so gilt X(x) = X(y). Eine Komponente ist eine maximale zusammenhéngende
Teilmenge von X. Ein Raum ist disjunkte Vereinigung seiner Komponenten.

(3) Ein Punkt y ist in der Wegekomponente von x, genau dann, wenn x und y durch eine stetige
Kurve in X verbindbar sind. Eine Wegekomponente ist eine maximale wegzusammenhéngen-
de Teilmenge von X. Ein Raum ist disjunkte Vereinigung seiner Wegekomponenten.

(4) Die offenen Mengen eines NVR sind lokal wegzusammenhiingend (nach Satz [B.7.7] auch
lokal zusammenhéngend).

8.7.15. Satz.

(i) Die Komponenten eines lokal zusammenhdngenden Raumes sind offen.

(ii) Die Wegekomponenten eines lokal wegzusammenhdngenden Raumes sind offen und stim-
men mit den Komponenten iiberein.

(iii) Die Aussage (ii) trifft insbesondere fiir offene Mengen in einem NVR. Eine solche Menge
hat hochstens abzdhlbar viele Komponenten (= Wegwkomponenten) und diese sind offen. Die
Komponenten einer offenen Menge in R sind offene Intervalle.

8.8. Ubungen.

8.8.1. Aufgabe. (X1,d1) und (X2,d2) seien metrische Radume. Fiir x,y € X1 x X9 sei d(x,y) :=
max{d(x1,y1),d2(x2, ¥2)}. Zeige, dal} d eine Metrik auf X1 x X ist.

8.8.2. Aufgabe. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Beweise:

(a) Fiir alle x,y,z € X gilt |d(x,y)—d(y,2)| < d(x,2).

(b) Gilt nlim x, =x1in (X,d), so gilt r}im d(x,,y)=d(x,y) fir alle y e X.
—00 —00

8.8.3. Aufgabe. Sei (V,(:,-)) ein Skalarproduktraum. Zeigen Sie, dass fiir alle x,y € V die
Polarisierungs-Beziehungen

1
(x,yy = Z(I|x+yll2 —llx=yl?), fallsV reell,

1
(x,y) = Z(leﬂvll2 —lx-ylI2+illx+iyl2—ilx—iyl?), falls V komplex,
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und die Parallelogramm-Formel

e + y1I2 + 1 — y 1% = 201 + 11y 112).

gelten. Sei (V, ||-||) ein normierter Raum. Die Norm ||-|| ist genau dann durch ein Skalarprodukt
induziert, wenn die Parallelogramm-Formel gilt. Zeigen Sie, dass die Norm || - [|; auf R” nicht
von einem Skalarprodukt induziert wird.

8.8.4. Aufgabe. Fiir A€ M, .,(C), A =(aij)i<i j<n, definiere [|A]z:= \ / Z Ialjl
i,j=1

(a) Zeige, dall d(A,B):=|A—B|2 eine Metrik auf M,,,,(C) definiert.
(b) Sei (Ap)en, A = (@)1<i j<n, eine Folge in M., (C). Zeige, daB

lim A, =A genaudann, wenn lim a(];)

k—o00 k—o00

—aijfﬁrallelgi,jgn.

Folgere, daf} (M,,«,(C),d) ein vollstindiger metrischer Raum ist.
(c) Beweise, da3 |[ABlla <||All2-I1Bllg fiir alle A BEM,LX,L(C)
(d) Zeige, daB fiir jedes A € M,,«,(C) die Reihe exp(A):= Z k‘Ak konvergiert.
k>0
-t
ol

(f) Zeige: Wenn AB =BA ,dann exp(A +B) =exp(A)exp(B) .

(e) Berechne exp

8.8.5. Aufgabe. Sei D cC,und sei V = Gg(D,C) der C-Vektorraum der beschriankten stetigen
Funktionen f : D — C.

(a) Zeigen Sie, dass V mit der von der Supremumsnorm | - ||p induzierten Metrik ein vollstéan-
diger metrischer Raum ist.

(b) Sei D =[a,b]cRund | |1 die durch | f|1:= f: |f(x)|dx definierte Norm auf V. Ist V mit
der induzierten Metrik vollstandig?

(Tipp Betrachten Sie f, : 10,11 — C, f, = 0 auf [O 1] frn =1 auf [2 + =.1] und linear auf
1 5= ;,Q + 1] zeigen Sie, dass (f,), eine Cauchy-Folge ist, die nicht konverglert Wiirde ein
Grenzwert [ € V existieren, so konnte man zeigen, dass f = 0 auf [0, 2), f=1auf (2 ,1], so dass
f nicht stetig wéare.)

8.8.6. Aufgabe. Sei p =1, und sei /P die Menge aller Folgen (z,),cn in C mit der Eigenschaft,
dass Y02, |zy|? konvergiert. Zeigen Sie:

(a) Mit z,w € ¢? und A € C liegen auch z +w und Az in ¢, wobei Addition und Multiplikation
mit Skalaren gliedweise definiert sind. (Insbesondere ist /P ein C-Vektorraum.)

(b) Durch P 3z =(z,)ven— ll2llp := (Z?/o 1 Izvlp) ist eine Norm auf ¢? gegeben.

(c) (¢%,]l.1p) ist ein Banachraum.

8.8.7. Aufgabe. Wir betrachten die Normen |z |o = max{|z1l,...,1zxl}, I2zla = V1212 +... + |2, |2
und ||zll; = |z1|+...+|z,| auf C". Finden Sie maximale Konstanten c,,c}, und minimale Kon-
stanten C,,,C}, mit
@ cpll'lloo <M l2<Crll“ oo » ®) -l <l-le<Cl-1l1 -
1_1
Man kann zeigen, dass fiir 1 < p < q und alle x e R” gilt [[x]lq < lxll, <nr 7|xlq.

8.8.8. Aufgabe. Sei C1([0,1]) der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen auf
[0,1]. Definiere || f]l1 = fol If@®ldt, N1f1=supsepo,ylf DI, [FIN=1f(0)+supsepo 1 If'@)I.

(a) Zeigen Sie, dass |||-||| eine Norm ist.

(b) Zeigen Sie, dass eine bzgl. ||-|| konvergente Folge auch bzgl. |-||; konvergiert und dass eine
bzgl. ||| - ||| konvergente Folge auch bzgl. ||| konvergiert.

(¢) Untersuchen Sie die Konvergenz der Folgen f,(¢) = t", g,(t) = - s1nnt bzgl. der drei Nor-
men. Sind diese Normen aquivalent?
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8.8.9. Aufgabe. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Zeigen Sie, dass (X, d) vollstdndig
ist.

8.8.10. Aufgabe. Sei (X,d) ein metrischer Raum, @ € X und r > 0. Sei By (a)={xeX :d(x,a) <
r} die abgeschlossene Kugel mit Zentrum o und Radius r und sei B,(a) der Abschluss der
offenen Kugel B,(a). Zeigen Sie:

(a) B.(a)<B,(a).

(b) Ist (X, |- |I) ein NVR, so gilt B,(a) = B(a).

Gilt es Gleichheit im Allgemeinen? (Hinweis: Betrachte einen metrischer Raum mit mehr als
ein Punkt und diskreten Metrik.)

8.8.11. Aufgabe. Sei X ein Hausdorffraum und K < X kompakt. Zeigen Sie:

(a) K ist abgeschlossen.

(b) Ist F eine abgeschlossene Menge mit K NF = @, so existiert eine offene Menge U mit K cU
und U NF =¢.

Gilt (a) im Allgemeinen? (Hinweis: Betrachte einen topologischer Raum mit der groben Topo-
logie und mehr als zwei Punkten. Betrachte eine einpunktige Teilmenge.)

8.8.12. Aufgabe. Sei K ein kompakter topologischer Raum, Y ein Hausdorffraum und f : K —
Y bijektiv und stetig. Zeigen Sie, dass f ein Hom6omorphismus ist. Was 148t sich aussagen,
wenn K nicht kompakt vorausgesetzt wird?

8.8.13. Aufgabe. Seien X,Y topologische Rdume mit X kompakt. Zeigen Sie:

(a) Ist y €Y und W eine offene Menge in X xY mit X x{y} ¢ W, so gibt es eine offene Umgebung
VcYvonymit X xVcW.

(b) Ist auch Y kompakt, so ist X x Y kompakt.

8.8.14. Aufgabe. Zeigen Sie:

(a) Jede abgeschlossene Teilmenge A eines kompakten Raumes X ist kompakt.

(b) Ist (K,), eine absteigende Folge nicht-leeren kompakter Teilmengen eines Hausdorffrau-
mes X (z. B. eines metrichen Raumes) d. h. gilt K,, .1 € K,, fiir alle n € N, so ist der Durchschnitt
NrenK, nicht leer und kompakt (Cantorscher Durchschnittssatz).

8.8.15. Aufgabe. Sei X ein metrischer Raum und K < X folgenkompakt. Sei (U;);cs eine Fa-
milie offener Mengen in X mit K cJ;c; U; . Zeigen Sie:

(a) Es existiert eine Zahl r > 0, so dass es zu jedem x € K ein i € I mit B,(x) c U; gibt.

(b) Zu jedem r > 0 gibt es endlich viele x1,...,x; in K mit K < B,(x1)U...UB(xz), d.h. K ist
total beschriankt.

(Bemerkung: (a) und (b) ergeben offensichtlich einen Beweis dafiir, dass folgenkompakte Teil-
mengen metrischer Rdume kompakt sind, d.h. die Implikation (ii)< (@) in Satz Aussage
(a) heifit auch das Lebesgue-Lemma und r heiit Lebesgue Zahl der Uberdeckung (U;);er.)

8.8.16. Aufgabe. Sei (V,| -|) ein normierter Vektorraum und U C V ein abgeschlossener Un-
terraum.

(1) Fiir v € V definieren wir den Abstand von v zu U durch d(v,U) = inf{|lu —v| | u € U}.
Zeigen Sie, dass d(v,U) >0, fallsv ¢ U.
(i1) Sei § > 0. Dann existiert ein v € V mit |lv|| =1 und d(v,U)=1-6.
(ii1) Sei W cV ein endlichdimensionaler Unterraum, d.h. dim W < oo.
Zeigen Sie, dass W abgeschlossen ist.
(iv) (Satz von Riesz) Die Einheitskugel B = {v € V | |lv|| < 1} ist genau dann kompakt,
wenn dimV < co.

8.8.17. Aufgabe. (Abstand zwischen zwei Mengen) Sei (X, d) ein metrischer Raum.
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(1) Sei A c X. Zeigen Sie, dass X 3x— d(x,A):= ingd(x,a) € R Lipschitz-stetig ist.
aec

(2) (a) Seien A,B c X abgeschlossene Mengen mit A NB = @. Sei
d(x,A)
d(x,A)+d(x,B)
Zeigen Sie, dass f stetigist, 0 < f <1, A=/"10), B=f"1).
(b) Zeigen Sie, dass zwei offene Mengen U,V c X existieren, mit AcU,BcV,UNV =g.
(3) Fiir A,B c X definiere d(A,B)=infld(x,y):x€ A,y € B}.
(a) Sei K ¢ X kompakt, F' ¢ X abgeschlossen, K N F = @. Zeigen Sie, dass es xg € K gibt mit
d(xo,F)=d(K,F)und d(K,F)>0.
(b) Seien K, L < X kompakte Teilmengen. Zeigen Sie, dass es x1 € K1,x9 € K9 gibt mit d(K,K9) =
d(x1,%2).
(4) Sei (X,d) = (R",d2).
(a) Sei F' c X abgeschlossen und unbeschriankt und f : F' — R stetig mit ||xl&moo f(x) =00 (f heilit

f:X—-R fx)=

Ausschopfungsfunktion). Zeigen Sie, dass x € F' existiert mit f(x) = in}' f(y).
ye

(b) Sei K < X kompakt, F' < X abgeschlossen. Zeigen Sie, dass x € K,y € F existieren mit
d(K,F)=d(x,y). Bleibt die Aussage wahr, wenn X ein normierter Vektorraum von unendlicher
Dimension ist?

8.8.18. Aufgabe. Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie:

(a) X ist zusammenhéngend genau dann, wenn jede stetige Abbildung f : X — {0, 1} kon-
stant ist (wobei {0, 1} mit der induzierten Topologie von ({0, 1},d9) versehen ist).

(b) Sei A c X eine zusammenhéngende Teilmenge. Falls A ¢ B c A, dann ist B zusammen-
hiangend.

(c) Sei (C;);cs eine Familie zusammenhéngender Teilmengen von X, so dass ig € I existiert,
mit C;NC;, # @ fir alle i € I. Dann ist U;c;C; zusammenhéngend.

(d) Sei (C;);c1 eine hochstens abziahlbare Familie zusammenhédngender Teilmengen von X
(hier I ={1,...,n} oder I =N), so dass fiiralle i e I ~ {1}, C;_1 nC; # . Dann ist U;c;C; zusam-
menhingend.

(e) Seien X1,...,X, topologische Raume. X x ... x X, ist zusammenhéingend genau dann,
wenn X1,...,X, zusammenhingend ist.

8.8.19. Aufgabe. Sei S" = {x € R’”llx% + .- +x%+1 = 1} die n—Sphére. Zeigen Sie, dal} es zu
jeder stetigen Funktion f : S® — R, n > 1, ein Paar antipodaler Punkte x,—x € S™ existiert,
mit f(x) = f(—x).

(Beispiel: Bei jeder stetigen Temperaturverteilung auf der Erdoberfléiche gibt es antipodale
Orte, in denen gleichzeitig dieselbe Temperatur herrscht.)
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9. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNGEN

9.1. Definition und einfache Regeln. Wie fiir Funktionen einer Variablen definieren wir
die Differenzierbarkeit im Allgemeinen als lineare Approximierbarkeit mit einem Fehler, der
von hoherer als erster Ordnung verschwindet.

9.1.1. Definition. Seien V,W endlichdimensionale reelle normierte Vektorrdume. Sei D c V
offen, a € D und f : D — W eine Abbildung. Wir sagen, dass [ differenzierbar in a ist, falls
es eine lineare Abbildung 7' € £L(V,W) gibt so, dass

. Mf@-f@-Tx-a)l
m =

li 0
x—a lx—all
d.h. f(x)=f(a)+ T(x—a)+ pg(x), mit lim,_, ”fca_(z)” =0.

Die Abbildung 7' ist eindeutig bestimmt und heiflt Differential von f in a, bezeichnet mit
T = df(a). Wir schreiben T'(v) = df(a)-v = df(a)lv]. Die Abbildung f heif3t differenzierbar
in D, falls f in allen x € D differenzierbar ist. Die Abbildung df : D — L(V,W), x — df(x)
heift auch das Differential von f.

9.1.2. Bemerkung. (1) Sei V =R, D = I ein Intervall, W = C = R2. In Satz [5.6.1 haben wir

gesehen, dass f : I — C differenzierbar ist (im Sinne der Analysis I) genau dann, wenn es

AeCund p:I — C gibt mit p(a) =0 und lim,_., Hz(_x;” =0 so, dass f(x) = f(a) + A(x —a) + p(x);

und dann ist A = f'(a). Jede lineare Abbildung T € L(R,C) hat die Gestalt T'(¢) = A - ¢ fiir alle

t € R, wobei A = T'(1) € C. Daraus folgt: Die Funktion f ist differenzierbar in (a)im Sinne der
p(x

Analysis I genau dann, wenn es T € L(R,C) und p : I — C gibt mit lim,_., =7 = 0 so, dass

f(x) = f(a)+T(x—a)+p(x), also genau dann, wenn [ differenzierbar in a im Sinne der Definition
@LTist. Hierbei gilt |df(@)-v=f"(a)v].

(2) Wie in Analysis I ist T' = d f(a) die beste lineare Approximation von f in der Nidhe von
a. Dies hat die folgende geometrische Deutung. Sei D c R*, f : D — R. Dann ist Graph(f) =
{(x,%p4+1) €ER™ 1! : 5,1 = f(x)} eine Hyperflache in R**!. Der Graph der Abbildung x — f(a)+
T'((x —a) ist eine affine Hyperebene

(&, 2041 R 1211 = f@) + T(x - )},
genannt Tangentialebene an die Hyperfliche Graph(f) im Punkt (a, f(a)).

9.1.3. Satz. Sei D cV offen, a € D und [ : D — W differenzierbar in a. Dann gilt:
(i) Das Differential is gegeben fiir alle v eV durch
df(@)-v :%h%f(aﬂl;)—f(a).

Insbesondere ist d f(a) eindeutig bestimmdt.
(ii) f ist stetig in a.

9.1.4. Beispiele.

(1) Eine konstante Abbildung f : D — W ist differenzierbar in D, und df(x) =0 € L(V ,W) fuir
alle xe D.

(2) Eine lineare Abbildung T € £(V,W) ist differenzierbar und dT(x) =T € L(V,W) fiir alle
x € V. Daher ist dT eine konstante Abbildung mit Werten in £(V,W); ihr Wert ist aber die i.A.
nicht konstante Abbildung 7T'.

(3) Seien V7,...,V,,W endlichdimensionale normierte Vektorrdume. Dann ist jede multilineare
Abbildung T': V7 x ... xV,, — W stetig. Daraus folgt, dass T differenzierbar ist und

dT(xq,...,x)v1,...,05]1 =T (1,%9,...,%,) + T(x1,V2,%3,...,Xp)+ ...+ T(x1,...,%n-1,Un)-

Als Beispiel betrachten wir det : M, «,(R) — R. Fur A € M,,«,(R) schreiben wir A =(a1,...,a,)
wobei a1,...,a, € R” die Spalten von A sind. Wir haben einen Isomorphismus M, ,,(R) —
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R x...xR* A~ (a1,...,a,) ER" x...xR". Damit ist die Abbildung det: R" x ... x R* — R eine
multilineare Abbildung. Sei H € M,,»,(R). Dann gilt

n
d(det)(A)-H = det(hl,az,. . .,an)+ cee +det(a1, .. .,an_l,hn) = Z hiinj,
ij=1
wobei A ;; die Kofaktoren (algebraische Komplementen) von a;; in A sind. Wenn A*=(A JiN<i,j<ns

die Adjunktenmatrix Matrix ist, so folgt
d(det)(A)-H =Tr(A*-H).

Wir befassen uns nun mit Differentiationsregeln. Die erste Regel besagt, dass wir die
Frage der Differenzierbarkeit einer Abbildung mit Werten in einem Produkt auf die Differen-
zierbarkeit der einzelnen Komponenten der Abbildung reduzieren kénnen.

9.1.5. Satz (Reduktionsregel). Sei D cV offen, und seien f :D — W1, g : D — Wo Abbildun-
gen. Die Abbildung (f,g) : D — Wy x Wy ist differenzierbar in a genau dann, wenn f und g
differenzierbar in a sind. In diesem Fall gilt: d(f,g)a)=(df(a),dg(a)).

9.1.6. Folgerung. Eine Abbildung f :D — R™, f =(f1,...,[m) ist differenzierbar in a genau
dann, wenn f1,..., fm differenzierbar in a sind.

Als néachstes zeigen wir, dass die Menge E = {f : D — W : f differenzierbar in a} ein Unter-
raum des Vektorraums aller Abbildungen von D nach W ist und die Abbildung f — df(a) eine
lineare Abbildung von E nach £(V,W) ist.

9.1.7. Satz (Linearitat). Seien f,g:D — W differenzierbar in a, und seien a,f € R. Dann ist
die Abbildung af + g :D — W differenzierbar in a, und

d(af +pg)a)=adf(a)+ pdgla)e L(V,W).

Die Kettenregel ist die meist benutzte Differentiationsregel. Sie schléigt die Briicke von der
eindimensionalen zur mehrdimensionalen Analysis und gibt uns die Moglichkeit, zentrale Sét-
ze wie den Mittelwertsatz und den Taylorschen Satz ohne grofle Miihe auf n Variablen zu
verallgemeinern.

9.1.8. Satz (Kettenregel). Seien V, W, Z endlichdimensionale normierte Riume, D cV,GcW
offen, f :D — W, g :G — Z Abbildungen, f (D) cG. Ist f in a € D differenzierbar, gin f(a)e G
differenzierbar, soist gof : D — Z in a differenzierbar, und

d(gof)a)=dg(f(a)edf(a)e L(V,Z).

9.1.9. Satz (Leibniz-Regel). Seien f1,f2: D — Wi, Wy differenzierbar in a € D, und sei ¢ :
W1 x Wy — Z bilinear. Dann ist ¢(f1, f2) : Z — D differenzierbar in a und
do(f1,fo)a)-h = p(dfi(a)-h,fa(a)) + o(f1(a),d fa(a) - h)

Beweis: ¢(f1,f2) ist die zusammengesetzte Abbildung D (rf) W1 x Wy 2. 7. Nach der Ket-

tenregel folgt: ¢(f1, f2) ist differenzierbar in a, und

do(f1,fe)a)-h =de(fi(a), fo(@))-(dfi(a)-h,df2(a)-h) = p(df1(a)-h, fo(a)) + @(f1(a),d fa(a) - h).
9.1.10. Satz (Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung). Es seien D c V und G c W offene
Teilmengen und [ : D — G eine Abbildung mit folgenden Voraussetzungen:
(i) f ist bijektiv;
(ii) f ist in a € D differenzierbar und die Ableitung df(a):V — W ist bijektiv;
(iii) die Inverse f~1:G — D istin b :=f(a) stetig.

Dann ist f~1 in b differenzierbar, und

d(f Hb)=df@) ]
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9.2. Richtungsableitungen und partielle Ableitungen.

9.2.1. Definition. Sei D cV offen,a €D und f:D — W. Sei v € V. Existiert der Limes

f(t7t+t‘v)—f(0t)€
¢

0, f(a)=lim W,
t—0

so heifit 0, f(a) die Richtungsableitung von f in a in Richtungv e V.
Sei nun V = R" und {ey,...,e,} die Standardbasis. f heilt partiell differenzierbar in a
bzgl. der i-ten Koordinatenrichtung, falls die Richtungsableitung

0
—f(a) :=0,f(a):=0,,f(a),
0x;

existiert und 0; f(a) heif3t die i-te partielle Ableitung von f in a.

Die Funktion f heil3t partiell differenzierbar, falls 9; f (x) fiir jedes x € D und jedes 1 <i<n
existiert.

9.2.2. Bemerkung. Die Richtungsableitungen einer Funktion f : D — W kann man als ge-
wohnliche Ableitungen von Funktionen einer Verdnderlichen interpretieren. Sei r» > 0 mit
B.(a)cD.Firl|tl<e= ﬁ ist a +tv € B,(a) c D. Wir definieren die Kurve y : (—¢,e) — D, y(¢) =
a+tv. Dannist 8,f(a)=(foy)(0)e W. Wenn V =R" und v = e;, so ist y(¢) = (a1,...,a;+t,...,a,)
und

flai,...,a;+t,...,a,)— f(a)

; )

d.h. 9;f(a) ist die Ableitung bzgl. der Variablen x;, wenn man x1,...,%;_1,%X;+1,...,X, festhalt,
d.h. als Konstanten auffasst. Deshalb gelten fiir die partiellen Ableitungen analoge Rechenre-

geln wie fiir die gewohnlichen Ableitungen.

0if(a)= }13»%

Der Fall V =R ist sehr einfach.

9.2.3. Lemma. Sei V =R. Dann ist f : D — W in a partiell differenzierbar genau dann, wenn f
in a differenzierbar ist. Wir notieren dann

0 d .

—f(a) = —f(a) :=f(a):=f"(@)eW,

O0x dx
und es gilt df (a)-v=f'(a)-v fiir alle v € R, wobei f'(a)-v das Produkt des Vektors f'(a) e W mit
dem Skalar v € R ist.

Sei D c R ein Intervall. Dann heif3t eine Abbildung f : D — W eine Kurve in W. Ist f diffe-
renzierbar, so heit der Vektor f'(a) € W Ableitung (und f(a) Geschwindigkeitsvektor) zu f
im Punkte a. Geometrisch ist f(a) der Tangentialvektor in f(a) an das Bild f(D) der Kurve f.
Das Differential d f(a) ist einfach die Multiplikation mit f'(a). Diese simple Beschreibung von
df(a) ist aber nur dann moglich, wenn V =R ist.

fi
Ist V=R" und f:D — R™, so schreiben wir f =| : |=(f1,.. . fm)T als Spaltenvektor.
fm
Offensichtlich ist
91 (q)
af Oxi.
—(a)= :
0x; of,
o (@)
.. 9 rcosd .
Beispiel: f:Ry xR— R=, f(r,9) = . ; dann ist
rsind

E(r,f)): sind _1‘)(r’8)= rcosd

of (cosﬂ) of (—rsinﬂ)
b 6 .
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9.2.4. Satz. Ist [ in a differenzierbar, so existieren die Richtungsableitungen 0,f(a) fiir alle
veV, und es gilt

df@=df@-v|.

Ist V =R", so gilt

LN
df(a)-v= Z a—f.(a)-vi .

i=10%i

0
Ist W =R, so hat df(a) € L(R",R) die Darstellung df(a) = Za—j:_(a)e:‘, wobei {e],...,e,} die

duale Basis in L(R",R) zur Standardbasis in R" ist, d.h. e} (v) = vil: pr;(v) fir alle v € R*. Wir
betrachten nun pr; als die ,Funktion x;“ x — x;(x) = x;; sie ist eine lineare Funktion, also
dx; = pr; = e;. Wir haben daher die klassische Schreibweise

df(a)=) —(a)dx;.

f FZI o i

9.2.5. Definition. Seien V =R"”, W =R™, D c R" offen, a € D und f : D — R™. Die Jacobi-
Matrix J¢(a) € M, «,(R) von f in a ist die assoziierte Matrix zu df(a) € L(R",R™) bzgl. der
kanonischen Basen B,C von R", R™, also: Jr(a) = Mg(df(a)).

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass die Spalten der Matrix M g(d f(a)) die Vektoren
df(a)-e;=0,,f(a)= 3L (a) sind. Also

0 0
O—Z(a) %(a)
0 0 "
J@=(La,.. Lw)=| :
0x1 0xp, of,. of
a—xl(a) o (a)
und
of1 of1
a—xl(a) E(a) v1
df(a)-v=dJr(a)-v= : : :
% Ofm Un
o1 (a) ... 9z, (a)

Merkregel zur Bildung der Jacobi-Matrix: Komponenten untereinander, Ableitungen von links
rcos 19) 1t

nach rechts. Beispiel: Fiir f : R, xR — R2, f(r,0) = ( . gi
rsind

cosd —rsind
sind rcos? |’

Jr(r,9) = (
Betrachten wir einige Spezialfille:
e Falls n=m =1, soist Jr(a) = f'(a) € M1x1(R) =R die Ableitung einer reellen Funktion
von einer reellen Variablen.
f1 fi(@)
e Fallsn=1,f=| : |, soist Jr(a)= : =f'(a) € M, 1(R) =R™ (vgl. @.2.3).
fm f 721 (a)

e Falls m =1, so ist f eine skalare Funktion, und J¢(a) € M1.,(R) =R" ist ein Zeilenvek-

tor in R”.
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9.2.6. Definition. Sei f : D — R differenzierbar in ¢ € D. Dann heif3t

of
a—xl(a)
gradf(a):= : =Jr(a)T erR"
of
E(a)
der Gradient von f in a.
Fiir alle v € R" gilt nach Satz
U1
9.1) df(a)-v=01f(a),...,0,f(@)-| : |= (gradf(a),v).
Un

Der Gradient grad f(a) ist derjenige Vektor in R”, der bzgl. des euklidischen Skalarprodukts (-,-)
dual zur Linearform df(a):R" — R ist. Da grad f(a) hierdurch eindeutig bestimmt ist, kann gut
als basisfreie Definition des Gradienten dienen.

Die Gradientenabbildung (auch Gradient genannt) D — R", x — grad f(x) ist ein Speziallfall eines
Vektorfeldes (im Sinne des Mathematikers), d.h. einer Abbildung F : D — R", oder Feldes (im Sinne des
Physikers), d.h. jedem Punkt x € D wird der Vektor grad f(x) angeheftet.

Beispiel: Fur f:R* — R, f(x) = lxl? = (x,x) = x% +...+x% ist 0,/ (x) = 2x; und grad f (x) = 2x.

9.2.7. Satz. Ist f : D — R in a differenzierbar, so gilt 0,f(a) = {(v,gradf(a)). Die Richtungs-
ableitungen 0,f(a) mit v € R", ||lv| = 1, nehmen genau die Werte zwischen —|gradf(a)| und
lgrad f(a)ll an. Der grifite Wert | grad f(a)ll im Falle grad f(a) # 0) wird genau in der durch
grad f(a) bestimmten Richtung v = grad f(a)/||grad f (a)|| angenommen.

9.2.8. Satz (Umschreibung der Kettenregel). Seien D cR*, G cR™ offen, f :D —R™, g:G —
R? Abbildungen, f(D)c G. Ist f in a € D differenzierbar und g in f(a) € G differenzierbar, so
ist gof :D — R’ in a differenzierbar, und es gilt

9.2) | Jgor(@) = Ig(f (@) Ip(@) |
Aquivalent dazu:
o(gofk ﬁ
ox; ——(a )—lea (f(a))- (a)

fiiralleie{l,...,nYund ke{1,...,¢}.

Ist I c R ein Intervall, y: I — D c IR” eine differenzierbare Kurve und f : D — R™ eine
differenzierbare Abbildung, so folgt aus (9.2):

(f o) () = (f Y)(t )= Z a—f(}f(to)) —(tp), dh. (f o) @) =df(y(to)) -y (¢0).
Jj=1

Insbesondere fiir m = 1 nach (9.1):
(f o) (¢0) = { grad f (y(¢0)),y'(t0)).

9.2.9. Satz. Ist f : D — R differenzierbar in D, so steht grad f senkrecht zu den Niveaumen-
gen von f:Ist Ny ={xeD:f(x)=c}=f"ec) fiir ce R und Y :I — N, (I c R Intervall) eine
differenzierbare Kurve in N, so gilt grad f(y(t)) L y(¢).

Somit gilt: Ist grad f(a) # 0, so weist grad f(a) in Richtung des stirksten Anstiegs von f in a, und
[lgrad f(a)| ist dieser stiarkste Anstieg. Ist die Funktion f die Hohenfunktion in einer Landschaftskar-
te, so weist der Gradient dorthin, wo es von @ aus am steilsten aufwirts geht. Diese Richtung steht
senkrecht zu den Hohenlinien.
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Bisher wurde vorausgesetzt, dass das Differential an einer Stelle existiert. Dann existieren
dort die partiellen Ableitungen nach Satz Umgekehrt erhebt sich die Frage, ob aus der
Existenz der partiellen Ableitungen die Existenz des Differentials gefolgert werden kann. Die
Umkehrung des Satzes[@.2.4ist aber falsch. Sei f : R? — R definiert durch

xy2

fla,y)=14 22 +y*’
0, falls (x,y)=1(0,0).

falls (x,y) #(0,0),

Dann existieren alle Richtungsableitungen 9,/ (0,0), aber f ist nicht stetig in (0,0), also erst
recht nicht differenzierbar.

9.2.10. Satz (Hauptkriterium fiir Differenzierbarkeit). Seien D c R" offen, a € D, f : D —
R™ eine Abbildung. Falls in einer Umgebung U von a alle partiellen Ableitungen 01f,...,0,f
existieren und in a stetig sind, so ist [ in a differenzierbar.

9.2.11. Beispiel. Sei f :R; xR — R2, f(r,9) = (rcos9, rsin?d). Dann gilt

of (cosﬂ) of (—r sim‘))

E(r’ﬁ): sind %(r,f)): rcos?d

of o
6_f’ £ sind stetig (sie haben stetige Komponenten). Daher ist f differenzierbar und
r

h cosd -—rsind||(h hcos?9—krsind
dPy(r, )-(h, k) = I, (r, 6)- (k) B (sinf) rcosd ) (k) B (hsin19+krcosf)) |

und

9.3. Mittelwertsatz und Schrankensatz. Sei D c R" offen. Fiir reellwertige Abbildungen
mehrerer Variablen f : D — R konnen wir ein genaues Analogon des MWS fiir reellwertige
Funktionen einer Variablen (Satz[5.3.6] Analysis I) beweisen:

9.3.1. Satz. Sei f : D — R differenzierbar, und seien a,b € D so, dass die Verbindungsstrecke
[a,blin D liegt. Dann gibt es ¢ € [a,bl mit f(b)—f(a)=df()-(b—a).

9.3.2. Folgerung (Konstanzkriterium). Ist D c R" offen und zusammenhdngend, f : D — R™
differenzierbar und df(x) =0 fiir alle x € D, so ist f konstant.

9.3.3. Bemerkung. Wenn D nicht zusammenhéngend ist, wird die Folgerung falsch.

9.3.4. Bemerkung. Ist f : D — R™, m > 1, differenzierbar, so gilt das Analogon des MWS
i.A. nicht. Beispiel: f : R — R2, f(t) = (cost,sint). Dann f(27) — f(0) = (0,0) aber Jr(§) =
(_Sm‘r fiir alle ¢ € [0,2n], also df(E)(2r - 0) = 27 - (_Sm"r

cosé cos¢
wiire cos? ¢ +sin? ¢ = 0). Ein Ersatz fiir den Mittelwertsatz bei vektoriellen Werten ist eine Ab-
schatzung des Abstandes | f(b) — f(a)|| mit Hilfe der Norm des Differentials df. Dies kommt
im Schrankensatz zum Ausdruck.

) # (g) fur alle ¢ € [0,27] (sonst

Dazu definieren wir zunédchst das Integral vektorwertiger Kurven. Fiir eine stetige Kurve

b b b
fy(t)dt::(f 7/1(t),...,f Ym(®)dt).

Wir integrieren also eine stetige Kurve in R komponentenweise. Damit beweisen wir in Satz

Y :la,b] — R™ setzen wir

©.3.5l eine Version des Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung: Sie leistet
einen Aufbau der Differenz f(b) — f(a) aus den Differentialen ,,dazwischen®.
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9.3.5. Satz (Integraldarstellung des Funktionszuwachses). Sei f : D — R stetig differenzier-
bar, a,b € D mit [a,b]l < D. Dann gilt

1
f(b)—f(a)zf dF (1= a+tb)-(b-a)dt
0
1n af
—fo kglm((l—t)a+tb)-(bk—ak)dt.
9.3.6. Lemma (Abschéitzungsregel).

b b
|f Y(t)dt||<fa Iyl de.

9.3.7. Satz (Schrankensatz). Sei f : D — R™ stetig differenzierbar, a,b € D mit [a,blcD. Dann
gilt

1£(B)-f(a)l < sup Idf((1-t)a+td)l,pllb—all.
te[0,1]

Ist K c D konvex und kompakt, so ist f|g Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten supg lld f (x)lp.
Dabei ist |df(x)|op die Operatornorm von d f(x) € L(R",R™) ist, definiert bzgl. der euklidischen
Normen auf R” und R™.

9.3.8. Bemerkung. Weil f stetig differenzierbar ist, ist df : K — L(R"™,R"™) stetig und auch
Idfllop: K — R stetig; da K kompakt ist, gilt sup, [[df(x)ll,p = maxglldf],p < co.

Wie berechnet man die Operatornorm explizit? Die lineare Abbildung df(x) € L(R",R™) ist gegeben
beziiglich der Standardbasen durch die Jacobi-Matrix o = J¢(x) € My, <, (R). Sei J T die transponierte
Matrix. Dann ist J7 J eine symmetrische n x n Matrix, und ||df(x)l,p ist die Wurzel aus dem Maximum
der Eigenwerte von J7J.

Ist £ :R" — R, so gilt [|df(x)op = llgrad f(x)]| = (X7, 10; £ (x)I?)
Eine Anwendung des Schrankensatzes ist der Satz tiber Vertauschung von Grenzwert und
Differential. Eine Folge von Abbildungen [}, : D — R™ konvergiert lokal gleichmdifig gegen
eine Abbildung f : D — R™, wenn es zu jedem Punkt a € D eine Umgebung U von a in D gibt,

12

so dass f3|y gleichméBig gegen f|y konvergiert.

9.3.9. Satz. Sei [, : D — R™ eine Folge stetig differenzierbarer Abbildungen, und seien f :
D —R™ g:D— LR*,R™). Gilt f, — [ und df, — g lokal gleichmdfig fiir k — oo, so ist
f stetig differenzierbar mit df = g.

9.4. Hohere Ableitungen und der Satz von Schwarz.

9.4.1. Definition. Sei f :D c R"* — R™ eine Abbildung, und seien i, € {1,...,n}. Die partielle
Ableitung 0, f existiere auf ganz U. Falls die i-te partielle Ableitung zu 0;f in a existiert, so
heifit 0;(0;f)(a) eine partielle Ableitung 2. Ordnung in a.

Schreibweisen:
*f . Pf _an
3,05, (@):=0;;f(a):=0;(0;f)a), 52 (@):=0;f(a):=0;(0;f)a).

Beispiel: Seien D :=R, x RcR? und f : D — R definiert durch f(x,y) := x?. Dann

0 02

—f(x,y) =yx' 1, —f(x,y):xy‘1+ylogx—xy‘1,
0x 0yo0x

of ? -1 -1
—(x,y) =logx-x”, (x,y) =21+ yx¥ logx,
oy 0x0y

ﬁ(x ) =y(y - Dx¥~? ﬁ(x )=1logx-logx-x”
5,2 0V =y » Y :
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9.4.2. Bemerkung. Das Beispiel erweckt den Eindruck, als sei die Reihenfolge der partiellen

Ableitungen fir das Ergebnis nicht entscheidend, beispielsweise a‘fay = aa;;x oder 9;;f =0;if.
Im Allgemeinen gilt aber d;;f # d;; ! Fiir ein Beispiel siehe Aufgabe

9.4.3. Satz (Satz von Schwarz). Sei D c R” offen, und seien i,j€{1,...,n}, a € D. Die Abbildung
f :D — R™ besitze auf D die partiellen Ableitungen 0,f,0;f und 0;;f. Auflerdem sei 0;;f in a
stetig. Dann existiert auch 0j;f(a), und es gilt 0;;f(a) = 9;if (a).

Beweis: O.B.d.A.n=2,a=(0,0),i=1, j=2. Dann gilt:

1
02(01/)(0,0) = ]11111(1) 7 [(Olf)(O,h) —(01/)0,0)

o L FEB - FOR) L f(R,0) - £(0,0)

= 11m — hm——hm—]
h—0h Lk—0 k k—0 k
1

= lim lim o= [ £(,1) = F(0, k) = £k, 0) + £(0,0)

Sei zunidchst £ und A fest. Nun verwenden wir den Mittelwertsatz fir g, (y) := f(k,y)— (0, y):
f(k,h)=f(0,h)~ f(k,0)+ £(0,0) = g1(h) - g¢(0) = hg}, (1)

fiir ein 7 zwischen 0 und h. Aber g}e (n) =02f(k,n)—02f(0,n). Setze r(x) = 02f (x,n). Wir verwen-
den erneut den Mittelwertsatz: r(k)—r(0) = kr'(¢) = k01(02f)(&,n) fiir ein ¢ zwischen 0 und k.
Also: Fiir alle &,k gibt es &,n (mit ¢ zwischen 0 und %, sowie 1 zwischen 0 und &) mit

[f(k,h)—f(O,h)—f(R,0)+ f(0,0)]=hkd1(02f)(,m)
Da 0102f stetig ist und ¢,n — 0 fiir £,~2 — 0 gilt, folgt:
02(01£)(0,0) = %E%}{%al(azf)(f,ﬂ) =01(021)(0,0). [

Die Aussage des Satzes von Schwarz trifft insbesondere fiir zweimal stetig differenzierbaren
Funktionen zu (siehe Def. [9.4.5).

9.4.4. Definition. Fiir iq,...,i; €{1,...,n} definieren wir eine partielle Ableitung k-ter Ord-
nung in Richtungen x; ,x;,,...,x;, durch 0;,..;, f = 0;,(---(0;,_,(0;,f))---), falls f auf U in Rich-
tung x;, differenzierbar ist, 0;,f auf U in Richtung x;, , differenzierbar ist etc.

Schreibweisen:
ok f
m :=0jyiy [ 1= 01, (- (03, B3, ) +),
o' f —glf e ' ) .
—:=0,f:=0;0;...0; f, fir £ €Ny (wobeid;f :=f),
ox?! .
' (—-mal
ot f

m:z@?---@ff}”, fﬁr€€N0,€1+...+€n=k.
1 0%y

9.4.5. Definition. Sei D c R” offen und £ € N.

(i) Eine Abbildung f : D — R™ heil}t k-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen
Ableitungen bis zur Ordnung £ von f existieren und stetig sind. Wir bezeichnen mit
C*(D,R™) den Raum der k-mal stetig differenzierbaren Abbildungen von U nach R™.

(i1) Eine Abbildung f : D — R™ heilit unendlich oft differenzierbar oder glatt, wenn
fiir alle £ € N alle partiellen Ableitungen 9;,..;, f existieren und stetig sind. Wir bezeich-
nen mit C*°(D,R™) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Abbildungen von U
nach R™.

Offensichtlich gilt
COD,R™) > CY(D,R™) > C3(D,R™) >...5 CHD,R™) > (D, R™) > ...
und C®°(D,R™) = NpenCR(D,R™).
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9.4.6. Bemerkung. Mit dem Satz von Schwarz zeigt man induktiv: Ist f € C*(D,R™), so
spielt die Reihenfolge der partiellen Ableitungen in 0;,...;, f keine Rolle: Fiir jede Permutation
U1,-.-,Jr) von (iq,...,1) gilt ajl...jkf =0;,..;, f auf D.

Eine wichtige Rolle in der Analysis, partielle Differentialgleichungen, mathematische Phy-
sik usw. spielen die Differentialoperatoren. Als Beispiel betrachten wir Der Laplace-Operator

9.3) A:C*(U,R)— COU,R), Af:=011f +...+0nnf.
wobei U c R" offen ist.
9.4.7. Definition. Sei f € C2(D,R), D c R” offen, @ € D. Dann heifit die Matrix

011f(@) ... 01nf(a)
H¢(a):= :
anlf(a) cee annf(a)

Hesse-Matrix zu f in a . Die Bilinearform
d?f(a):R" xR" — R, (u,v)— 0,(0,f)(a).
heiflt Hesse-Form oder Differential zweiter Ordnung zu f in a .

Wegen des Satzes von Schwarz ist Hr(a) symmetrisch, d.h. d;;f(a) = 0;;f(a). Daher ist die

Hesse-Matrix die Jacobi-Matrix des Gradienten: Hy(a) = Jgraqr(a). Die Hesse-Form ist wohl-

definiert, da 0, f =v101f +...+v,0,f differenzierbar ist; daher ist d,,(9, f )(a) linear in u und v.
Es gilt

n n
d* f@)w,v)= Y ujv;d*f(a)ei,e))= Y u;v;d;f(@)=u’Hrla).
i,j=1 i,j=1
Also hat die Bilinearform d?f(a) beziiglich der Standardbasis {e1,...,e,} die Matrix H rla).
Insbesondere ist d2f(a) symmetrisch. Wir werden sehen, dass die Hesse-Matrix bei der Ex-
tremwertbestimmung eine wesentliche Rolle spielt.

9.4.8. Lemma. Sei D c R" offen und f € C*(D,R™). Dann gilt fiir alle v1,vg,...,v, € R™:
n
avlvz...ka(a)32601(---(aka)---)(a): Z Ulivaiz"'Ukikailiz...ikf(a)'
i1,ig,ip=1

9.4.9. Definition. Sei f € C*(D,R™) und @ € D. Die multilineare Abbildung

d*f@):R" x...xR" — R™,
n

(U1502>"'7Uk)'_)avlvg...ka(a): Z Ulivaiz"'Ukikailiz...ikf(a)
11,02,...,0p=1

heiBt Differential k-ter Ordnung zu f in a . Nach Bemerkung[@.4.6list d* f(a) symmetrisch.

9.5. Die Taylorformel. Sei D c R" offen, f € Ck(D,R™), a € D. Fiir 1 < r < k betrachte die
multilineare Abbildung d”f(a). Fiir v1 =vg =... =v, = v setzen wir

d"f(@)-v" :=d" f(a)w,v,...,v).
9.5.1. Definition. Sei f € C?*}(D,R) und a € D. Das Polynom

Tpaf )= fla)+ ldf(a)(x —a)+ ldzf(a)(x —a)P+ .+ ldpf(a)(x —a)?
’ 1! 2! p!

heif3t p-tes Taylorpolynom zu f ina € D.
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Fir a =(azy,...,a,) €Nj und v € R" schreibe
lal:=a1+...+ap, ali=ail---a,!, v¥=v{'-vy",
und setze:

o+ 09 9% o'f
—, 0%f =900 f = = .
axf ! 1 n ! oxy'  Oxp" f ax‘fl - Ox"

He.
f =

9.5.2. Lemma. Es gilt
r (r) _ r! a a
d f(a)- v’ = E —‘6 f(a)v®.

lal=r &
9.5.3. Satz (Taylorformel). Sei f € CP*Y(D,R), und seien a,x € D mit [a,x] c D.
(1) Taylorformel mit Lagrange-Restglied: Es gibt & € [a,x] mit
1
(p+D!
1 1
=) —0'fl@-a)+ ) —0f(Ox-a).

lal<p & lal=p+1 &

f@)=Tpof (x)+ dPF©)- (x— )Pt

(1) Taylorformel mit Integralrestglied: Mit x = a + h gilt:
1 r1
f@)=Tpaf @)+~ f (1-PdP* f(a+th)h ™V dt
p:Jo

1 1 1
=y —'aaf(a)(x—a)“+pf0 a-o? Y —'aaf(a+th)hadt.

laj<p & lal=p+1 &
(iii ) Qualitative Taylorformel: Ist f € CP(D,R™) und a € D so gilt:

—Tpa
fx)=Tpof (x)+o0(lx —alP) fiir x — a; also iﬂ% =

9.6. Lokale Extrema.

9.6.1. Definition. Sei X ein topologischer Raum (z.B. X < R" mit der induzierten Topologie).
(i) f: X — R hat in a € X ein Maximum (bzw. Minimum), wenn f(x) < f(a) fir alle
x € X (bzw. f(x) > f(a) fur alle x € X). Man bezeichnet a auch als globales Maximum
(bzw. globales Minimum).
(i) f: X — R hat in a ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), wenn es eine
Umgebung U von a in X gibt mit f(x) < f(a) (bzw. f(x) > f(a)) fur alle xe U.
(iii) f:X — R hat in a ein strenges Maximum (bzw. strenges Minimum), wenn f(x) <
f(a) (bzw. f(x) > f(a)) fiur alle x € X ~ {a}.
(iv) f: X — R hat in a ein strenges lokales Maximum (bzw. strenges lokales Mini-
mum), wenn es eine Umgebung U von a gibt mit f(x) < f(a) (bzw. f(x) > f(a)) fur alle
xe U~ A{a}.
(v) f:X — Rhatin a ein lokales Extremum, wenn f in a ein lokales Maximum oder ein
lokales Minimum hat.

9.6.2. Definition. Seien D c (V, |-||) offen und f : D — R differenzierbar. Ein Punkt a € D mit
df(a)=0€e L(V,R) heil3t kritisch oder stationr.

9.6.3. Satz (Fermatsches Kriterium fiir lokale Extrema). Sei D < (V,|-||) offen, f : D — R
differenzierbar und a ein lokales Extremum. Dann ist a ein kritischer Punkt, d.h. df(a)=0.

Das Fermat-Kriterium ist notwendig, jedoch nicht hinreichend fiir das Vorhandensein eines
Extremums (schon im Eindimensionalen bekannt). Ein 2-dimensionales Beispiel: f : R2 — R,
f(x,y)=xy, df(0,0) = 0. In jeder Umgebung U von (0,0) gibt es jedoch Punkte u,v € U mit
fw)>0>f().
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Der Linearen Algebra entnehmen wir folgende Definitionen. Eine symmetrische Bilinear-
form & :R" x R” — R heil}t
(i) positiv definit, wenn b(v,v) > 0 fir alle v # 0;
(i1) negativ definit, wenn b(v,v) < 0 fiir alle v # 0;

(ii1) indefinit, wenn v,w mit b(v,v) > 0 und b(w,w) < 0 existieren.

9.6.4. Satz (Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema). Sei D c R” offen, f € C3(D,R) und
a € D ein kritischer Punkt. Dann gilt:

(i) Ist die Hesse-Form d?f(a) positiv definit, so hat f in a ein strenges lokales Minimum.

(ii) Ist die Hesse-Form d?f(a) negativ definit, so hat f in a ein strenges lokales Maximum;

(iii) Ist die Hesse-Form d?f(a) indefinit, so hat f kein lokales Extremum in a.

9.6.5. Bemerkung.
(i) d?f(a) ist positiv definit (bzw. negativ definit, indefinit) genau dann, wenn H (@) positiv
definit (bzw. negativ definit, indefinit) ist.
b1 bis

ba1 bz

Wenn 611 >0 und det H > 0, dann ist H positiv definit.

Wenn 611 <0 und det H > 0, dann ist H negativ definit.

Wenn det H < 0, dann ist H indefinit.
(ii1) Sei H € M, «,(R) symmetrisch. Dann gilt:

H ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte positiv ( > 0) sind.

(i1) Sei H € My, 2(R) symmetrisch, H = (

H ist negativ definit genau dann, wenn alle Eigenwerte negativ ( < 0) sind.
H ist indefinit genau dann, wenn Eigenwerte A, u von H mit A > 0 und u < 0 existieren.

9.7. Extremwertbestimmung. Sei f € C?(D,R). Gesucht sind die lokalen Extrema von f.
Bestimme die kritischen Punkte, d.h. die Lésungen des Systems:

of \y_ _9f . _
a—xl(x)—...—axn(x)—O.

Sei a ein kritischer Punkt. Berechne die Matrix Hy(a) und deren Eigenwerte.
o Alle Eigenwerte sind positiv ~~ a ist ein strenges lokales Minimum.
o Alle Eigenwerte sind negativ ~ a ist ein strenges lokales Maximum.
o Es gibt positive und negative Eigenwerte ~~ a ist kein lokales Extremum.

o 0 ist Eigenwert ~» Wir konnen nicht entscheiden und miissen eventuell eine Tay-
lorformel hoherer Ordnung benutzen.

Dann betrachtet man ggf. andere kritische Punkte.

9.7.1. Beispiel. Sei [ :R?2 — R, f(x,y) =23 + 2% + y%; grad f(x,y) = (3x2 + 2x,2y) = (0,0) genau
6x+2 0

dann, wenn (x,y) € {(0,0),(—%,O)}. Die Hesse-Matrix ist: Hy(x,y) = ( 0 9

) mit H7(0,0) =

0
lokales Minimum, und (—%,O) ist kein lokales Extremum.
Punkte (x, y) € R% mit df(x,y) =0 und H £(x,y) indefinit heien Sattelpunkte.

(i g) positiv definit und H f(—§,0) = ( g) indefinit. Daraus folgt: Der Punkt (0,0) ist ein

9.7.2. Beispiel. Betrachte die Funktion f :R2 — R, f(x, y) = x*+y%—4x%-3y%+3y; grad f(x, y) =
(4x3 - 12x2,3y? =6y + 3) = (0,0) genau dann, wenn (x, y) € {(0,1),(3,1)}. Es ist

12x2 + —24x 0 0 0 36 0
H = H:0,1)= H0,1)= i
£(x,y) ( 0 6y—6)’ £(0,1) (O O)’ £(0,1) (O O)

In beiden Fillen ist 0 ein Eigenwert der Hessematrix und das Kriterium[9.6.4] gibt keine Aus-
kunft. Wir studieren daher das Vorzeichen der Differenzen f(x,y)— f(0,1) und f(x,y)—f(3,1).
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Fiir ein Polynom P gilt P(x) = T} ,P(x) fiir alle £ > grad P, d.h. wir kénnen das Polynom nach
der Potenzen von x1 —ay,...,x, —a, entwickeln. Also f(x,y) — £(0,1) = x* — 4x% + (y — 1)? und
dieser Ausdruck ist > 0 in allen Punktem (0,1 + z) mit z > 0 und < 0 in allen Punktem (0,1 +z)
mit z < 0. Es folgt, dass (0,1) kein Extremum ist. Es gilt f(x,y) — f(3,1) = (x — 3)* + 8(x — 3)3 +
18(x —3)2 + (y —1)? = (x — 3)%(x2 + 2x + 3) + (y — 1)2 > 0 also (3, 1) ist eine Minimumstelle.

9.8. Ubungen.

9.8.1. Aufgabe. (i) Es sei f : R? — R definiert durch

2
x1%5
0
fw={ Z+az 7
0 , x=0

Zeige, daB f stetig ist und fiir jedes x € R? und jedes y € R?

. fle+ty)—f(x)
() lim ——————— =

t—0 t
existiert, aber daf} die Abbildung y — g(0,y) nicht linear ist (so dall f im Punkt 0 nicht diffe-
renzierbar sein kann).

(i) Es sei [ : R2 — R definiert durch

g(x,y)

3

x] %2 40
f@=4 ez 7
0 , x=0

Zeige, daB der Limes g(x,y) in () fiir jedes x € R% und jedes y € R? existiert und dafl y —
g(x, y) fiir jedes x € R? linear ist, aber f im Punkt 0 nicht differenzierbar ist.

2 2

9.8.2. Aufgabe. Sei f :R? — R definiert durch £(0,0) = 0 und f(x,y) = xyxz_i_—y2 fur (x,y) #
(0,0). Zeigen Sie: oy

(a) 01f und dyf existieren in jedem Punkt des R? (auch im Nullpunkt) und sind stetig; insbe-
sondere ist f differenzierbar.

(b) 012f(0,0) und 021 f(0,0) existieren, sind aber nicht gleich.

9.8.3. Aufgabe. Wir betrachten nun U := R"\{0} und die Funktionr :U 3 x — ||x|2 = v/{x,x) €R.
(a) Berechnen Sie die Gradienten grad(72~")(x) und grad(logr)(x).

(b) Zeigen Sie: A(r>~™) = 0; im Falle n = 2 gilt A(logr) = 0.

(c) Seif e CX(R%,R)und P: R, xR > (r, ¢) — (rcos¢,rsing) € R? die Polarkoordinatenabbildung.
Zeigen Sie, daB mit F := f o P € C%(R, x R,R) gilt:

02 1 62 _ 10
(mF R EF)(r,(/)) = (Af)(P(r, ).

(d) Sei k£ € N. Wir betrachten die Abbildung C 3 z — z* € C sowie die zugehérige Abbildung
f :R?2 — R2, die sich daraus nach der iiblichen Identifikation von C mit R? ergibt; diese ist ein
R2-wertiges Polynom, insbesondere f € C®(R2,R?). Sei P die Polarkoordinatenabbildung und
sei F' := f o P. Berechnen Sie F(r,¢) und zeigen Sie Af; =0 fir i = 1,2.

9.8.4. Aufgabe (Lemma von Hadamard). Sei f € C*°(R"). Zeigen Sie:
n

(a) Es gibt g; € C°(R™) mit £(x) = £(0)+ Y x;g:(x), x € R™.
i=1

(b) Ist df(0) =0, so existieren A;; € C*°(R"), mit f(x) = f(0)+ Z xi x; hjj(x), x €R™.
ij=1
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9.8.5. Aufgabe (Satz von Rolle in R"?). Sei f :R" — R differenzierbar, so dass f|g».-1 konstant
ist (wobei S" 1 = {x e R" : ||x|| = 1}). Zeigen Sie, dass f einen kritischen Punkt in B1(0) = {x €
R™: ||x|| < 1} hat.

9.8.6. Aufgabe. (Homogene Funktionen) Die in U = R™ ~ {0} erklarte reellwertige Funktion f
heiflt homogen vom Grad a € R, wenn f(¢tx) = t%f(x) fiir alle x € U und ¢ > 0 gilt. Sei f auBlerdem
unendlich oft differenzierbar in U.

(a) Zeigen Sie, daB ein kritischer Punkt von f auch eine Nullstelle ist, falls a # 0.

b) Nehmen wir an, f sei erklirt und unendlich oft differenzierbar auf R”. Beweisen Sie, da} f
ein Polynom ist.

9.8.7. Aufgabe. Bestimmen Sie die Extrema der Funktion
FiR?2—R, flx,y)=e+x2+1y%,1>0
(Diskussion von Wirkung von A auf die Extrema).

9.8.8. Aufgabe. Fiir ein dem Einheitskreis einbeschriebenes Dreieck mit den Eckpunkten a =
(1,0), b =(cosx,sinx) und ¢ =(cos y,siny) ist der orientierte Fldcheninhalt gegeben durch

1 1
flx,y)= Edet(b—a,c—a): idet

cosx—1 cosy—1
sinx siny |’

Sei D :={(x,y)|0<x <y < 2n}. Bestimme die lokalen Extrema von f :D — R und interpretiere
das Ergebnis geometrisch.

9.9. Notizen: Komplexe Differenzierbarkeit.

9.9.1. Definition. Sei D c C offen. Eine Funktion f : D — C heil3t komplex differenzierbar in zo € D,
wenn

9.4) fl(z0):= %(20) = lim 1)~ fz) in C existiert.

z—z0 z—2g
Diese Zahl heifit dann die (komplexe) Ableitung von f in zy. Die Funktion f : D — C heifit holomorph
in D, falls f komplex differenzierbar in allen Punkten z € D ist; f heiit holomorph in zo € D, wenn [
holomorph in einer offenen Umgebung von zg ist.

Jedes Polynom P :C — C, P(z) =a,z" +... + ag ist komplex differenzierbar, und

P'(z)=na,z" '+...+2asz +a;.

Diese Definition erhalten wir durch Ubertragung der Definition der Differenzierbarkeit in einer reellen
Veridnderlichen. Auf gleiche Weise wie in Satz[5.6.7] zeigt man:

9.9.2. Lemma. Folgende Bedingungen sind dquivalent:
(1) f ist komplex differenzierbar in zg

(ii) Es gibt A € C mit f(2) = f(z9) + Mz —z¢) +0lz — z¢])
(d.h. es gibt p: D — C mit lim, .., 22 =0 und f(2) = f(20) + Mz — 20) + p(2)).

(ii1) Es gibt L : Homc(C,C) mit f(2) = f(z0) + L(z — z9) + o(|z — z¢]).
In diesem Falle gilt f'(z9) = A und L(v) = f'(z9)-v fiir veC.

Dabei bezeichnet Hom¢(C,C) der Raum der C-linearen Abbildungen von C nach C. Sei nun f:D — C,
z=x+1iy— f(z2)=ulx,y)+iv(x,y), wobei u =Ref und v =Im f. Wir identifizieren f mit einer Funktion
f:DcR%—R2, (x,y)— ((x,9),v(x,y)):

CoD >/ C
z»—»(x,y)l lz»—»(x,y)
R2>D R2

(2, )= (u(x,y),0(x,y))
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Laut Definition @.I.1]ist die Funktion f reell-differenzierbar, wenn L € Homg(R2,R?) = Homg(C, C) exis-
tiert mit f(z) = f(z0) + L(z —zg) + o(|z — 2¢|), 2 — z¢. Die Abbildung L ist das Differential von f in z¢ und
wird bezeichnet mit L = df(zg). Ist f reell-differenzierbar in zq, so existieren die partiellen Ableitungen

of 0 e du e
E (z0) = Em (z0) + lax(zo), dy (z0) = 3y (20)+lay(zo),
und 5 5
dfeo = Loz + Lizpdy.
Ox oy
Dabei sind

dx,dy:C—C, dx(z)=dx(x+iy)=x, dy@)=dylx+iy)=y.
Wir benutzen oft die komplexen Differentiale
dz,dz:C—C, dz(z)=z, dz(z)=z.

also

dz=dx+idy,

dz=dx—-idy.
9.9.3. Satz. Sei D c C offen, f : D — C und zo € D. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist komplex-differenzierbar in zo,
(ii) f ist reell-differenzierbar in zo und d f(zg) ist C-linear,

(iii) f ist reell-differenzierbar in zy und erfiillt zusdgtzlich die Cauchy-Riemann-Gleichungen:

(9.5) %(20)4' i%(zo) =0
d.h.
06 oo o
0x Oy oy 0x
In diesem Falle gilt
9.7 df(zo)v)=f'(z0)-v, fiirveC.

Beweis: (i) < (ii) ist klar, da Hom¢(C,C) « Homg(C,C).
Zu (ii) < (iii): df(z9) € Hom¢c(C,C) <= I A e Cmit df(z9)(2)=A-z2 < I 1€ C mit

df(z0)-1=2, df(zo)-i=il.

d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

C z—Az C
zw(x,y)l lzw(x,y)
R2 R?
df(z0)
Aber %(zo) =df(zp)-e1 und %(zo) =df(zg)-eg, wobei e1; =(1,0) und eg =(0,1). Durch den Isomorphis-

mus R2 = C, (x,y) — x + iy werden e; und ey auf 1 und i abgebildet. Es folgt
0 0
df(zo)-1= —f(zo), df(z0)-i= —f(zo).
0x oy

Also df(z¢) € Homc(C,C) < (Q.5). Wenn wir Realteil und Imaginirteil von betrachten, erhalten
wir (@.6). 0

Fiihren wir die folgenden partiellen differentiellen Operatoren ein:
of 1,0f .of\ of 1.0f .of
9.8 - ==L 2L,
©.8) oz Z(Ox lay)’ oz 2(ax“ay)
Damit gilt
0 0 _
df(zo)= —f(zo)dz + —f(zo)dz.
0z 0z
Die Cauchy-Riemannschen Gleichungen werden

0
9.9 —f(zo) =0.
0z
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Ist f komplex-diferrenzierbar, so gilt nach (@.5),
of of

(9.10) —(20) = —(20) =df(z0)-1= f'(zp).
0z 0x
Wenn wir z und z als Variablen betrachten und eine Funktion
z2+z z—z
fle,y)= f(T’Y)

0
nach z und z mittels Kettenregel ableiten, erhalten wir die Formel (@.8). Dies bedeutet, dass wir G_f’
z

% durch formelles Differenzieren nach den Variablen z und z erhalten.
z

Dies erleichtert viele Rechnungen. Z.B.

0
—z"=nz""1, =z"=0
0z z

0

£|z|2 = (7)) =%
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10. UMKEHRSATZ UND SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN

10.1. Banachscher Fixpunktsatz. Viele Gleichungen kann man in die Form f(x) = x brin-
gen. Beispiel: Fiir gegebenes a > 0 ist x2 = a ist dquivalent zu x = f(x) := %(x +%). Wir nennen
einen Punkt ¢ mit f(¢) = ¢ einen Fixpunkt von f (ein Punkt, der unter der Abbildung f fest-
bleibt). Zur Losung der Gleichung f(x) = x bilden wir, ausgehend von einem Wert xg := a,
nacheinander
x1 = f(xg), x2 = f(x1),..., xp = f(xXn_1),...

und sprechen von einem Iterationsverfahren oder Methode der sukzessiven Approxima-
tion zur Bestimmung des Fixpunktes. Im Falle der Bestimmung der Quadratwurzel setzen
wir xg:=a >0, x,4+1 = %(xn + %); das Verfahren konvergiert ziemlich rasch.

10.1.1. Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heilt Kon-
traktion, falls es q €10, 1) gibt mit d(f(x), f(y)) < qd(x,y) fiir alle x,y € X, d.h. f ist Lipschitz-
stetig mit Lipschitz-Konstante q € [0, 1).

10.1.2. Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, und ist
f : X — X eine Kontraktion, so hat [ genau einen Fixpunkt ¢ € X. Fiir jedes x € X konvergiert
die durch x¢ := x und x, = f(x,-1) fiir n > 1 definierte Iterationsfolge (x,),>0 gegen ¢, und es
gilt die Abschdtzung

n

q

1
Wie iiberpriift man, dass eine Abbildung eine Kontraktion ist? Ein wichtiges Kriterium
liefert den Schrankensatz[9.3.7F Ist D € R” konvex und f : D — D differenzierbar mit
q:=supldf@®)l,p<1,
D

so ist f eine Kontraktion, da fiir alle x,y € D gilt

If )= @I < sup [df((1-)x+tPloplly—xll < qlly—x|.
te[0,1]
Wir bestimmen z.B. auf vier Nachkommastellen gerundet die reelle Losung der Gleichung:
3 +12x-1=0.
Es gibt eine eindeutige reelle Losung im Intervall X =[0,1]. Durch Umformungen wird die

Gleichung x = 1—; d.h. f(x) = 1. Wir finden
x4+12 x2+12
2x 2
g= sup If'®)|= sup ———— = —.
x€l0,1] xefo,11 (®2+12)2 169

Sei x¢g =0, dann ist x1 = f(0) = % und d(xg,x1) = % Aus der Formel (10.J) bestimmen wir n

minimal, so dass

1 1 2 2 167-12
—d(xo’xl)-q”<10_4 — —ﬁ(— ( )n
169

—_— <——-.
1-¢q 12 167 169 169-10%

Daraus folgt n = 2. Dann ist ¢ = x3 = f(x1) = o35 = 7535 = 0,08328.
1

)n <107t —

10.2. Der Umkehrsatz.

Die Diffeomorphismen spielen in der Analysis die Rolle der Koordinatenwechsel, also die Rolle
der Isomorphismen in der Linearen Algebra. Sie vereinfachen oft die Berechnung von Integra-
len und das Losen von Differentialgleichungen.

10.2.1. Definition. Seien D c R", G c R™ offen, und sei & € N U {oo}.

f :D — G heiBt C*-Diffeomorphismus, wenn f € C*(D,G), f bijektiv und f~! € C*(G,D)
ist.

f heil3t lokaler Gk-Diffeomorphismus in a € D, wenn offene Umgebungen U von a und V
von f(a) existieren so, dass f :U — V ein Gk-Diffeomorphismus ist.
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f heiBit lokaler C*-Diffeomorphismus, wenn f ein lokaler C*-Diffeomorphismus in jedem
x €D ist.

10.2.2. Beispiele.

(1) exp : R — R, ist ein C*°-Diffeomorphismus mit der Inversen log: R, — R.

(2) Polarkoordinaten in R2. Die (Einschrankung der) Polarkoordinatenabbildung
P:R, x(—m,m) — R\ {(x,y): <0,y =0} =:R%, P(r,9)=(rcos?d,rsind)

ist ein C*°-Diffeomorphismus. Laut Satz[8.4.17]ist die Inverse von P gegeben durch

P LR? SR, x(-m,7), (x,y)— (\/x2 +y2,arg(x,y))

wobei (siehe und (8.6))

X
arccos x>0
9 Vaziy?’ -
arg:RZ — (-m,n), arg(x,y)=
—arccos ———, x<0.
VxZ+y?

Die Funktion R? — R, (x,y) — v/x2 + y2 ist glatt, als Zusammensetzung von RZ — R, (x,y) —
x?+y2 und R, — R,, ¢ — v#. Wir beweisen, dass arg: R2 — (—x,7) glatt ist, wie im Satz[8.4.9
Betrachte die offenen Mengen in R?:

U ={x,y):y>0}, Uz={(x,y):y<0}, Usz={(x,y):x>0}
und die glatten Abbildungen

X X
f1:U1 =R, fi(x,y) =arccot—, f2:Uz —R, fa(x,y) = —arccot—,
y y

f3:Us —R, f3(x,y)=arctanz-
X
Esist R? =U;uUyuUs und

filx,y), z€Ui,
arg(x,y) =1 folx,y), z€Us,
falx,y), ze€Us.
woraus folgt, dass arg : R? — (-, 7) glatt ist: gegeben (xg,yo) € R beliebig, so gibt es % €

{1,2,3} mit (xg,y0) € U, also existieren 0% arg(xg, yo) = 0% f1(xg,yo) und sind stetig fiir alle a €
I\I(z). Berechnen wir die Jacobi-Matrix er Abbildung P~!. Zunéchst

0 (. v) 0 tx 0 ¢ y 1 ( y) -y
— arg(x,y) = — arccot — = —— arctan = = -5 ==
ox BV =5 % 0x X (y)z x2)  x2+4y2
Tk
und
0 (. v) x
— arg(x,y) = ———
oy gLy x2 + y2
also fiir x = rcos?, y = rsind,
X X N
Tpa(x,y) = Vi Ve | (iosf) 1s1n~f) '
T ——sind - cosd
x%+y x%+y r r
Da
a b -1 1 d -b
A= detA#Z0~~A"" =
(c d)’ etA #0 detA (—c a)
so folgt
1 .
_ Zcosd —sind cost —rsind
(Jp-1(x,)) 1:r(; )=( . =dJp(r,9).
lging cosd sind rcosd
r

3) f:R— R, f(x) = x> ist €, bijektiv (sogar ein Homéomorphismus), aber kein Diffeomor-

phismus, weil f Ly = yl/ 3 nicht differenzierbar in y =0 ist.
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(4) Die Polarkoodinatenabbildung P : R, xR — R2 < {(0,0)} ist ein lokaler Diffeomorphismus,
aber kein Diffeomorphismus, weil sie ist nicht injektiv ist.

(5) Polarkoordinaten in R? oder Kugelkoordinaten. Wir definieren
Pg:R, x (-m,m) x (-,5) — R

(10.2)
P3(r,p,9) = (Pa(r,@)cos9,rsind) = (rcosepcosd,rsingcosd,rsind).

Wir beweisen, dass P3 ein Diffeomorphismus auf ihr Bild R? < {(x,y,2) : x < 0,y = 0} ist. Wir
schreiben P3 = W50 ¥, wobei

V1R x(=m,m) x(=5,5) — Ry x (=7,7m) xR,
W1i(r,p,9) = (rcos?d,¢,rsind)

Yo :Ry x(—m,m) xR — R3 “A(x,0,2): x <0},
Pap,¢,2) = (Pa(p, ), 2)

Da ¥, ¥4 Diffeomorphismen sind, ist auch Wy 0¥ ein Diffeomorphismus.

Berechnen wir detJp, (r, ¢, 0). Laut Kettenregel gilt Jp, = Jy,(¥1)Jy, und detJy, =r,detJy, =

p, also detJp, =rcosp-r = r2cos .

(6) Polarkoordinaten in R". Wir definieren die Polarkoordinatenabbildung in R" durch Re-

kursion:
P, iRy x (-1, m)x (-Z,2)"2 — R"\ {x € R" 121 < 0,2 = 0}

(10.3)
Pn(r, (p,191, ceey 19n_2) = (Pn_l(r, (p,191, ceey ﬁn_g)COS 19n_2, r Sinf)n_Q)
Es ergibt sich P, (x) = y wobei

y1 =rcos@cosdy---costy,_g,
y2 =rsingcosd---cosd,_a,

yg =rsindjcosdy:--cosd,_9,

Yn-1=rsind,_gcosV,_9,

Yn=rsind,_o.

Behauptung:
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P, ist ein Diffeomorphismus und
detdp, (r,@,91,...,9,) = r" Lcos1(cosdz)? - (cos 9,_9)" 2.
Der Beweis erfolgt durch Induktion tiber n: Wir schreiben P,, = W90 ¥, wobei
Wy iRy x (—,7m) x (=, 2) 7% — (0,00) x (—7,m) x (-5, 2" 3 xR,
Yi(r,p,91,...,95-2) =(rcosdp_2,¢0,91,...,9,-3,rsind,_a).

\P2 :[R-f- X(_ﬂaﬂ)x(_%ag)n_S XR—»R”\{x:xl <Oax2 :0}’

\P2(p>(p’191>'- -;19n—3>xn) = (Pn—l(pa(paﬁlr' '719n—3)7xn)'

¥, V9 sind Diffeomorphismen also P, ist ein auch Diffeomorphismus. AuBlerdem gilt detJy, =
r, detJy, =detJp, , und letzteres ist durch die Induktionsannahme bekannt. Folglich

detJp, =detJy, (V1) -detJy, =detdp, ,(p,9,91,...,9,-3) 1

= r(rcos9,_2)" 2 cosd1(cosdz)? - (cosDp_g)" >

n-1

=7r""Lcos91(cos )2 - (cos 9,_3)" 3(cos9p_2)" 2.

10.2.3. Satz. Seien D c R, G < R™ offen, k € NU{oo}. Sei f : D — G ein C*-Diffeomorphismus,
x€D, y=f(x). Dann gilt d(f ")(y) =[dfx)] ! und Jr1(y) = [Jf(x)]_l. Insbesondere gilt m = n.

10.2.4. Satz. Sei f : D — G ein Homéomorphismus mit f € C*(D,G). Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

() f ist ein Ck-Diffeomorphismus,

(ii) df(x):R* — R" ist fiir jedes x € D ein Isomorphismus.

10.2.5. Satz (Umkehrsatz). Seien D,G c R" offen, f € C*(D,@), a €D, yo = f(a) € G. Ist df(a)
ein Isomorphismus, so ist f ein lokaler Gk-Diffeomorphismus in a.

10.2.6. Bemerkung. df(a)ist ein Isomorphismus genau dann, wenn detJs(a) # 0.

Der Satz besagt, dass die Gleichung f(x) = y sich nahe a bzw. yy eindeutig 16sen ldsst, wenn
die lineare Gleichung d f(a)-v = w sich fir jedes w € R" eindeutig l6sen lasst, d.h. wenn die
Zahl detJy(a) # 0 ist.

10.2.7. Folgerung (Diffeomorphiesatz). Seien D,G < R" offen, und sei f € C*(D,G) bijektiv,
k> 1. Falls df(a) fiir jedes a € D invertierbar ist, so folgt f~' € C*(@G,D), d.h. f ist ein Ck-
Diffeomorphismus.

10.2.8. Beispiel. Der Diffeomorphiesatz vereinfacht die Beweise, dass eine gegebene Abbil-
dung ein Differomeorphismus ist; es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung bijektiv und von der
Klasse C* ist und zusétzlich, dass das Differential in jedem Punkt bijektiv ist. Man braucht
nicht mehr die Inverse zu berechnen und nachzuweisen, dass sie C* ist.

Betrachten wir nochmals die Abbildung f : R, x R — R2, f(r,¢) = (rcos @, rsin¢). Sie bildet
D =R, x (@ — 7, ¢ + 1) bijektiv auf G = R% \ {te'?" : t <0} ab. AuBerdem gilt fiir alle (r,¢p)€ D:

cos@ —rsing

detd = 0.
sin¢ rcos(P)’ ¢ f(r,(p) e

Daraus folgt dass df(r,¢) fiir jedes (r,p) € R, x R invertierbar ist. Nach Folgerung 10.2.7 ist
f :D — G ein C*-Diffeomorphismus.

Genauso zeigt man, dass die Kugelkoordinatenabbildung ein C*°-Diffeomorphismus
auf ihr Bild ist (Ubungsaufgabe).

10.2.9. Bemerkung. Ohne die Voraussetzung der Bijektivitit ist der Diffeomorphiesatz falsch:
Betrachte die Abbildung f : R?2 — R2, f(x,y) = (e*cosy,e*siny), deren Jacobi-Determinante
detJr(x,y) = e2* £ 0 ist. Die Abbildung ist aber nicht injektiv, denn f(x,y + 2k71) = f(x, y).

Man kann die Diffeomorphismen von R” so charakterisieren:
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10.2.10. Satz (Hadamard). Sei [ : R” — R” stetig differenzierbar. Die folgenden Bedingungen
sind dquivalent zueinander:

(i) f ist ein Diffeomorphismus von R" auf R".

(ii) df(a) ist invertierbar fiir jedes a € R* und f ist eigentlich (d.h. f~1(K) ist kompakt fiir
Jjede kompakte Teilmenge K c R™).

10.3. Der Satz iiber implizite Funktionen.

Sei f : R¥*™ — R™ eine Abbildung, zo € Im(f), (xo,yo) € R¥ x R™ — R¥*™ liege in der Ni-
veaumenge f 1(zg). Wir méchten die Gleichung f(x,y) = zo nahe (xg, o) durch eine Funktion
y = g(x) auflésen.

Beispiel: f:R2 — R, (x,y) — y—x2, zg := 0, (x0, y0) := (0,0). Dann ist y —x2 = 0 (nahe (0, 0))
auflésbar durch y = g(x) := x2. Sie ist aber nicht auflésbar in der Form x = g(y): Es gibt fiir
y > 0 stets zwei Losungen x = +,/y und fur y < 0 gar keine Losung. Anders ausgedriickt: Die
Menge {(x,y) € R? : y = x2} ist ein Graph iiber der x-Achse, aber kein Graph iiber der y-Achse.

Wir fithren nun die folgende Notation ein. Die Punkte in R**™ schreiben wir als (x,y) =
(X1yenes Xl Vis--esYm). Ist U c RE*™ offen, a € U und f € CL(U,R™), also jeweils d f(a) : RE*" —
R™ linear, so seien d.f(a) bzw. d,f(a) die Einschrankungen von df(a) auf die Faktoren R”
bzw. R™ von R x R™ = R Also:

d.f(a):RE—R™, d,.fl@h=dFf,(h,0),
dyf(@):R™ —R™, dyf(@h=df.0,h),

df(a)h,h)=d f(@h+dyf(a)h.

Die Abbildgungen d,f(a) und d,f(a) sind linear. Die zugehorigen Matrizen beziiglich der Stan-
dardbasis sind

of1 of1

o 01 i@ ... wA@) [35,Y 7 @
_(a):: N . = . .
o : : : :
01fm@ ... Opfm@) | Ofm m (4
ox1  Oxp
zu df(a), bzw.

%(a) %(a)
of Op+1fi(@) ... Opimfila) dy1 T 0y,
L(a):= : : = : :
dy : : : :

Ok+1fm(@) ... Op+imfm(a) %(a) %(a)
oy 0Ym

zudyf(a).

10.3.1. Satz (Satz iiber implizite Funktionen). Sei U c R¥*™ offen, f € CX(U,R™), (xo, yo) € U,
20 = f(x0,y0). Sei d,f(xg,y0) : R™ — R™ invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung der
Form U’ xU" c U von (x, yo) und eine Abbildung g € C/(U’,U") mit g(xy) = yo so, dass fiir alle
(x,y)eU' xU" gilt: f(x,y) = z9 genau dann, wenn y = g(x).

10.3.2. Folgerung. Es gilt:

dg(xo) = —(dyf (x0,90) * o df (x0,%0) |-

Ist [ :RF1 S R (d.h. m = 1), so gilt:

grad g(xo) = 01f,..., 0, ) (x0,50) |-

 0p1 1/ (x0,0)
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Beweis: Fiir alle x € U’ gilt Fi(x) := f(x,g(x)) = zg, d.h. F ist konstant, also fiir alle » € R™:
0=dF(x)-h=df((x,gx)-(h,dg(x)-h) =d.f(x,8(x))-h+d,f(x,8(x))-(dg(x)-h).
Daraus folgt: dg(xo)-h = —(df(x0,50)) " 1df (x0,¥0) h. O

10.3.3. Beispiel.
1) f:R2 —R, f(x,y) = x2+y? (hier £ =1, m = 1). Dann ist %(x,y) = 2y. Fir alle yg # 0 und
alle xg gilt also: x2+y2 =20 = xg + y(2) kann lokal um (xg,y9) durch eine Gleichung y = g(x)

aufgelost werden. (Klar auch ohne Satz iiber implizite Funktionen: g(x) :=signyg /20— x(z) J)
Analog fiir xo # 0.

(2) f:R2 —R, f(x,y)=x2—y2. Sei z9 = 0, dann ist £ 1(0) die Vereinigung der zwei Winkelhal-
bierenden y = x und y = —x. Es ist grad f(x, y) = (2x,—2y). Daraus folgt: Fiir alle (x¢, y9) # (0,0)
in £71(0) ist f(x,y) = 0 nahe (xo, yo) sowohl nach x als auch nach y auflésbar. Denn hier ist
2y0 # 0 & 2x9 # 0 wegen x% = yg. Im Nullpunkt ist die Gleichung weder nach x noch nach y
auflosbar.

(3) Die Lemniskate von Bernoulli ist der Ort der Punkte (x, y) € R?, deren Entfernungen von
zwei festen Punkten (—1,0) und (1,0) das konstante Produkt 1 haben:

Die Lemniskate ist also die Menge der Punkte (x, y) € R?, fiir die gilt:
(x, )= (1,0)] - I(x, ) = (-1,0)| = 1 <=
1=((x-1D2+y*)-((x+ D2+ ) = (2 +1+y*)? - 42? =
0=(2+1+y%)2—4x® - 1=(2+y?)2 - 2% +2y% =: f(x, y).
Der Gradient der Funktion f ist:
grad f(x,y) = (4x(x® + y%) — dx, 4y(x® + y) + 4y) = 4(x(x® + y2 - 1), y(x® + y* + 1)).

Ist yo # 0, so ist die Gleichung f(x,y) = 0 nahe (xq,yo) € f~1(0) auflésbar durch y = g(x). Ist
x0 70 und x% + yg #1, so ist die Gleichung f(x,y) = 0 auch nach x auflésbar nahe (xg, o).

Wo gilt x(z) +y§ =1? f(xg,y0) = 1—2x(2) +2y§ = 3—4x(2) © x9 = J_r‘/Tg, Yo = J_r%. In der Nahe der
vier Punkte (iﬁ, i%) ist f(x,y) = 0 jeweils nicht nach x auflosbar.

Nahe (xg, y9) = (0,0) ist die Gleichung weder nach x noch nach y auflosbar.

4) f R —R2, f(x,y,2):= (3 +y3+23 —T,xy + yz + zx + 2). Betrachte £~1(0,0) nahe (2,-1,0).

ofy  of
O_yl a_zl ( )= 3y? 322
ofs s |0V T\ pwz xry)

oy 0z

o Oh 3 0

. oy 0z _

Esist o, of (2,—1,0)—(2 1
oy 0z

. Diese Matrix ist invertierbar.
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Es gibt also eine Umgebung U’ von 2 in R, eine Umgebung U"” von (-1,0) in R? und g €
CWU',U") mit
flx,y,2)=(0,0) = (y,2) = g(x) fiir alle (x,y,2)e U’ xU",
und es gilt

0 =—[? 0\ " (Le-1,0) 11 o) (12)_ 1 [12) (-4
9772 1) (2Ze-10)” 3|2 38)|-1)7 3 |-27) |9/

(5) Sei V = M, ,(C)=ZR2, f:V xV — V, f(X,Y):=X —Y2.
Betrachte £ ~1(0) nahe (E,,E ). Es gilt
d
df(EnyEn)(O,H) = altz
Daraus folgt: dy £(0,0) = —21d ist invertierbar. Es gibt also offene Umgebungen U’, U" von E,,
und g € C®°U',U") mit:

JCEn tH)?)= —2H.

X=Y?=Y=gX)

fiir alle (X,Y) € U' x U". Die Funktion g ist die ,Wurzel“ von X und ist definiert nahe E,,.
AuBlerdem gilt
_ _ 1
dgE,)=—-dyf(E,,E,)) 1 odxf(E,,E,)=—-(-21d) lold = §Id,

folglich nach Taylor:
1
VE,+H=E, + §H+0(IIHII)-

Geometrische Interpretation:

e Linearer Fall. Nehmen wir an, dass f : R¥*” — R™ linear ist. Sei z9 = 0, a € f~1(0). Dann
ist df(a) = f und d,f(a) = fliojxrm, und %(a) ist der linke (m x m)-Block in der assoziierten
Matrix M(f) von f bzgl. der kanonischen Basen.

Die Hypothese, dass df,(a) invertierbar ist, impliziert Rang f = m. Aus der Linearen Alge-

R**™ ist. Dariiber hin-

bra wissen wir, dass Ker f ein k-dimensionaler Untervektorraum von
aus kann das lineare Gleichungssystem f(x,y) = 0 nach y aufgelést werden, d.h. es existiert
g :RF — R™ mit f(x,y)=0 < y = g(x). Insbesondere ist Ker f = f~1(0) ein Graph uber RE.

Also steht die Aussage des Satzes iiber implizite Funktionen in Einklang mit diesen wohl-
bekannten Ergebnissen aus der Linearen Algebra.

o Allgemeiner Fall. Auch wenn f nicht linear ist, wird das lokale Verhalten von f nahe
(x9,y0) durch die Eigenschaften des Differentials d f(xg, yo) bestimmt.

Ist d f(x0,y0) : R™ — R™ ein Isomorphismus, so ist Kerd f(xo,yo) ein k-dimensionaler Un-
tervektorraum von R**™ und ein Graph iiber R*. Dann besagt der Satz iiber implizite Funk-
tionen, dass auch f1(zg) lokal um (xo, yo) ein Graph iiber R: ist. Wir werden spater sehen,
dass £~ 1(z¢) einen Tangentialraum in (xg, yg) (beste lineare Approximation) besitzt, ndmlich

(x0,y0) + Kerd f(xo, yo).

10.4. Extrema unter Nebenbedingungen.

Wir betrachten nun das Problem, fiir eine Funktion f : R” — R lokale Extrema der Einschran-
kung von f auf eine Menge M c R” zu finden. Dabei sei M gegeben durch M = ¢~1(0) mit
einer Abbildung ¢ : R* — R™. Gesucht sind Extrema von f|s, d.h. Extrema von f unter der
Nebenbedingung ¢(x1,...,x,) =0 fiur die Variablen x1,...x,.

Als Beispiel betrachten wir f : RZ — R, f(x1,%2) =x1x9 und ¢ : RZ — R, @(x1,x9) = x% +x§—1.
Gesucht sind die Extrema von f unter Nebenbedingung ¢ = 0, d.h. Extrema von f|,-1) = fs1.
Fir diese Funktion konnen wir die bekannten Kriterien fiir Extrema nicht direkt anwenden,
da S! keine offene Menge in R? ist. Zum Beispiel gilt gradf # 0 iiberall auf S', obwohl f|g:
Extrema hat (Satz vom Maximum), weil S kompakt ist.
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Wie konnen wir das Fermat-Kriterium ersetzen? Ein Weg ist, die Nebenbedingung nach
einer Variablen aufzuldsen: ¢(x1,x2) =0 © x9 = /1 —x% oder x1 = +4/1 —x% und dann die

Extrema der zugehorigen zusammengesetzten Funktionen, z.B. (-1,1) 3 x1 — f(x1,4/1 —x%),
zu untersuchen.

So haben wir das Problem auf die Bestimmung von Extrema von auf offenen Mengen defi-
nierten Funktionen zuriickgefiihrt. Im Allgemeinen kénnte man ebenso versuchen, das System
¢(x1,...,x,) = 0 nach den Variablen x,_p,+1,...,%, aufzulésen:

(P(xl’-“yxn):O — xn—m+1=w1(x17---’xn—m)’---’xn=1l/m(x1’---’xn—m)

wobei 1, ..., implizite, durch das System ¢ = 0 definierte Funktionen sind. Somit reduziert
sich das Problem eines Extremum mit Nebenbedingungen fiir f in einem Punkt (x3,...,x;) auf
das Problem eines gewohnlichen Extremums fiir die zusammengesetzte Funktion

(-/)Cla'"7"CT’L—T’I’L)'_> f(xla--->xn—m>w1(x1a---axn—m)>--->U/m(x1a---axn—m))

im Punkt (x3,...,x5,_,,).

Diese Uberlegungen deuten auch die Annahmen an, die die Nebenbedingungen erfiillen
miissen, damit auf diese Weise die Extrema gefunden werden konnen: Laut dem Satz iiber im-
plizite Funktionen sind die Nebenbedingungen nach m (geeigneten) Variablen dann auflosbar,
wenn die Jacobi-Matrix J, den Rang m hat, d.h. wenn grad ¢;,...,grad ¢,, linear unabhéngig
sind.

Eine Auflosung der Gleichungsnebenbedingungen wie im Beispiel ist nicht immer mdéglich
oder wird uniiberschaubar. Wir geben nun einen Weg zur Bestimmung von Extrema von £/

an, welcher keine expliziten Ausdriicke fiir die impliziten Funktionen benétigt.

10.4.1. Satz (Multiplikatorregel von Lagrange). Sei U c R" offen, f : U — R differenzierbar,
auflerdem ¢ € CL{U,R™), M := ¢~ 1(0) c U. Sei a € M ein lokales Extremum von f|y. Dann gilt:
Falls grad ¢1(a),...,grad ¢, (a) linear unabhdingig sind, so folgt

grad f(a) € span{gradpi(a),...,grad @, (a)},

d.h. El/lg, et /121 € R (,Lagrange-Multiplikatoren®) mit grad f(a) + 17" /1? grad;(a)=0.
Die Konklusion kann so umformuliert werden: Die Lagrange-Funktion L :U xR™ — R, L(x, 1) =
fx)+ Z;."Zl Aj@;(x) hat einen kritischen Punkt in (a, A9, d.h. es gilt gradL(a,/lO) =0.

Beweis: Angenommen, die Vektoren {grad f(a),grad¢i(a),...,grad¢,,(a)} wiren linear unab-
héngig; insbesondere m+1 < n. Wir betrachten dann in den n+1 Variablen (x1,...,x,,y) = (x,y)
das Gleichungssystem f(x1,...,x,)—y =0, p1(x1,...,%,) =0, , @ (x1,...,x,) = 0 nahe (a, f(a)).
Seine Jacobi-Matrix nach x = (x1,...,%,) hat laut Annahme in x = a den Zeilenrang m + 1, also

R™*! nach geeigneten m +1 der Va-

auch den Spaltenrang m + 1. Es kann somit nahe (a, f(a)) €
riablen x1,...,x, aufgelost werden. Daraus folgt, dass in jeder Umgebung von a sowohl y > f(a)

wie auch y < f(a) moglich ist (unter Wahrung der Nebenbedingungen). Widerspruch!

Rezept. Zur Bestimmung der Kandidaten fiir Extremstellen von f : U — R unter den Neben-
bedingungen ¢ = 0 mit ¢ : U — R™, wobei RangJ,,(x) = m fiir alle x mit ¢(x) = 0 sei, bildet man
die Lagrange-Funktion L : U x R™ — R, L(x,1) = f(x)+ Z;”:l/l ¢ ;(x) und sucht die Losungen
des Systems

gradL(x,A)=0, d.h.

oL of &, 09 .
— (@, )=—+) A; =0 furl<i< d
o (x,1) ox; J; i o) ir1<i<n un

oL
—(x, M) =¢j(x)=0 firl<j<m.
0A;

Das sind n +m Gleichungen fir die n+m Variablen x1,...,x,,A1,...,1,. Nach dem Lésen kann
man die A; wieder vergessen.
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10.4.2. Beispiel. Sei U :={(x1,...,x,) €R" :x;>0Vj=1,...,n}und f:U - R, f(x) =x1---x,.
Wir suchen Extrema von f unter der Nebenbedingung x; +...+x, = 1, d.h. Extrema von
f|tp—1(0) mit :U - R, p(x) =x1+...+x, — 1. Esist gradp(x) =(1,1,...,1) #0 fiir jedes x € (p_l(O),
also (m = 1) ist die Voraussetzung an die lineare Unabhéangigkeit der Gradienten der ¢; er-
fullt. Also: Ist x € U lokales Extremum von f/,-1g), so gibt es A € R mit grad f(x) = Agrad ¢(x) =
(A,...,A). Wegen grad f(x) =(xg---%p,,X1X3 " Xp,...,X1 " X,—1) folgt x% = /l,é = /1,...,& = A, wo-

bei ¢ =x71---x, >0. Daraus folgt x1 =...=x,, d.h. x :(%,...,%); Wert von f dort: n—l,, > 0.
Behauptung: f|,-1() hatin (%, e %) tatsdchlich ein Extremum, und zwar ein globales Maxi-
mum.

Beweis:

el O)={xeR" :x1+...+x,=1,x; >0Vj=1,...,n}

ist kompakt, also nimmt f : x — x1---x, auf ¢~1(0) ein Maximum an. In ¢~1(0) \ U liegt es
nicht (dort ist £ = 0), also liegt es in ¢~1(0). Daraus folgt: Der oben gefundene Punkt ist not-

wendigerweise das Maximum. [l
Anwendung: AGM-Ungleichung.
Sind ay,...,a, >0, soist b := (zﬁia,—"“’ z;ifa,-) €9 10), also F(B) < F(,..., 1) = L und £(b) =
aj ... (JL,L/(Z;‘:1 a;)". Durch Wurzelziehen folgt:
n al.._..ang M
n
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn b = (%, e %), alsoai=...=a,.

10.5. Ubungen.

10.5.1. Aufgabe. (Beispiele von Diffeomorphismen) Sei (-, ) ein Skalarprodukt auf R".
(a) Zeigen Sie, daf} die Abbildung f : B1(0) — R, f(x):=
und berechnen Sie ihre Ableitung.

ein Diffeomorphismus ist,

X
V1-(x,x)
(b) Konstruieren Sie einen Diffeomorphismus der Kugel B1(0) auf den Wiirfel (-1,1)" in R™.

10.5.2. Aufgabe. Sei U ={(r,0,¢)€R? | r >0} und
P:U—R? , P(r,0,¢p)=(rcosOcosqp,rsinfcosp,rsing) .

(a) Zeige, daB3 P stetig differenzierbar ist, und bestimme die Menge der Punkte, in denen P
lokal invertierbar ist.
(b) Bestimme die Ableitung einer lokalen Umkehrabbildung von P.

(c) Zeige, daB P auf Uy = (0,00) x (-5, %) x (=%, %) invertierbar ist, und bestimme die Umkehr-

abbildung. Bilde die Ableitung der Umkehrabbildung und verifiziere das Ergebnis aus (b).

10.5.3. Aufgabe. Sei f € CL(R",R"), so dass ¢ = f —Idg» eine Kontraktion ist. Zeigen Sie, dass
f ein Cl-Diffeomorphismus ist. (Tipp: Diffeomorphiesatz; d¢(x) ist eine Kontraktion also d f (x)
ist injektiv; fir f bijektiv: reduziere f(x) = y zu einem Fixpunkt-Problem und wende den Ba-
nachschen Fixpunktsatz an.)

10.5.4. Aufgabe. Sei f :R — R,

x+2x2sin L fir x #0,
f(x)Z{ x

firx=0
Zeigen Sie, daB f auf R differenzierbar ist mit £/(0) = 1, daB aber f nicht injektiv ist auf jedem

offenen Intervall, das die Null enthélt. Wiederlegt das den Satz tiber inverse Funktionen?
Warum?

10.5.5. Aufgabe. Seien f1:U; — Vi, fo:Us — Vs zwei differenzierbare Funktionen, wobei
U1, Uy cR™, V1, Vo c R? offene Teilmengen sind. Wir definieren die Relation ~ durch f; ~ fo
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genau dann, wenn es Diffeomorphismen ¢ : U; — Uy, ¢ : V1 — V5 existieren so, dafl v fl(p_1 =
fo. Zeigen Sie, daB ~ eine Aquivalenzrelation ist.

10.5.6. Aufgabe. (Das lokale Verhalten Funktionen einer Variablen)

Sei f eine reelle differenzierbare Funktion definiert in einer Umgebung von a € R, so daf3
fPa)=0firl<keN.

(a) Zeigen Sie, dal} es eine differenzierbare Funktion g in einer Umgebung von a existiert
derart, daB f(x) = (x —a)*g(x) und g(a) = % F®(a). (Anleitung: Benutzen Sie die Taylorformel
mit Integralrestglied und die Leibnizregel)

(b) Ist f®(a) #0, so gibt es lokal um a eine Koordinatentransformation ¢ mit ¢(a) =0, ¢'(a) = 1
1
und f o p~H(y) = - FP(0)y*.

10.5.7. Aufgabe. Sei [ :R% — R gegeben durch f(x,y) = xye *.
(a) In der Umgebung welcher Punkte (xg, yo) € R2 148t sich die Bedingung f(x,y) = f(xo, y0)
gemiB dem Satz iiber implizite Funktionen durch eine C'~Funktion g : x — y(x) bzw.
8 :y— x(y) auflosen?
(b) Berechne jeweils dg(xg) bzw.d3(yo).

Zeichne eine qualitative Skizze der Hohenlinien von f. Die Ergebnisse von (a) und (b) sind
dabei hilfreich!

10.5.8. Aufgabe. Bestimme Max. und Min. von f :R3 3 (x,y,2) — xy —2* —2(x? + y? - 22) e R
auf dem Vollellipsoid {(x, y,z) | x2 + y2 + 222 < 8}. (Tip: Diskutiere Inneres und Rand getrennt;
benutze fiir den Rand die Methode der Lagrange-Multiplikatoren.)

10.5.9. Aufgabe. Sei f :R% — R? definiert durch f(x,y):= (2e* —x2, e¥ + (x® + 1)y). Zeigen Sie:
(a) f ist bijektiv.
(b) f ist ein C°-Diffeomorphismus. Was ist d(f ~1)(2,1)?

10.5.10. Aufgabe. (a) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem

+uy+e’=0

2

2x+u”“+uv=>5

fir x,y,u,v € R in einer Umgebung von (xg, yo,%0,v9) := (2,5,—1,0) durch eine Cl-Abbildung
g:(x,y)— (u(x,y),v(x,y)) aufgelost werden kann.
(b) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J4(2,5).

10.5.11. Aufgabe. Sei V := M, «,(R) = R"*. Es besitze Aj €V einen reellen Eigenwert 1¢ mit
algebraischer Vielfachheit 1 (d.h. A sei eine einfache reelle Nullstelle des charakteristischen
Polynoms von A). Zeigen Sie: Es gibt eine Umgebung U von Ay, ein offenes Intervall I mit
Ao € I und eine C1-Funktion A :U — I, so dass fiir alle A € U, A € I gilt: A ist Eigenwert von A
genau dann, wenn 1 = A(A) ist.
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11. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN DES RY

Bisher haben wir differenzierbare Abbildungen behandelt, die auf offenen Teilmengen des RY
definiert sind. Fiir viele Bereiche der Mathematik und fiir viele Anwendungen z.B. in der ma-
thematischen Physik reicht das nicht aus. In der Stromungsmechanik spielt der Fluss einer
Stromung durch eine Kurve in R? (bzw. eine Fliche in R?) eine bedeutende Rolle; der Nettofluss
ist mathematisch ein Integral iiber die Kurve (bzw. Fliache) und lédsst sich nach dem Satz von
GauB als ein Integral iiber einem Bereich in R? (bzw. R®) ausdriicken.

Wie konnen wir eine Funktion auf einer gekriimmten Kurve oder Fliache zu einer ,norma-
len“ Funktion, definiert auf einer offenen Menge des euklidischen Raumes, reduzieren? Die
Idee ist uns aus der Linearen Algebra bekannt und heif3t ,das Objekt parametrisieren®: Wir
wissen, wie man die Losungsmenge eines linearen Systems parametrisieren kann und dass
dadurch die Eigenschaften dieser Menge bekannt sind.

Die einfachsten Beispiele von Kurven oder gekriitmmten Flachen sind Graphen:

C:={¢t,f()eR?:tcI}, IIntervallinR, f:I— R (Kurve)
F:={(u,v,f(u,0))€R®:(u,v)eD}, D offenin R%, f:D — R (Fliche)

Die Kurve C ist parametrisiert durch ¢ € I und die Fliache F ist parametrisiert durch (u,v) €
D. Expliziter: Die Abbildung v : D — F, (u,v) — (u,v, f(u,v)) ist ein Homéomorphismus (die
Inverse ist die Projektion (u,v,z) — (u,v) eingeschriankt auf F'). Eine beliebige Funktion g : F —
Rist nun eindeutig bestimmt durch die Funktion §:D — R, g(u,v) := g(y(u,v)) = g(u,v, f(u,v));
dabei ist g definiert auf der offenen Menge D c R?!

Andere einfache Beispiele zeigen uns aber, dass sich nicht alle Flachen so parametrisieren
lassen. Die Sphire in R? z.B. ist nicht homéomorph zu einer offenen Menge des R2. (Die Sphiire
ist kompakt, eine offene Menge nicht!)

Mengen wie Kreise, Ellipsen, Sphéren, Tori sind also global nicht durch n (in diesem Fall
n =1 bzw. n = 2) reelle Koordinaten zu beschreiben, sondern nur lokal in der Nahe jedes
Punktes (fiir die Sphére sieht man das leicht, indem man kleine Stiicke auf geeignete Koordi-
natenebenen projiziert).

Solche Mengen nennen wir Untermannigfaltigkeiten, falls noch zusitzliche ,,gute” Eigen-
schaften erfiillt sind. Damit ist die Tatsache gemeint, dass diese Objekte ,glatt“ oder ,ohne
Ecken“ sind, d.h. lokal durch lineare (affine) Rdume approximierbar (deshalb werden sie in
Analogie zu den Funktionen auch ,differenzierbare Untermannigfaltigkeiten“ genannt). Die
Menge {(x,y) : y = |x|} hat eine Ecke in (0,0); die Parametrisierung R 3 ¢ — (¢, |¢]) ist zwar ein
Homdéomorphismus, ist aber nicht differenzierbar.

Betrachten wir also den Graph G = {(¢,f(¢)) : ¢t € I} einer differenzierbaren Funktion f : 1 c
R — R. Wir wissen, dass G eine Tangente T r)G in jedem Punkt (¢, f(¢)) besitzt, ndmlich
der Graph der affinen Abbildung u — f(¢)+ f'(t)(u — t). Nun besitzt G die Parametrisierung
w1 —R? t— y(t)=(t,f(t)) und die Tangente T r)G die Parametrisierung v — (¢, f(2)) +
, f'(H) =, () +y' (.
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Dies bedeutet, dass die Ableitung der Parametrisierung v eine Parametrisierung der Tan-
gente liefert. Wir werden diese Eigenschaft fiir alle Parametrisierungen verlangen. Insbeson-
dere muss dann 1/(¢) # 0 (dquivalent dazu: dy(t) € L(R,R?) injektiv) sein, damit die Tangente
hier ein affiner Raum der Dimension 1 wird.

Wir geben noch zwei konkrete Beispiele. Die Abbildung v : t — (¢,¢2) parametrisiert die
(glatte) Parabel y = x2; und /(¢) = (1,2¢) # (0,0) liefert eine Parametrisierung der Tangente
an die Parabel in (¢,t2). Die Abbildung v : ¢ — (¢3,¢?) ist differenzierbar und parametrisiert
die Neilsche Parabel y? = x?; diese Menge hat eine Ecke in (0,0), und tatséchlich gilt dort
y'(0) = (0,0).

3 = 22 y=x2

t— (3,42 t— (¢,t2)

11.1. Immersionen, Einbettungen und Submersionen. Die obige Diskussion motiviert
das Studium von differenzierbaren Abbildungen, deren Differential injektiv ist.

Eine C*-Abbildung nennen wir glatt. Einen C*°-Diffeomorphismus nennen wir einfach
einen Diffeomorphismus. In der Regel werden wir uns auf glatte Abbildungen beschrinken.
Sind alle Abbildungen in den folgenden Definitionen von der Klasse Gk, wobei 1 < k < o0, 80
erhalten wir ,,C*-Immersionen®, ,C*-Submersionen“, Untermannigfaltigkeiten ,von der Klasse
Cr« usw.

11.1.1. Definition. Sei D c R" offen. Eine glatte Abbildung f : D — RY heifit eine textbflmmersion
in @ € D, wenn das Differential df(a) € L(R",RY) injektiv ist (d.h. die Jacobi-Matrix J r(a) hat
Rang n). Ist f Immersion in allen Punkten von D, so heif3t f eine Immersion.

Wenn f : D c R* — RY eine Immersion in a € D ist, muss notwendig n <N gelten.

Immersionen sind unsere Kandidaten fiir Parametrisierungen einer Untermannigfaltigkeit.
Trotzdem kann das Bild einer (sogar injektiven) Immersion ,Spitzen“ haben, sieche Beispiel
[1.1.3l(iv) unten. Deshalb fithren wir den folgenden Begriff ein.

11.1.2. Definition. Eine glatte Abbildung f : D — RN heifit Einbettung, wenn gilt:
(i) f ist eine Immersion.
(i1) f ist injektiv.

(iii) f:D — f(D) ist ein Homéomorphismus.

Die Begingung (iii) sichert, dass f(D) ,glatt“ ist. Da f schon stetig ist, reicht es fir die
Verifikation von (iii) zu zeigen, dass f~1: f(D) — D stetig ist.

11.1.3. Beispiel.
(1) f:R—R2, f(t)=(t,¢2) ist eine Immersion, deren Bild die Parabel y = x2 ist.

(i) f:R— R%, £(¢) = (£3,#?) ist keine Immersion in (0,0). Das Bild ist die Neilsche Parabel
{(x,y) e R?: y2 = 23},

(iii) f : R — R2, f(t) = ' = (cos @, sin ) ist eine Immersion, deren Bild der Einheitskreis ist. Sie
ist nicht injektiv (sondern periodisch mit Periode 27), aber fiir jedes offenes Intervall I = (¢ —
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7,0+ 1) ist y := |7 : I — R? injektiv und eine Einbettung. Das Bild von v ist Im(y) = f (¢ —
7,90 + 1)) = ST\ {/?0*M}, Die Umkehrfunktion ¢! ist ein Zweig der Argument-Abbildung
(siehe Satz und Definition [8.4.10(d)). Wenn arg : S~ {1} — (0,27) den Hauptzweig be-
zeichnet, dann ist 1;/‘1 : 81 {eilwotmy (po —m, ¢ + ) durch z — arg(ze @0y 4 Qo — T gege-
ben.

(iv) [ : (-7/4,7/4) U (37/4,57/4) — R2, f(t) = (cost+/2|cos(2¢)], sint\/2|cos(2¢)|) ist eine Einbet-
tung, deren Bild die Lemniskate von Bernoulli (Beispiel [10.3.31(3)) ohne (0, 0) ist. Die kartesi-
sche Gleichung der Lemniskate ist

(11.1) (x2+y2)2—2(x2—y2) =0.

Die parametrische Darstellung ergibt sich, wenn wir (x,y) = (pcost,psint) in (IT.I) einset-
zen und die Gleichung der Lemniskate in Polarkoordinaten erhalten, nimlich p? = 2cos(2t).
fl(—w4,m4) parametrisiert die rechte Seite und f|(3/457/4) parametrisiert die linke Seite der
Lemniskate.

Es ist klar, dass sich die Inverse ! im Punkte (0,0) nicht stetig fortsetzen lasst.

W) f:(3, 57”) — R2, f(¢) = (cost,sin2t) ist eine injektive Immersion, aber keine Einbettung;
Im(f) = {(x,y) € R? : y2 — 4x? + 4x* = 0} ist keine Untermannigfaltigkeit des R2.

(vi) Sei a e R~ Q. Dannist f: R — R?, ¢ — (e, e!?) eine injektive Immersion, fiir die f(R) dicht
in 81 x S1 ist.
(vii) Spharische Koordinaten: Sei r > 0 fest. Dann ist

f:00,2m) x (—7/2,7/2) 3 (¢p,0) — (rcos¢cosf, rsingcost, rsinf) € R?
eine Einbettung, deren Bild S% \{(x,0,2):x > 0} ist, wobei S% die 2-Sphire vom Radius r in R3
ist.
(viii) Ein Diffeomorphismus ist eine Einbettung.

(ix) Fiir n < N, x € R" definieren wir (x,0) € RN, wobei 0 der Nullvektor in RN " ist. Falls n = N
definieren wir (x,0) € RY =R” durch (x,0) = x. Sei j : R* — RY, j(x) = (x,0). Die Abbildung j ist
injektiv und linear. Daher d j(x) = j fiir alle x € R"?, also ist j eine Immersion.
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Wir beweisen nun, dass jede Immersion lokal (d.h. jeweils in einer kleinen Umgebung eines
beliebigen gegebenen Punktes) bis auf einen Diffeomorphismus die Form (ix) hat.
Notation. Sei W/ (p) =12 ;(p; —¢,p; + &) cR™ der Wiirfel mit Mittelpunkt p € R™ und Kan-
tenlénge 2¢.

11.1.4. Satz (lokale Struktur einer Immersion). Sei D c R” offen und f :D — RY eine Immer-
sion in a € D. Dann gibt es € > 0 mit W}'(a) c D, eine offene Umgebung V von f(a) und einen
Diffeomorphismus @ : W,fv (a,0)— V so, dass f(W}(a)) =V und flwr@q) = @oj, d.h. das folgende
Diagramm ist kommutativ:

W(a) v
\ /
W2 (a,0)
~— A
f
Vv
j(x)=(x,0)\<

Beweis: Fallsn =N, soist f ein lokaler Diffeomorphismus in a (Umkehrsatz), und wir wiahlen
£>0so0,dass W' (a)c D und f : W}(a) — V ein Diffeomorphismus ist. Da j = Idg~ ist, folgt die
Behauptung mit @ = f.

Sei n < N. Wir betrachten die Abbildung F : D x RN"" — RN F(x,z) = f(x)+ T - z, wobei
TeMpyxn-nR), z€ RN~ Wir suchen T so, dass F ein lokaler Diffeomorphismus in a wird.
Die Jacobi-Matrix von F in (a,0) ist:

Tr(@,0)= (J7(@), T) e My n(R).

Wegen Range/r(a) = n sind die Spalten vy,...,v, von J¢(a) linear unabhéngig in RY . Wir wih-
len T so, dass die Spalten v,1,...,uny von T eine Basisergdnzung von {v{,...,v,} zu einer
Basis {v1,...,Un,Un+1,...,0n} von RN sind. Dann ist RangJr(a) = N und Jr(a) invertierbar.
Nach dem Umkehrsatz gibt es € > 0, so dass gilt: W'(a) c D, F(WgN(a,O)) =:V ist eine offene
Umgebung von f(a) = F(a,0) und F : ng (a,0) — V ist ein Diffeomorphismus. Offensichtlich
gilt f(x) = F(x,0) = (F o j)(x) fiir x € W} (a). Die Behauptung folgt also mit ® = Flyx 4.0y U

11.1.5. Definition. Sei D c RN offen. Eine glatte Abbildung f : D — R™ heifit eine Submersi-
on in a € D, wenn das Differential d f(a) € L(RY,R™) surjektiv ist (d.h. wenn die Jacobi-Matrix
Jr(a) Rang m hat, d.h. wenn {grad f1(a),...,grad f,;(a)} eine linear unabhingige Menge ist).
Wir sagen auch, dass die Komponenten f1,...,f, von f unabhingige Funktionen in a € D
sind. Ist f Submersion in allen Punkten von D, so heifit / eine Submersion. Ein Punkt x € D
heiBt reguldrer Punkt von [, wenn f eine Submersion in x ist. Andernfalls heil3t x kritischer
Punkt. Ein Punkt ¢ € R™ heillt reguldrer Wert der Abbildung f, falls f eine Submersion in
allen Punkten der Niveaumenge f ~1(c) ist. Ansonsten heif3t ¢ kritischer Wert der Abbildung
f.
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Wenn f:D c RN — R™ eine Submersion in @ € D ist, muss also N > m gelten. Im Falle N <m
sind alle Punkte x € D kritisch, und jedes ¢ € Im(f) ist ein kritischer Wert.
Generell ist jedes y € R™ \ Im(f) ein regulirer Wert, da in diesem Fall f~1(c) = ¢ gilt.

11.1.6. Beispiel.

@) £ :R™IN{0} = R, f(x) =27 +...+x2 | ist eine Submersion.
(ii) Sei P : RN — R ein homogenes Polynom vom Grad r > 1. Dann ist jedes ¢ € R\ {0} ein
regulidrer Wert. Durch Ableiten der Identitit P(tx) = t"P(x) nach ¢ folgt dP(tx)-x = rt" " 1P(x)
(Kettenregel); fiir ¢ = 1 erhalten wir die Eulersche Identitdt:

dP(x)-x = rP(x) fiir alle x € RY.
Fiir ¢ e R\ {0} und jedes x € P~1(c) folgt dP(x) # 0.

(iii) Falls N > m, so ist die Projektion 7 : RN — R™ w(x1,..., Xm, Xm+1s---,XN) = (X1,...,%;,) eine
lineare surjektive Abbildung. Deshalb gilt d7(x) = 7 fiir alle x € RY und 7 ist eine Submersion.

Wir beweisen nun, dass jede Submersion lokal bis auf einen Diffeomorphismus die Form (iii)
hat.

11.1.7. Satz (lokale Struktur einer Submersion). Sei D c RN offen und f : D — R™ eine Sub-
mersion in a € D. Dann gibt es € > 0, eine offene Umgebung V von a und einen Diffeomorphis-
mus®:V — WgN(f(a),O) so, dass f(V)=W[(f(a)) und f|y = no®, d.h. das folgende Diagramm

ist kommutativ:

v ! W (f ()

SN AT

W (f(a),0)

Beweis: Falls m = N, so ist f ein lokaler Diffeomorphismus in ¢ (Umkehrsatz), und wir wih-
len € >0, so dass W*(a) c D und f : W"(a) — V ein Diffeomorphismus ist. Da j = Idg~ ist,
folgt die Behauptung mit ® =f.

Sei m < N. Wir betrachten die Abbildung F : D — R™ x RN-™ F(x)= (f(x),T-(x—a)), wobei
T € M,,«n(R). Dann gilt F(a) = (f(a),0). Wir suchen T so, dass F ein lokaler Diffeomorphismus
in a wird. Die Jacobi-Matrix von F in a ist:

Jr(a)

Jr(a) = T

€ MNXN(R)

Wegen Rangdr(a) = m sind die Zeilen vy,...,v, von Jr(a) linear unabhéngig in RY. Wir
wihlen T so, dass die Zeilen v,,.1,...,uxy von T eine Basisergdnzung von {v1,...,v,} zu ei-
ner Basis {v1,...,Um,Um+1,-..,0N} von RY sind. Dann ist RangJr(a) = N und Jz(a) invertier-
bar. Nach dem Umkehrsatz gibt es € > 0 und eine offene Umgebung V von a, so dass gilt:
FW)= ng(f(a),O) und ®:=Fly:V — WgN(f(a),O) ist ein Diffeomorphismus. Offensichtlich
gilt f(x)=noF(x)=mo®(x) fiir alle xe V. O

Wiederholung aus linearen Algebra: der Rang.

11.1.8. Definition. Sei K ein Korper, V, W endlich-dimensionalen K-Vektorriime, T:V — W
eine lineare Abbildung.
(i) Der Rang von T, bezeichnet Rang T, ist definiert als Dimension des Bildes von 7.
(i) Ist A € M,;,«,(K), so definiert A eine lineare Abbildung T4 : K® — K™. Wie setzen
RangA :=RangT4.
(iii) Der Spaltenrang von A ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A. Der
Zeilenrang von A ist die Maximalzahl linear unabhéingiger Zeilen von A.

11.1.9. Proposition. Sei A € M,,«,(K). Dann gilt:
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(i) Rang A =Zeilenrang A = Spaltenrang A.
(i) Der Rang von A ist das Maximum der Rénge aller quadratischen Untermatrizen von
A.
(iii)) RangA =r bedeutet also:
— Es gibt eine invertierbare r x r-Untermatrix
— Es gibt keine invertierbare s x s-Untermatrix mit s > r
(iv) Ist A in Zeilenstufenform, so ist Rang A die Anzahl der Zeilenvektoren die ungleich Null
sind.
(v) Ist m =n, so ist A genau dann invertierbar, wenn sie Maximalrang hat, d. h. Rang A = n.

11.2. Definition und Charakterisierung der Untermannigfaltigkeiten. Alle Teilmen-
gen reeller Rdume versehen wir mit der durch die euklidische Metrik induzierten Topologie.
Ist M cRY, so ist U ¢ M offen in M genau dann, wenn es eine offene Menge U c RV gibt mit
U = U nM. Eine Umgebung von x in M ist dementsprechend eine in M offene Menge U c M
mit x e U.

Sprechweise. Wir verwenden hiufig die folgende Sprechweise: M c RY bzw. f : M — R™ hat
lokal in a € M eine Eigenschaft E, wenn a eine offene Umgebung U < M besitzt, so dass U
bzw. fly die Eigenschaft E hat. Wir sagen auch: M c RN bzw. f : M — R™ hat lokal eine
Eigenschaft E, wenn jeder Punkt x € M eine offene Umgebung U < M besitzt, so dass U bzw.
flu die Eigenschaft E hat.

11.2.1. Definition. Seien n, N € Nj. Eine nichtleere Teilmenge M c RN heiBt n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des RY, falls gilt: Zu jedem Punkt x € M existieren

(i) eine offene Umgebung U von x in M,
(ii) eine Einbettung v :D — RY mit D c R” offen, so dass w(D)=U.

Die Einbettung v heillt eine (lokale) Parametrisierung von M um den Punkt x € M. Das
Paar (U, ¢), wobei ¢ := w1 :U — D, heiit Karte oder lokales Koordinatensystem von M
um x mit Kartenbereich U.

Seien (U1, ¢1) und (Ug, o) zwei Karten der Untermannigfaltigkeit M c RY um den Punkt
x € M. Die Abbildung ¢g o (pfl 11U NUg) cR* — (U1 NUsg) c R™ heillt Koordinatentrans-
formation oder Karteniibergang zwischen den Karten (U1, ¢1) und (Usg, ¢2).

Eine Familie A = (Uj, ¢;);c; heillit Atlas von M, falls die Karten ganz M iiberdecken, d.h.
M =Uier U;.

Ist M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so heif3t die Zahl n die Dimension von
M. Wir schreiben oft M", um die Dimension anzudeuten. Die Zahl N — n heiflt die Kodimen-

sion von M" in RV,

11.2.2. Beispiel. Um zu entscheiden, ob eine Teilmenge M c RN eine Untermannigfaltigkeit
ist, miissen wir einen Atlas fiir diese Menge angeben. Andererseits gibt es dann unendlich viele
verschiedene Atlanten (Beispiel: Sphire, siche unten). Wegen R = {0} ist eine 0-dimensionale
Untermannigfaltigkeit ein Punkt oder eine diskrete Menge von Punkten in RN,

(i) Jede offene Teilmenge U c RY ist eine N-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY;
eine Parametrisierung ist Idy, und (U,Idy) ist ein Atlas von U.
(ii) Der Kreis S! = {(x,y) € R? : x? + y2 = 1} ist eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R2. Als lokale Parametrisierung um einen Punkt (xg, yg) = ¢! kann man die Einbettung
W (po— 1,00+ 1) — ST, w(p) = e? nehmen. Die zugehérige Karte y~1: ST~ {e!@0+ D} — (g —
7,0 + 1) ist ein Zweig der Argument-Abbildung und und heifit auch Winkelkoordinate. Sie
ist gegeben durch z — arg(ze “0"™) 4+ ¢ — 7.

Da Im(y) =S L {e"™*%9} brauchen wir eine weitere Parametrisierung, um S?! zu iiberde-
cken. Wir betrachten z.B. die Parametrisierung i : (¢g, ¢o + 27) — S* mit Im(i) = ST . {e'¥?}.
Es gilt dann S! = Im(y) U Im(), und {(Im(y), 1), Am(§), 7 1)} ist ein Atlas von S!. Der
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Karteniibergang ist ¥ o 1//_1 2 (o — ,00) U (9o, 00 + 1) — (9o, @0 + 1) U (o + 7,00 + 27), ¢p —
arg(e?=99)) + g, also ¢ — @ + 27 falls @ € (9o — 7, ¢0) und @ — ¢ falls ¢ € (¢o, Po + 7).

‘[7;:(pr-—>ei(p N 1,/:(pn—>eup
ei(‘p°+”)\
— )
%o Qo+27m Po—T Qo+

Beide Karten sind aus der Standardparametrisierung des Kreises (Def. hergeleitet.
Hier benutzen wir allerdings den Begriff Parametrisierung in einem engeren Sinn.

Wir nennen 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des RN reguldre oder glatte Kurven.
(iii) Die n-Sphdre S} ={x € R™*1: |x|ls = r} vom Radius r > 0 ist eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R**!. Sie besitzt einen Atlas aus zwei Karten, namlich den stereographi-

schen Projektionen.
x3

Xn+1

. X1y.-453Xn
(pn(x),0) R” x {0}
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Sei r = 1. Die stereographischen Projektionen aus dem Nordpol N = e, und Sidpol N = —e,
sind definiert durch

(11.2) pNiSTINI =", py(q)= Lndn)
1-qn+1

(11.3) pg:S"\(S}—R", p(g)= TLdn)
1+qn+1

Die entsprechende Parametrisierungen sind gegeben durch

(251, .- ., 2%n, 2% = 1)

114 1R - 8P\ (N M) =
(11.4) PN N}, pyn @) AL
_ _ (2x1,...,2%,,1— 1))
11.5 L.R™ = 8"\ (S}, Lx) = A
(11.5) Pg {S}, pg (@ 11 %2

Es gibt viele anderen Karten auf S?, z.B. die Koordinatenprojektionen der Halbsphéren S n

{x e R""1:x; >0} oder S” n{x e R*"!:x; < 0} auf die Hyperebene {x e R**!: x; = 0} = R".
Besonders niitzliche Karten sind gegeben durch sphdérische Koordinaten. Die zugehorige

Parametrisierung ist erhalten durch Einschrinkung der Polarkoordinatenabbildung (I0.3)auf

{r}x (0,27) x (-, %" %

Wn(0,27) x (=X, 22 . 8§71 {xeR" :x1 > 0,x9 = 0}
222 r

(11.6)
U/n((Pa’-‘)la- .. aﬁn—2) = Pn(ra(p7191> .. '71971—2)

insbesondere fiir n = 2 gilt

¥3:(0,2m) x (-F,3) — S?

11.7)
W3, ) = (Pa(r,p)cosd,rsind) = (rcosepcosd,rsingcosd,rsind).

Wir nennen 2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des RY reguliire oder glatte Flichen
(Beispiele dafiir sind die 2-Sphiren S? c R3.).
Wir nennen (N — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des RY Hyperflichen des RY. Die

Sphare S? ist also eine Hyperflache von R™ "1,

(iv) Die Lemniskate ist keine Untermannigfaltigkeit, denn fiir den Schnittpunkt (0,0) gibt es
keine lokale Parametrisierung. Das ist anschaulich klar, da jede Umgebung von (0,0) in M
zwei sich kreuzende Linien enthélt, also nicht homéomorph zu einer Teilmenge von R sein
kann. (Dies kann man am besten mit dem Begriff der Zusammenhangskomponenten prézisie-
ren: Jede Umgebung V von (0,0) zerfillt bei Wegnehmen von (0,0) in mindestens vier Teile
(Zusammenhangskomponenten). Wenn v : D — ¢(D) = U eine Parametrisierung um (0,0) wé-
re, so wire ¥ ein Hom6omorphismus, daher miisste auch gelten: D zerfallt bei Wegnehmen
eines Punktes in mindestens 4 Teile; da man 0.B.d.A. die Menge D als zusammenhéngend an-
nehmen kann, also als offenes Intervall, zerfillt es aber in nur 2 Teile. Somit kann 1 nicht
existieren.)
Andere Argumente erhilt man mit Hilfe eines der Kriterien aus Satz

(v) Der gerade Zylinder entsteht durch Verschiebung eines Kreises parallel zu einer Geraden
durch den Kreismittelpunkt, ndmlich der Achse, die senkrecht zur Kreisebene steht.
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V4

Wenn diese Achse die z-Achse ist und der Kreis den Radius r hat, dann ist der Zylinder die
Menge M = {(x,v,z) e R3 : x% + y2 = r2}.

(vi) Wir betrachten den Rotationstorus im R3. Dies ist die auf folgende Weise definierte Menge
T2: Es sei ein Kreis in der (x,z)-Ebene um (r1,0) mit Radius rq gegeben, wobei 0 < rg <rj. Sei
T? die Punktmenge im R3, die bei Drehung dieses Kreises um die z-Achse entsteht. T2 heiBt

Rotationstorus. .

Wir zeigen
T2 = {((ry+rgocosu)cosv,(ri+rocosu)sinv,rosinu):u,v € R} :

Der Kreis in der (x,z)-Ebene wird durch y(u) := (r1 +recosu,resinu) parametrisiert. Bei Dre-
hung um die z-Achse bleibt die z-Koordinate unveréandert. Vom Nullpunkt verschiedene Punk-
te in der (x, y)-Ebene werden durch Polarkoordinaten der Form pe® = p(cosv+isinv) = (p cosv, p sinv)
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beschrieben, wobei p € R, den Abstand vom Nullpunkt und v den Winkel zur x-Achse be-
schreibt. Folglich gilt fiir die Koordinaten eines Punktes des Rotationstorus:
z=rgosinu.

x=(ry+rgcosu)cosv, y=(ri+rgcosu)sinv,

Dies ist eine parametrische Darstellung des Rotationstorus. Eine Darstellung als Losungs-
menge einer Gleichung ist

T2:{(x,y,z)E[R?’:(\/x2+y2—r1)2+22—r320}.

(vii) Das Mobiusband entsteht, wenn man einen langen rechteckigen Streifen Papier an bei-
den Enden zusammenklebt, ein Ende aber vor dem Zusammenkleben um 180° verdreht.
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Wenn ein Kifer auf dieser Fliche entlangkriecht und immer in der Mitte des Streifens
bleibt, so kommt er an seine Ausgangsstelle zuriick, aber mit den Beinen nach oben. Anders
als Sphéare oder Zylinder hat das Mébiusband nur eine Seite. Dies bedeutet, dass die Fliache

nicht orientierbar ist.

Eine mogliche Realisierung des Mobiusbandes in R? ergibt sich folgendermaBen. Betrachte das
offene Segment AB c R%, A =(1,0,0), B =(3,0,0). Wir bewegen das Segment in R? so, dass zu

dem Zeitpunkt 9 € R das neue Segment A 9By die folgenden Eigenschaften hat:

o der Mittelpunkt von A 9By ist (2cos9,2sin?,0),
o AgBjy liegt in der von (2cos?,2sin,0), (0,0,0) erzeugten Ebene, und der Winkel zwi-

schen A 9By und dem Vektor (2cos,2sind,0) ist g

M =Ugepr A 9By ist dann das Mobiusband.
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Es ist klar, dass

Ag= (2c0s«.‘)—cosgcosﬁ, 2sin19—cosgsin1‘),—sing),

Bg= (2c0s8+cosgcosﬁ, 2sin1‘)+cosgsin19, sing),

AgBg={(2cos9+tcos T cos?d, 2sin9+tcos S sind, tsind) =: f(¢,9):t (-1, 1)}.

Dann ist M = Im(f), wobei f : (-1,1) x R — R3. Nun ist M eine 2-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R3:
Sei ¥ = fl—1,1)x(0,2n)- Dann ist ¥ eine Parametrisierung von M N\ AB = M \. A¢By. Sei G :

R3 < {(x,v,2):y = 0,x > 0} — R2 mit G(x,y,2) = (arg(x,y), ;)
2sin(arg(x, y))

Dann gilt G oy = Id(_1,1)x(0,27)- Dies beweist:

¢ 1y ist injektiv,
o 1 ist Immersion (Kettenregel: dG(y/(t,9)) - dy(t,9) = Idg2),
e ¥:(-1,1)x(0,2m1) — M ~. AB ist Hom6omorphismus (die Inverse ist GlM\E)'

Also ist 1 eine Einbettung und Parametrisierung von Im(y) = M ~. AB. Genauso zeigt man,
dass ¢ = f|(-1,1)x(-x,x) €ine Parametrisierung von M \m ist. Die Bilder der Parametrisie-
rungen ¥ und ¢ tberdecken M. Daher ist M eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R3.

(viii) Die Kleinsche Flasche entseht, indem man eine Zylinderoberfliche an ihren Enden
verklebt, allerdings wird einer der Kreise am Ende mit Pfeilen im Uhrzeigersinn, einer mit
Pfeilen gegen den Uhrzeigersinn versehen, und dann werden die Pfeile zur Deckung gebracht.
Dieses Gebilde ist im R? nicht realisierbar, d.h. es gibt keine Einbettung in R%. Eine gute Ni-
herung erhalten wir, wenn wir ein Ende des Zylinders durch seine Oberflache hindurchstecken
und dann von innen mit dem anderen Ende verkleben.
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Als néchstes wollen wir andere Moglichkeiten schildern, zu iiberpriifen, ob eine Menge M
eine Untermanigfaltigkeit des RY ist. Wir brauchen dazu die folgenden Begriffe.

11.2.3. Definition. Eine Teilmenge G c RV heiBt Graph der Dimension n, falls G bis auf
eine Permutation der Variablen in RY Graph einer glatten Abbildung f : D — RV ™" mit D c R"
ist. Genauer muss gelten: Es existiert eine Permutation p von {1,...,N}, eine offene Menge
D c R™ und eine glatte Abbildung f : D — RN so dass

G= {(xl,...,xN) H(Xp1)s - Xp(n) ED, (X p(na1), -+ - Xp@V)) = f(xp(l),...,xp(n))}.

Beispiel: Der obere Einheitshalbkreis in R? ist G, = {(x, V1 —x2):x € (—1,1)}, also der Graph
der Funktion y = f(x) = V1—x2 auf (-1,1). Der rechte Halbkreis ist G, = {(1/1-y2,y): y €
(—=1,1)}, also der Graph der Funktion x = f(y) = v/1-y2 auf (-1,1).

11.2.4. Definition. Eine Menge M c RN heifit Lésungsmenge eines Systems von m unab-
hingigen Gleichungen, falls gilt: Es gibt eine offene Umgebung D von M in RV eine glatte
Abbildung F : D — R™ und einen regulidren Wert ¢ € Im(F) von F, so dass M = F~1(c).

Beispiel: Die Sphire S2 = £~1(0), wobei f(x,y,2) = x?+y2+22-1. Es gilt J(x, y,2) = (2x,2y,22),
und dies hat Rang 1, da (x,y,2) #(0,0,0) fir alle (x,y,2) € S2 gilt.

11.2.5. Definition. Eine Menge M c RY ist zu R” biigelbar, falls gilt: Es existiert eine offene
Umgebung D von M und ein Diffeomorphismus ® : D — D’ von D auf eine offene Teilmenge
D' cRY sodass ®DNM)={yeD :ypi1=...=yn =0} =D’ Nn(R" x {0}). (Dabei bezeichnet 0
den Nullvektor im Teilraum RV ~".)

11.2.6. Satz (Charakterisierung der Untermannigfaltigkeiten). Seien n,N € Ny und M c RN
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(i) M ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN ;

(i1) M ist lokal zu R™ biigelbar;
(iii) M ist lokal Losungsmenge eines Systems von N —n unabhdngigen Gleichungen;
(iv) M ist lokal Graph der Dimension n.

Beweis: Wir zeigen zunéichst die Implikation von (i) nach (ii). Dazu benutzen wir den Satz
tber die Struktur einer lokalen Immersion. Sei also p € M und ¥ : D — M eine Einbettung
mit D offene Teilmenge des R". Sei aullerdem a € D mit W(a) = p. Da ¥ : D — WY(D) ein
Homoéomorphismus ist, so ist W(D) offen in M, also existiert eine offenen Menge U < R” mit
UnM =Y¥(D). Da ¥ eine Immersion in a ist, folgt aus Satz[11.1.4] dass es ein € > 0 gibt, mit
W/ (a) c D, eine offene Umgebung V von p in R” und ein Diffeomorphismus @ ng (a,0) —V
existieren, so dass W|yr(q) = ®oj ist, wobei j : Wi (a) — ng (a,0) die Inklusion von x — (x,0)
ist. Wir wiahlen V, so dass V cU. Dann gilt M NV = f(W/(a)) c V. Es folgt, dass O I MnV)=
DLW (@) = WN(a,0)n(R" x 0), das heift, ®~! biigelt M NV.

Nun zeigen wir die Implikation (ii) nach (iii). Seien dazu D,D’ c R" offen und ® : D — D’
ein Diffeomorphismus mit @D NM)=D'NnRx0. Das heiBt DNnM ={peD :®,,1(p)=...=
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On(p)=0}= F~10), wobei F: D — [RN_”, F=(®,.1,...,0x). Nun ist 0 ein reguliarer Wert fiir
F und die Zeilen der Jacobimatrix Jz von F sind Zeilen der Jacobimatrix J¢ von ®. Da ® ein
Diffeomorphismus ist, sind die Zeilen von Jg linear unabhéngig, also RangdJp =N —-n in D.

Die Implikation von (iii) nach (iv) ist eine direkte Konsequenz aus dem Satz iiber implizier-
te Funktionen.

Also bleibt noch die Implikation (iv) nach (i). Ist M lokal ein Graph, so konnen wir anneh-
men, dass MNV ={(x, f(x)) : x € D}, mit V offene Teilmenge des RY und D offene Teilmenge des
R" und f : D — RY" glatt ist. Dann ist ¥ : D — RY, W(x) = (x, f(x))) eine Parametrisierung
von M nV. O

Insbesondere folgt, dass M eine Untermannigfaltigkeit ist, wenn ganz M Lésungsmenge eines
Systems von N —n unabhingigen Gleichungen ist. Dies wollen wir als Satz ausdriicken:

11.2.7. Satz (Satz vom regulidren Wert). Seien D c RY offen, F : D — R™ eine glatte Abbildung
und ¢ € Im(F) ein regulirer Wert von F. Dann ist F~1(c) eine (N — m)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des RN

11.2.8. Beispiel. Der Satz [11.2.7] ist sehr wichtig, denn Mannigfaltigkeiten sind oft als Lé-
sungsmengen von Gleichungen gegeben.

(i) Wir betrachten nochmals die Sphére vom Radius r > 0 in R**1, St ={xe R 1 xlle = r}.
Offensichtlich gilt S? = F~1(0) fir die glatte Abbildung F : R**! — R, x — |x||% — 2. Fiir die
Jacobimatrix von F in x gilt Jr(x) = (2x1,...,2x,+1) = 2x. Fur x € S} ist RangJr(x) = 1. Somit
ist S” nach Satz[IT1.2.7 eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*!.

(ii) Sei allgemeiner P : RY — R ein homogenes Polynom vom Grad r > 1. Fiir jedes ¢ € R\ {0} ist
P~1(¢) eine Hyperfliche.

(iii) Sei A = (a;;) € M, x»(R) eine symmetrische Matrix und c € R\ {0}. Wir definieren

Q:={xeR":(Ax,x) = Zaijxixj =c}, dh. @ = Ff o),

wobei f(x) = (Ax,x). Dann ist ¢ ein reguldrer Wert von f, da J¢(x) = 2Ax # 0 fiir x € @. Also
ist @ eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R”. Eine in dieser Form gegebene
Untermannigfaltigkeit des R" hei3t Quadrik.

Beispiele in R3:

FﬁrA:(

(=Yl o
oo
(==l

) und ¢ =1 ist @ ein Zylinder.

00

a
Fir A = ( 0 az 0 ), a1,a2,a3>0und ¢ =1 ist @ ein Ellipsoid mit Halbachsen —=,
00 as \/a_l

§|>—l
%)
§‘|
w

FiirA:(

oo
(=] ]
(=]

1) und ¢ =1 ist @ ein einschaliges Hyperboloid:

Q=1{(x,y,2):x%+y* 22 =1}.
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(v) Die Umkehrung des Satzes vom reguldren Wert ist falsch

b

2

~R"
11.3. Tangential- und Normalenriume an Untermannigfalti

TM:={ve RY : 3¢ > 0 I glatte Kurve Y : (—€,€) = M mit y(0) = x, y'(0) = v}

sche Werte ¢, so dass F~1(c) eine Untermannigfaltigkeit ist. Als Beispiel betrachte F : R — R,

M c RN eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit

nigfaltigkeit ist, folgt i.A. nicht, dass ¢ ein regularer Wert wéire. Anders gesagt, es gibt kriti-
11.3.1. Definition. Sei x € M. Die Menge der Vektoren

(iv) Die orthogonale Gruppe O(n):={A e M
F(x,y) = x2. Dann ist 0 ein kritischer Wert

termannigfaltigkeit von M, ., (R)
nigfaltigkeit.
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heillt Tangentialraum von M im Punkt x. Die Elemente von 7T, M heiflen Tangentialvektoren
an M im Punkt x.

Wir konnen anstelle von ¢y = 0 in der Definition eine beliebige Zahl (Zeit) ¢¢ € R betrachten:
v =7/(tg), wobei y: (tg—€,to+€) — M, y(to) = x.

TS LT
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Tangentialvektoren sind genau die Tangenten (Geschwindigkeitsvektoren) an Kurven, die in
der Untermannigfaltigkeit verlaufen. Man stellt sich einen Tangentialvektor als an x fest-
geklebt vor und damit den Tangentialraum als Unterraum eines Exemplars von RY, dessen
Ursprung bei x sitzt.

11.3.2. Satz. (i) Sei v : D c R* — U eine Parametrisierung von M um x mit y(a) = x (wie in
Def. [I1.277)). Dann gilt T M = Imdwy(a). Insbesondere ist T M ein n—dimensionaler Untervek-
torraum des RN, und {01v(a),...,0,v(a)} ist eine Basis von T, M.

(ii) Sei D eine offene Umgebung von x in RN, sei F : D — RN™" eine glatte Abbildung und
¢ € Im(F) ein reguliirer Wert von F, so dass MnD = F~1(c). Dann gilt

T.M =kerdF(x) = ({grad F1(x),...,grad Fx_, () * |.

11.3.3. Beispiel.
(i) Sei U c R" eine offene Teilmenge und x € U. Dann gilt T, U = R”, da fiir jedes v € R”

gilt: v = y/(0) mit y(¢) := x + tv.

(ii) Sei S?:={xe R™*1: |x|le = r} eine n-dimensionale Sphare und x € S?. Dann gilt T,S? =
{veR™1: (x,0) = 0}.

(iii) Fiir eine Quadrik @ wie in Beispiel 11.2.8/lund x € @ gilt df(x)-v = (Ax,v) also T @ =
kerdf(x)={veR":v L Ax}.

(iv) Sind M, My zwei Untermannigfaltigkeiten und M = M1 x My, so gilt T, M =T, M x
Ty, My fir alle x = (x1,x2) € M.

11.3.4. Definition. Sei M c RN eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit und x € M. Der
zum Tangentialraum Ty M orthogonale Vektorraum

NM:={weRY:w L T.M}=(T,M)"*

heifit Normalenraum an M im Punkt x € M. Die Elemente von N, M heiflen Normalenvekto-
ren an M im Punkt x.

11.3.5. Beispiel. Sei M c R"*! eine Hyperfliche (d.h. dimM = n). Aus Satz I1.3.2 folgt sofort:
(i) Ist w:U — R"*! eine lokale Parametrisierung um x = y(z) € M, dann ist
N, M =Ro1y(u)x...x 0, w(u).

Kreuzprodukt
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(i) Sei D eine offene Umgebung von x in RN ,F :D — R eine glatte Abbildung und ¢ € Im(F")
ein regulirer Wert von F, so dass MnD = F~1(c). Dann gilt N, M = Rgrad F(x). Beispiel:
N,S! =Rux.

(iii) Fir eine Quadrik @ wie in Beispiel I1.2.8lund x € @ gilt N, =RAx.

11.3.6. Satz (Umformulierung der Multiplikatorenregel von Lagrange). Sei M c RY eine Un-
termannigfaltigkeit, U c RN offen und f : U — R differenzierbar. Falls flynm in a € UNM ein
lokales Extremum hat, so folgt grad f(a)e N, M.

11.4. Glatte Abbildungen und ihr Differential. Wir definieren nun den Begriff der diffe-
renzierbaren Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten mit Hilfe von lokalen Parametri-
sierungen (oder Karten).

11.4.1. Definition. Seien M]' < RM und M;? c RV zwei Untermannigfaltigkeiten. Eine Ab-
bildung f : M1 — My heiit glatt, falls fiir jede Karte (U, ) von M; die Abbildung f O(p_1 :
@(U) c R"* — RM2 eine glatte Abbildung ist. Mit C®°(M) bezeichnen wir den Ring aller reell-
wertigen glatten Abbildungen auf M. Mit C*°(M1, Ms) bezeichnen wir die Menge aller glatten
Abbildungen zwischen den Untermannigfaltigkeiten M; und M.

11.4.2. Beispiel.

(i) Ist M1 = U < RM eine offene Teilmenge, dann stimmt der eben definierte Differenzierbar-
keitsbegriff mit dem schon bekannten fiir Abbildungen zwischen reellen Vektorraumen iiber-
ein: Betrachte die Karte ¢ : U — U, ¢ = 1dy.

(ii) Es geniigt, die Differenzierbarkeit der Abbildungen f oq)i_l : ;i(U;) — RN fiir einen Atlas
A ={(Uj,pi)}ic; von M1 zu tiberpriifen. Dazu brauchen wir das folgende wichtige Lemma:

11.4.3. Lemma. Seien (U1,@1) und (Us,ps) zwei Karten der Untermannigfaltigkeit M™ c RN
um den Punkt x € M. Dann ist der Karteniibergang (pzoq)Il 1 p1(U1NU2) cR* — po(U1NUz) c R™
eine glatte Abbildung zwischen offenen Mengen des R”".

Dies folgt aus der Tatsache, dass die Kartenabbildung @9 nach Satz[I1.1.4ldurch Einschrin-
kung eines lokalen Diffeomorphismus im Einbettungsraum RY entsteht (®~! im Satz[TT.1.4).

Dieses Lemma ist der Ausgangspunkt fiir die Definition der abstrakten differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten. Sei M ein topologischer Hausdorffraum. Ist U < X eine offene Menge und ¢ : U — ¢(U)
ein Homéomorphismus von U auf eine offene Menge ¢(U) c R”, dann heifit das Paar (U, ) eine n-
dimensionale Karte von M. Ein Atlas von M ist eine Familie A = {(U;,;)};c; von n-dimensionalen Kar-
ten so, dass M = U;c;U; gilt und fiir alle i, j € I die Abbildung (piogoj_.l 1@i(U;nUj) cR* — ¢;(U;nU;) cR”
ein Diffeomorphismus ist. (Fiir U;NU; = @ ist diese Bedingung leer.) Sei Anax ein maximaler Atlas (bzgl.
der Inklusion von Atlanten, d.h. fiir jeden Atlas B > Apax folgt B = Anax). Ist A ein Atlas von M, so
existiert ein maximaler Atlas Amnax 2 A. Das Paar (M, Anax) heifit dann eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit.

Mannigfaltigkeiten brauchen nicht in irgendeinem RY zu liegen (man sagt auch: eingebettet zu sein),
obwohl nach einem Satz von Whitney jede Mannigfaltigkeit mit abzéhlbarer Basis der Topologie in
einen geeigneten RV eingebettet werden kann. Der projektive Raum, der Quotient einer Mannigfaltig-
keit bzgl. einer Gruppenoperation, die Verklebung zweier Mannigfaltigkeiten, das Kotangentialbiindel
sind Beispiele von Mannigfaltigkeiten, die a priori nicht eingebettet sind.

(iii) Sei M c RV eine Untermannigfaltigkeit und (U,¢) eine Karte von M. Dann ist die Kar-
tenabbildung ¢ : U — V cR” glatt.

(iv) Ist M c RN eine Untermannigfaltigkeit, so ist die Inklusionsabbildung 1 : M — RV glatt.
(v) Sind f: M1 — My und g : My — M3 glatt, so ist gof : M1 — M3 glatt.

(vi) Seien U c RY offen, M c U eine Untermannigfaltigkeit und f : U — R™ eine glatte Abbil-
dung. Dann ist die Abbildung f|3s : M — R™ ebenfalls glatt.

(vii) Es gilt:
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f € C®°(M) < Fiir jedes x € M existieren eine offene Umgebung U, in RN und

F, e C®(Uy), so dass Fylu,nm = flu,nm-
Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass M lokal biigelbar ist, und fiir M = R” x {0} c RY
kann man die Fortsetzung F : RY — R durch F(x1,...,xn) = f(x1,...,%,) definieren. Mit Hilfe
einer Zerlegung der Eins findet man eine offene Umgebung U von ganz M und F € C*°(U), so
dass F|y = f (siehe Aufgabe [11.10.3).

11.4.4. Definition. Sei f : M{' — M,? eine Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkei-
ten. Sei (U, ) eine Karte um x € M; und (V,y) eine Karte um f(x) € My. Dann heil}t die
Abbildung

wofop t:pUnf V) cR™ — y(V)cR™

die Kartendarstellung von f bzgl. der Karten (U, ) und (V,y). Ist speziell f : M; — RV, so
heiBt f o1 : p(U) — RY Kartendarstellung von f bzgl. der Karte (U, ).

Es gilt: Die Abbildung F ist glatt genau dann, wenn alle ihre Kartendarstellungen C*°-
Abbildungen sind.

Sei (U, ¢) eine Karte um x € M1, wobei ¢(U) c R". Wenn x1,...,x, die Koordinaten von R"
bezeichnen, dann notieren wir die Komponenten von ¢ einfach als ¢; = x4, ..., ¢, = x,, und
die Karte als (U, ¢ = (x1,...,%,)). Die Kartendarstellung }”O(p_1 wird auch f oq)_l(xl, e Xp) =
f(x1,...,x,) geschrieben.

Beispiel: Die Kartendarstellung von f : R? — R, f(x,y) = \/«2 + ¥2 bzgl. der Polarkoordinaten
(d.h. einer Karte (U, ¢), wobei ¢ eine Inverse der Polarkoordinatenabbildung ist) ist f(r,¢):=
f(rcose,rsing)=r.

Das Differential einer differenzierbaren Abbildung f : M1 — My definiert man in Analogie
zu den Abbildungen zwischen reellen R4umen als Ableitung von f entlang von Kurven:

11.4.5. Definition. Sei f : M; — M5 eine differenzierbare Abbildung zwischen Unterman-
nigfaltigkeiten. Unter dem Differential der Abbildung f im Punkt x € M; versteht man die
Abbildung

df(x): TeM1 — TrMa, ¥ (0)— (fop)(0),

wobei y : I — M eine glatte Kurve mit y(0) = x ist.

11.4.6. Bemerkung. (1) Die Definition von df(x) ist korrekt, d.h. unabhéingig von der Wahl
von y: Sei v € T M, und sei y eine beliebige glatte Kurve auf M; mit y(0) = x und y'(0) =
v. Wir wihlen eine Karte (U, @) um x. Dann folgt aus der Kettenregel fiir differenzierbare
Abbildungen zwischen reellen Rdumen, dass

(Foy)(0)=d(f o™ Nep(x))- (9 oy)(0).

Da die Kartenabbildung ¢ nach Satz [11.1.4] durch Einschrinkung eines lokalen Diffeomor-
phismus ® im Einbettungsraum RY entsteht, folgt aus der Kettenregel weiterhin (¢ oy)'(0) =
(®oy)(0)=dd(x)-y'(0) = dD(x)- v und somit

(f op)(0) = d(f o Np(x)) 0 dP(x)-v.

Daher hingt (f oy)'(0) tatséchlich nicht von der Wahl der Kurve y ab.

(2) Sind M; < RV und My < RM2 offene Teilmengen, dann stimmt das soeben definierte
Differential mit dem in Kapitel 9 definierten Differential iiberein. Fiir v € T, M; = RV ist
v =7'(0) mit y(¢) := x + tv. Laut Definition TT.4.5] gilt

d
df(x)w)= af(x +tv)|s=0.
y(8)

Letzteres ist aber die Richtungableitung d, f (x). Nach Satz stimmt df(x) daher mit dem
iiblichen Differential aus Definition [9.1.1] iiberein.
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(vi) Viele Abbildungen sind in der Praxis als Einschrinkungen gegeben. Seien U c RY offen,
M c U und F € C®°(U,RN?) mit f = F|j;. Dann gilt

|df (@)= dF @)z, |.

Diese Formel erleichtert die Berechnung von df(x), da d F(x) die Multiplikation mit der Jacobi-
Matrix Jr(x) ist.

11.4.7. Satz. Seien [ : M1 — My und g : My — M3 differenzierbar, und sei x € M.

(1) Das Differential df(x): TxM1 — Tr)Ms ist eine lineare Abbildung zwischen den Tan-
gentialrdumen.

(2) Es gilt die Kettenregel: d(go f)(x)=dg(f(x))odf(x).

Andere Rechenregeln:
(1) Sind f,g: M — R™ glatt, so gilt d(f + g)(x) = d(f)(x) + d(g)(x) fur alle x € M.
2)Ist f =(f1,f2) : M — M1 x My glatt, soist Tf(x)(Ml xMsg) = Tfl(x)Ml X Tf2(x)M2 (siehe Beispiel
(iv)) und entsprechend dieser Zerlegung gilt
df(x) = (dfl(x), de(x)) . TxM d Tfl(x)Ml X sz(x)MQ

fir allexe M .

11.5. Kanonische Basen.

11.5.1. Definition. Sei M" c RN eine Untermannigfaltigkeit und (U, ¢ =(x1,...,%,)) eine Kar-
te um x € M. Sei e; der i-te kanonische Basisvektor in R”. Fir 1 < i < n bezeichnen wir

B g1
9 (= (™)

0x; 0% (9@) = dp™N@(x))-e; .

0 0
Nach dem Satz [11.3.2] ist (O—(x),...,g(x)) eine Basis von T, M, genannt die kanonische
X1 n

Basis in T M beziiglich der Karte (U, ).

Der Vektor %(x) hat die folgende geometrische Interpretation: %(x) ist der Tangentialvek-
tor im Punkt x € M, der durch die Ableitung der i-ten Koordinatenlinie ¢~ (¢(x) + te;) durch x
in ¢ = 0 definiert wird.

11.5.2. Beispiel.
Sei M = R2. Wir bestimmen die kanonischen Basen der durch die euklidischen und durch die
Polarkoordinaten definierten Karten:

(i) Sei ¢ : R2 — R2 die durch die euklidischen Koordinaten gegebene Karte ¢(x) := (x1,x9). Fir
diese Karte gilt offensichtlich

0
O—(x) =e; fir jeden Punkt x = (x1,x2) € M.
Xi

(ii) Die Polarkoordinaten auf R? sind gegeben durch die Parametrisierung
v iRy x(0,21) — U := RZ {(x,0):xeR,x >0}, w(r,9):=(rcosd,rsind).

Im Punkt x = (x1,x9) = ¢(r,9) gilt dann fiir die durch die Parametrisierung v definierte Karte
W,y

0 0 1

—(x) z—w(r,f)) =(cosd,sind)=—-x und

or or r

0 oy . _
%(x)—%(r,i‘))—(—rsmﬂ,rcosﬂ)—( x9,%1).

Wir beschreiben nun die Basisdarstellung des Differentials einer differenzierbaren Abbil-
dung zwischen Untermannigfaltigkeiten beziiglich kanonischer Basen:
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11.5.3. Satz (Basisdarstellung des Differentials einer glatten Abbildung).

Sei F : M7 — M3’ eine glatte Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten und x € M;. Sei-
en (U,p = (x1,...,x,)) eine Karte um x und W,y = (y1,...,¥m)) eine Karte um F(x) € Mo.
Die Matrix der linearen Abbildung dF(x): TyM1 — Tru)Ma beziiglich der kanonischen Ba-
sen (a%l(x) . (x)) und ( (F (x)),. am (F(x))) ist die Jacobi-Matrix der Kartendarstellung

woFop Lvon Fin ¢x), d. h
(AF@ (3% W), ... dF@)(5% @) = (3% F), .., 532 F @) - Tyopog- ()

oder
-1 )]

dF (== (x)) = Z () —(F(x))

0x;

Xi

Dabei ist %}‘:’Tl)’((p(x)) die i-te partielle Ableitung der j-ten Komponente der Abbildung
yoFop™
Beweis: Wegen der Kettenregel gilt

d(yoFop M) odpx)=dyoFop™op)x)=d(yoF)x)=dy(F(x))odF(x)),

d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ:

dF(x)

T.M; TruM,
dw(x)l ldw(F(’C”
R™ R™

d(poFop=)(p(x))

Die vertikalen Abbildungen sind Isomorphismen und transportieren laut Definition T1.5.7l die
kanonischen Basen (aixl(x) . =2 (x)) bzw. (%(F(x)),..., M%(F(x))) in die kanonischen Basen
von R” bzw. R™. Es folgt, dass die Matrix von dF'(x) bzgl. der kanonischen Basen der Karten
(U, ) und (W, ) gleich der Matrix von d( o F o~ 1)(¢(x)) bzgl. der kanonischen Basen von R”
bzw. R™ ist. Die letztere ist aber genau die Jacobi-Matrix onFo(p—l(([)(fXJ)). |

Auf analoge Weise erhilt man die Beziehung zwischen den kanonischen Basen zu zwei ver-
schiedenen Karten um einen Punkt einer Untermannigfaltigkeit:

11.5.4. Satz (Transformationsformel fiir kanonische Basen). Sei M” c RN eine Untermannig-
faltigkeit und x € M. Seien (U, = (x1,...,x,)) und (V,¥ =(y1,...,¥n)) zwei Karten um x. Dann
ist die Ubergangsmatrix zwischen den kanonischen Basen bzgl. (U,¢) und (V,v) die Jacobi-
Matrix des Karteniiberganges wo g™, d.h.

(2@, 52 @) = (2 @), 52 (@) s (@)
oder
& O(V/ @® 1)J
axl ; ———(px))- T(x)
Beweis: Wende Satz[11.5.3lauf F =Idjs an: Dann ist dF(x) =Idr, . O

Aus der Algebra wissen wir, dass man jedem Vektorraum sein algebraisches Dual zuordnen
kann. Dies tun wir jetzt mit den Tangentialrdumen an eine Untermannigfaltigkeit. Insbe-
sondere wollen wir die dualen Basen zu den kanonischen Basen in den Tangentialraumen
beschreiben.

11.5.5. Definition. Sei M” c RY eine Untermannigfaltigkeit, x € M und T .M der Tangential-
raum an M in x. Der Vektorraum Ty M :={L : T,M — R: Llinear} heifit Kotangentialraum
oder auch dualer Tangentialraum an M im Punkt x.
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Sei f : M — R eine differenzierbare reellwertige Abbildung und x € M. Das Differential
df(x): TxM — TR =R von f im Punkt x ist linear, also ist df(x) € T; M. Insbesondere
sind die Koordinatenfunktionen x; : U — R einer Karte (U, ¢ = (x1,...,x,)) glatte reellwertige
Abbildungen. Also ist (dx;), : TxM — R linear, und somit gilt (dx1)y,...,(dx,)x € T M.

11.5.6. Satz. Sei (U, ¢ = (x1,...,x,)) eine Karte auf M um x mit kanonischer Basis (a%l(x) . ax =Z(x))
in TyM. Dann bilden die Differentiale (dx1(x),...,dx,(x)) die dazu duale Basis im Kotangenti-
alraum T; M, d.h.

0 ..
dxi(x)-aj(x)z&'j Vi,j=1,...,n
If f : M — R glatt, so hat d(x) die folgende Darstellung in fer Basis (dx1(x),...,dx,(x)):

df(x)= Z of oyt

((p(x))dxz(x)
i=1 axl

Beweis: Einsetzen in der Definition ergibt

d d _ d _
dxi(x): =—() =dxi () — (@ 1(<p<x)+tej))|t:o=a(<pio<p D) + te )li=o

Xj
d
=%(<p(x)+ tej)ilt=0="0i;.
Alternativ: Es gilt dg(x) 32-(x) = ¢; und d(x) = (dx1(x), .., dxn(x), also dux;(x)- 52-(x) = 5 fiar
allei,j=1,...,n. |

Aus Satz [11.5.4 und der Transformationsformel fiir duale Basen (siehe Lineare Algebra) er-
halten wir die folgende Transformationsformel fiir unsere dualen Basen:

11.5.7. Folgerung. Sind (U,p = (x1,...,x,)) und (W, = (y1,...,¥,)) zwei Karten von M um x,
so gilt

n -1
dyJ(x :Z (V/ ¢ )J

———(px))dxi(x).

11.6. Vektorfelder, Riemmansche Metrik, Gradient.

11.6.1. Definition. Ein Vektorfeld auf einer Untermannigfaltigkeit M" c RY ist eine G-
Abbildung X : M — RY so, dass X (x) € T M fiir alle x € M gilt. Die Menge aller Vektorfelder
auf M wird mit X(M) bezeichnet.

(Wir stellen uns ein Vektorfeld so vor, dass jedem Punkt ein Pfeil zugeordnet wird.)

11.6.2. Beispiel.

(i) Die durch X (x,y) = (—y,x) definierte Abbildung X : R> — R? ist ein glattes Vektorfeld auf
R2. Auch X| s1:8 1 R2 ist ein glattes Vektorfeld auf S}.

(X,y)*—’ (_y’x)
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(x,y)

Va2 + y?

Die durch X (x,y) = (x, )/l (x, )| = definierte Abbildung X : R2 < {(0,0)} — R? ist ein

glattes Vektorfeld auf R2 . {(0,0)}:

(x,y)

(x,y) —_—
Va2 +y?

(ii) Die Abbildung X : S?2 — R3, definiert durch
X(xyy’z) = (_y7x70)7

ist ein Vektorfeld auf der Sphére S? = {(x,y,2) € R3|x2 +y2 +22 = 1} < R3.

(iii) Sei (U, ¢ = (x1,...,%,)) eine Karte einer Untermannigfaltigkeit M, und bezeichne %(x) =
%‘p—;((p(x)) den im letzen Abschnitt definierten i-ten kanonischen Basisvektor beziiglich der

Karte (U, @) im Punkt x € U. Da die Abbildungen %‘p—; und ¢ differenzierbar sind, ist die Ab-
bildung
0
—:UcM—R",
0x;
die jedem Punkt x € U den kanonischen Basisvektor a%(x) zuordnet, ein glattes Vektorfeld

auf dem Kartenbereich U ¢ M. Das n-Tupel der Abbildungen (0%1, cee) %) heil3t kanonisches
Basisfeld beziiglich (U, ).

Jedes Vektorfeld X € X(M) kann man iiber dem Kartenbereich U punktweise in der kanoni-
schen Basis darstellen:

n 0
(11.8) X@) =) &ilx)—(x).
et 0x;
Die Komponenten in dieser Basisdarstellung definieren glatte Funktionen ¢; : U — R, i =
1,...,n, auf dem Kartenbereich. Man nennt (11.8) die Basisdarstellung des Vektorfeldes X
beziiglich der Karte (U, ¢). Die Kartendarstellungen der Koordinatenfunktionen ¢;, also

Eop lipU)c R — R,

heilen Komponenten von X beziiglich der Karte (U, ). Ist z.B. (U, ¢ = (r,9)) die Inverse
(x,y)

der Polarkoordinatenabbildung, so gilt a%(x, y) = W und %(x, y)=(—y,x).

11.6.3. Definition. Sei M c RY eine Untermannigfaltigkeit und g, : TxM x T.M — R die Ein-
schriankung des euklidischen Skalarproduktes, also g.(u,v) := (u,v). Die Familie g = {g }rem
dieser Skalarprodukte hei3t induzierte Riemannsche Metrik auf M.
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Sei (U,¢ = (x1,...,%,)) eine Karte von M um x. Wir betrachten die symmetrische positiv
definite (n x n)-Matrix (g;;(x))1<;, j<n, Wobei

8ij(x):= gx(aixi(x), %(x)) = <aixi(x), %(x)> .

Die Funktionen g;jo¢™!: p(U) cR" — R heiBen lokale Koeffizienten der Metrik g beziig-
lich der Karte (U, ).

11.6.4. Beispiel.
(1) Die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik in euklidischen Koordinaten: Sei M = U
eine offene Teilmenge des R™. Wir betrachten auf U die Karte, die durch die euklidischen
Koordinaten gegeben wird: ¢(x) = (x1,...,x,). Fir die kanonische Basis gilt dann aixi(x) =e; €
T.M =R". Folglich ist

gij(x) =(e;,ej) =06ij,
das heif3t, in jedem Punkt x ist die Matrix der Metrik die Einheitsmatrix: (g;;(x)) = Id.

(i1) Die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik in Polarkoordinaten: Wir betrachten
Polarkoordinaten auf R2. Sei ¥Ry x(0,21) — U = R2~{(x,0) : x > 0} c R? die Parametrisierung
durch Polarkoordinaten, y(r,9) = (r cos 9, rsin?). Fiir die Karte (U, 1//_1) gilt dann in x = @(r, 9):

0 0 0 0
E(x)= a—zf(r,i‘)):(cosﬂ,sinﬂ) und %(x)= %(r,8)=(—rsin1‘),rcos8).
Somit erhilt man

<0%(x),£(x)>=l, <£(x),%(x)>=0 und <%(x),%(x)>=r2.

Die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik in Polarkoordinaten hat folglich im Punkt
x =w(r,9) die Gestalt

1 0
11. - (x)) = .
( 9) (gl_](x)) (0 rQ)
(iii) Die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik auf der Sphére S? in sphérischen Ko-
ordinaten (siehe (I1.7)): Sei v die Parametrisierung durch sphérische Koordinaten,

(11.10) y:(0,2m) x (—g, g) — Sz, Y(p,9) = (cos@cosd,singpcosy,sind).

Dann gilt in x = w(¢,d) fir die kanonischen Basisvektoren der durch diese Parametrisierung
definierten Karte y1:

0 0

a—(x) = a—w((p,a.‘)) =(—sin¢gcosd,cospcos,0),

(11.11) ¢ ¢

0 0
%(x) = %((ﬂ,l‘)) =(—cos@sind,—sin@sind,cos?).
Somit erhilt man
0 0 9 0 0 0 0
<£(x), ﬁ(x)> =cos” 9, <£(x), %(x)> =0 und <%(x), %(x)> =1.

Die Matrix der induzierten Metrik auf S? hat in sphirischen Koordinaten folglich im Punkt
x =w(p,?) die Gestalt

2
(11.12) (gijx) = ("°S 9 0)

0 1/’
Sei f : M — R eine glatte Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit M. Dann ist das Diffe-
rential df(x): TyM — R eine lineare Abbildung auf dem euklidischen Vektorraum (T, M, g,).

Wie man aus der Linearen Algebra weil3, entspricht dieser linearen Abbildung ein eindeutig
bestimmter ,dualer” Vektor in T, M. Dies definiert den Gradienten von f:
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11.6.5. Definition. Sei M c RY eine Untermannigfaltigkeit, versehen mit der induzierten Rie-
mannschen Metrik, und sei /' : M — R eine glatte reellwertige Funktion auf M. Der Gradient
von f ist das Vektorfeld

gradf: M —RY
auf M, das jedem Punkt x € M den zur Linearform d f(x) dualen Vektor grad f(x) € T',M zuord-
net, d.h.:

(gradf(x),v)=df(x)-v firalleveT, M.

Wie im Fall einer Funktion in R", weist grad f(x) in Richtung des stiarksten Anstiegs der
Funktion f auf M (falls grad f(x) # 0), siehe Bemerkung nach Satz Der folgende Satz
gibt die lokale Darstellung des Gradienten in der kanonischen Basis einer Karte an und zeigt
insbesondere die Glattheit der Abbildung grad f.

11.6.6. Satz. Sei f € C®°(M") und (U,¢ = (x1,...,x,)) eine Karte von M. Sei weiterhin f o
¢ 1: p(U) — R die Kartendarstellung von f, und sei (g% (x)) die inverse Matrix zu (gij(x)) =
(gx(%(x), 3% (x))) Dann gilt iiber dem Kartenbereich U:

(11.13) grad f(x) = Z 8" (x)
i,j=1

(fi"’(q)( )- —(x)
x

11.6.7. Beispiel.

(i) Der Gradient einer Funktion in euklidischen Koordinaten: Sei U eine offene Teilmenge des
R” und f : U — R eine glatte Abbildung. Wir bestimmen die Darstellung des Gradienten von f
in der durch die euklidischen Koordinaten gegebenen Karte ¢(x) = (x1,...,x,). Die Matrix der
induzierten Riemannschen Metrik beziiglich dieser Karte ist die Einheitsmatrix: (g;;(x)) = Id,
also auch (g%/(x)) = Id, und a%(x) = e;. Fiir den Gradienten gilt also in euklidischen Koordina-
ten:

- Of 7 wei= (L., 2L
gradf(x)—lzia—(x)z()—lzia(x)el—( @, 5 -@).

Dies stimmt mit unserer fritheren Definition iiberein. Man kann der Gradient als ein vektor-
wertiger Differential auffassen:
0 0
d=V= H—.
gra ( axl 0x n )

Die Notation V ist gerne benuzt in der Physik.

(ii) Der Gradient in Polarkoordinaten: Sei v : R, x (0,27) — U = R%2 < {(x,0) : x > 0} c R? die
Parametrisierung durch Polarkoordinaten, y(r,9) = (rcosd,rsind). Sei f : U — R glatt. Sei
x =y(r,9), und bezeichne f(r,9):=(f ow)(r,9) = f(rcosd,rsind) die Kartendarstellung von f.
Dann gilt nach

10 . 1 0
(gij(x))=(0 r2), (gj(x))=(0 712)

und nach

gradf(x)——f(r 1‘))—( )+ _2£( 1‘))—( ).

(ii) Der Gradient einer Funktion f : S2 —Rin sphérischen Koordinaten: Es sei y(¢p,9) :=
(cos@cosd,singcos?,sind) die lokale Parametrisierung der Sphére durch sphérische Koordi-
naten. Sei x = w(¢,?), und bezeichne f(@,9) := (f o), ) = f(cospcosd,singcosd,sind) die
Kartendarstellung von f in diesen Koordinaten. Fiir die Matrix der induzierten Riemannschen
Metrik in der durch die sphéirischen Koordinaten definierten Karte gilt (siehe (I1.12))

1
219 -
(gij(x) = (CO?) 2) und (g¥(x)) = (coszﬂ O) .
0 1
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Fiir den Gradienten gilt folglich

of o of )
—(p,0) - — + 19(90,19)-%(36).

df (@)= or
gradf(x) cosZ 9 dgp dp 0

Siehe auch Aufgabe I1.10.1]

11.7. Lokale Diffeomorphismen. Fundamentalsatz der Algebra.

11.7.1. Definition. Seien M, My Untermannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M1 — My
heif3t:

(1) Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und f, ! glatt sind;

(2) lokaler Diffeomorphismus in a € M1, falls es offene Umgebungen U von a und V von
f(a) gibt so, dass f : U — V ein Diffeomorphismus ist.

11.7.2. Bemerkung.

e Ist f ein Diffeomorphismus, so folgt, dass df(a) invertierbar ist mit der Inversen
(alf(oz))_1 =d(f~1)(b), wobei f(a)=1b.
¢ Die Verkettung von Diffeomorphismen ist ein Diffeomorphismus.

11.7.3. Satz. Sei f : M1 — M3 glatt, und df(a) : ToM1 — Tp@)Mz sei ein Isomorphismus.
Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus in a.

11.7.4. Definition. Sei f: M; — M, glatt.
x € M1 heiBt regulirer Punkt:< df(x): TyM1 — Tr)Mp ist surjektiv,
x € M1 heil3t kritischer Punkt :«<= df(x): TxM1 — Tf(x) M ist nicht surjektiv,
y € M2 heif3t reguliarer Wert :<— jedes x€ f _l(y) ist ein reguldrer Punkt,

y € M9 heif3t kritischer Wert : < mindestens ein x € f —1( y) ist ein kritischer Punkt.

11.7.5. Bemerkung. Ist dim M; = dim M3, so ist x € M; ein reguldrer Punkt genau dann, wenn
f ein lokaler Diffeomorphismus in x ist.

11.7.6. Satz. Seien M7, M7 zwei Untermannigfaltigkeiten von gleicher Dimension, und sei M1
kompakt. Sei f : M1 — Ms glatt und y € Mo so, dass [ fiir jedes x € f ~1(y) ein lokaler Diffeo-
morphismus in x ist. Dann gilt:

(1) f1(y) ist endlich.
(2) Es gibt eine offene Umgebung V von y so, dass fiir alle z €'V gilt: If_l(z)l = If_l(y)l.

Beweis: 1. Fall: f1(y) = @, d.h. y € My \ f(M3), so reicht es (i) zu beweisen: da M; kompakt
ist, so ist f(M1) kompakt also abgeschlossen in My. Somit ist V = Mg \ f(M7) offen und erfiillt
(ii).
2.Fall: f1(y) # @. Nun ist f (y) kompakt, da f ~1(y) c M; abgeschlossen ist und M; kompakt.
Sei x € f~1(y). Dann existiert eine offene Umgebung U, c M7 von x, so dass flu, :Ux— f(Uy)
ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist f|y, injectiv, also U, N f ~I(y) = {x}. Die offene
Uberdeckung {U,} ¢ £-1(y) der kompakten Menge f ~1(y) besitzt eine offene Teiliiberdeckung
{Uxi}1gigp- Da jedes U,, genau einen Punkt aus £~ N(y) enthilt, ist f~1(y) endlich.

Wir kénnen O.B.d.A. annehmen, dass {Uy;};_;. - paarweise disjunkt sind. Setze

kompakt

V=fU)N...af U )\ fFM1\ Uy, U...0Uy))
N— —————
offen

Mi\(Uy, U...uU,,) ist abgeschlossen in kompaktem Raum M}, also auch kompakt. Deshalb ist
f(M1\(Uy, U...uUy,,)) kompakt in My, also abgeschlossen. Folglich ist V eine offene Umgebung
von y. Wegen der Konstruktion von V gilt fir z € V: z € f(Uy,), also If1z)n Uyl =1 und
auBerdem f~(z) cU,, U...uUy, . Daraus folgt |f 1(z)| = If ~1(y)I. O
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Wir beweisen nun den Fundamentalsatz der Algebra und folgen dabei dem Buch von Mil-
nor [16]. Es gibt viele Beweise dieses Satzes. Der wohl einfachste Beweis wurde 1814 von Ar-
gand gegeben und benutzt nur den Satz iiber Maximum und Minimum fiir stetige Funktionen
auf einer kompakten Menge sowie elementare Eigenschaften der komplexen Zahlen; siehe das
lesenswerte Kapitel 4 von R. Remmert in [6]. Andere beliebte Beweise sind in der Funktionen-
theorie formuliert: Sie benutzen das Maximumprinzip oder den Offenheitssatz. Der Beweis
von Milnor ist topologisch und hat den Vorteil, dass mit wenigen Mitteln viel iiber die Struk-
tur des Polynoms als Abbildung gesagt werden kann.

11.7.7. Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe Polynom hat im
Korper C wenigstens eine Nullstelle.

Beweis: Sei P:C—C,P(z)=a,z"+a,-12" !

dung P : S2 — S2 durch

+...+ag,n=1,a, #0. Wir definieren eine Abbil-

_ Py loPoPpn(x), x€S2\N
P(x)=
N, x=N.

Wegen lim, .o, P(z) = oo ist P ist stetig und sogar C. Ist x € S2 kritisch fiir P so ist x = N oder
ist z = Py(x) kritisch fiir P. Nun ist z kritisch fiir P genau dann, wenn P’(z) = 0 (wegen (@.7)).
Folglich hat P nur endlich viele kritische Werte. Sei F' die Menge der kritischen Werte. Dann
ist S2\ F zusammenhéngend. Wir wenden den Satz fiir P:S2 — 82 und y € S2\ F und
erhalten, dass die Abbildung

S2\F>y-£. 1P l(y)eN

lokal konstant ist. Sie ist also stetig und ihr Bild ist eine zusammenhéngende Teilmenge von
N, d.h. ihr Bild besteht aus einem Punkt. Mit anderen Worten ist g konstant. Ware diese Kon-
stante Null, dann hitte P nur kritische Werte, d.h. P'(z) = 0 fiir alle z € C, was ein Widerspruch
zu P nicht konstant ist. Also Iﬁ_l(y)l > 1 fiir alle y € S\ F. Daraus folgt, dass p surjektiv ist
und erst recht auch P : C — C ist surjektiv. Insbesondere gilt P71(0) # @. O

In Satz haben wir eigentlich mehr iiber die Struktur der Abbildung f gezeigt. Dies
wollen wir nun in einer Definition festlegen.

11.7.8. Definition. Seien M1, My Untermannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f € C*°(M1, Ms)
heift Uberlagerung, wenn gilt: (1) f ist surjektiv, und (2) fiir jedes y € My gibt es eine
Umgebung V von y, so dass f~XV) = U;e; U; mit U; € My offen, U; NU;j=¢ fiir i # j, und
fly, :U; — V fir jedes i ein Diffeomorphismus ist. Die Mengen U; hei3en Blatter der Uberla-
gerung uber V.

Die Indexmenge I kann von y abhidngen. Die Kardinalzahl von I ist die Kardinalzahl von
f~Xy): Es gilt |I| = |f~1(y)|. Aus der Definition folgt |[f~1(y")| = |[f ~X(y)| fiir alle y’ € V; also ist
die Funktion Y 3 y — |f ~1(y)| € N lokal konstant. Wenn Y zusammenhiingend ist, so ist diese
Funktion konstant (siehe den Beweis des Satzes [I1.7.7) und heifit Blitterzahl der Uberlage-
rung. Ist die Blitterzahl gleich % € N, so sprechen wir von einer 2-fachen Uberlagerung.
Beispiele:

() P : Ry xR — R2~ {0}, P(r,9) = (rcosd,rsind). Fir (x,y) = (re’?) € R? \ {0} setze V =
R2 . {te!@o+™ : ¢ > 0}. Dann ist f~1(V) = Upez Ry x (9o + k7,0 + (k +2)7).

i) w:R— ST, w(z) = et

(iii) y : R%2 — ST x S, y(s,t) = (', ).

(iv) Unter der Annahme des Satzes ist f eine Uberlagerung. Aber nicht jeder lokale
Diffeomorphismus ist eine Uberlagerung: v : (0,37) — S mit y(t) = e’ ist ein lokaler Diffeo-
morphismus, aber keine Uberlagerung.

(v) Sei P : C — C ein Polynom und P € C®(S?,S?) seine Fortsetzung auf S2 (die Riemannsche
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Zahlenkugel), dann existiert eine endliche Menge F c S2, so dass P : S2\ F — S2~ P(F) eine
n-fache Uberlagerung ist (wobei n = grad P).

11.8. Zerlegung der Eins. Zerlegungen der Eins sind ein wichtiges Hilfsmittel in Analysis
und Geometrie. Sie erlauben die ,Lokalisierung” globaler Objekte auf einer Mannigfaltigkeit
und umgekehrt das ,,Verschmelzen“ lokaler Objekte zu globalen Objekten.

Motivation: Verkleben von Funktionen. Seien a <b <c¢c<d in Rund f : (a,c) — R, g:
(b,d) — R glatt. Gibt es A : (a,d) — R glatt so, dass hlgp) = f und Al q) = g? Die Losung
benutzt eine Zerlegung der Eins. Wir konstruieren 1,7 € C*°(R) mit A =1 auf (a,b), A = 0 auf
(c,d), n =1 auf (c,d) und n = 0 auf (a,b) und A +n = 1. Dann erfiillt h = Af +ng die oben
genannten Bedingungen.

11.8.1. Lemma. Die Funktion f :R" — R,

exp(3—), Ixl<1,
=4 P E-1
0, > 1

ist G,

Beweis: Die Funktion
e~V t >0

g:R—R, gt)=
g 0, t<0

ist C* (siehe (5.7]) und Beispiel [6.5.2/(4)). Dann ist f(x) = g(1— llx]12), also ist f ist eine Verket-
tung von C*°-Abbildungen. O

11.8.2. Definition. Sei M ein topologischer Raum und f : M — R. Der Trédger von f ist die
abgeschlossene Menge suppf :={xe M : f(x) # 0}.

Sei M eine Untermannigfaltigkeit. Die Menge der glatten Funktionen auf M mit kompaktem
Tréager wird mit C3°(M) bezeichnet. C3°(M) ist ein Untervektorraum von C*°(M).

11.8.3. Definition. Sei M ein topologischer Raum. Eine Familie (My)4,ca von Teilmengen
M, < M heil3t lokal endlich, wenn zu jedem x € M eine Umgebung V, c M existiert so, dass
V.NnM, # @ fiir nur endlich viele a € A. Eine Familie (fy)4ca von reellen Funktionen heif3t
lokal endlich, wenn (supp fqo)qca lokal endlich ist.

11.8.4. Satz (Zerlegung der Eins).
Sei M < RY eine Untermannigfaltigkeit und M = Uyes Mg eine offene Uberdeckung. Dann
existiert eine Folge {Ap}ren von glatten Funktionen Ay, € C°(M), so dass gilt:

(1) 0< A, < 1fiirallekeN,

(2) (Apdren ist lokal endlich,

(3) fiir jedes k € N gilt: supp Ay, ist kompakt, und es gibt @ € A mit suppA, < Mg,
4) YrenAr(x) =1 fiir alle x € M.

Beweis: Fur alle a € A existiert eine offene Teilmenge W, c RN mit M, = MnW,. Sei W =
Ugea Wg. Dann ist W offen in RY. Wir konstruieren eine Folge (Bz)ren von abgeschlossenen
Kugeln so, dass:
(i) Vk da: B, cW,,

(i1) (Bp)ren ist lokal endlich,

(i) W =Ugen Bp.-
Zunichst konstruieren wir eine kompakte Ausschopfung von W. Darunter versteht man eine
Folge K1 c K9 c ... W kompakter Teilmengen mit K; c K;,1, W = U;en K. Setze z.B.

Ki={xeR":|xl <i,dRY W) > 1.
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Setze Ko = @. Wir konstruieren nun induktiv eine Folge (By)zen, so dass (i) gilt und aullerdem

(%) Kic U BycK,
1<k<k;
und
(% x) KisinKic |J BrcKio~Ki
ki<k<ki:1

fiir jedes i > 1. Fiir jedes x € K1 wahle a € A mit x € W, und eine abgeschlossene Kugel B,
in RN mit Mittelpunkt in x, so dass B, c W, r‘nK’z. Die Familie (]§x)x€K1 ist eine offene Uber-
deckung von K;. Wihle eine endliche Teiliiberdeckung {Bjy,...,Bp,}; fir diese gilt dann (x).
Durch Induktion zeigen wir dhnlich (x ). Daraus folgen (i)-(iii).

Sei 1, € C°(W) mit 1, > 0 auf By, und 1, = 0 auf RV \ B, (Lemma [I1.8.7). Weil (B});, lokal
endlich ist, ist auch (1) lokal endlich.
Setze n = kZ 1. Dann ist n € C*°(W) und n > 0 auf W. Sei

eN

_ e
Ap = n b
Dann erfiillt die Familie (1;); die Behauptungen des Satzes. O

11.8.5. Definition. Die Familie (1;)3cn mit den Eigenschaften (1)—(4) aus Satz [11.8.4] heilit
eine der Uberdeckung (M)4c4 untergeordnete Zerlegung der Eins.

In Satz [1.8.4] ist die Indexmenge der Familie (1)zen im Allgemeinen verschieden von der
Indexmenge der Familie (My)4ca. Wir konnen eine Zerlegung der Eins mit derselben Index-
menge konstruieren, verlieren dabei aber die Eigenschaft, dass supp 1, kompakt ist:

11.8.6. Satz. Sei (My)qca eine offene Uberdeckung einer Untermannigfaltigkeit M. Dann gibt
es eine Familie (Ay)qca von glatten Funktionen, so dass gilt:

(1) (Ag)qea ist lokal endlich,
(2) suppAy c Mg,

(3) 0<1,<1,

4) Ygeada=1auf M.

11.8.7. Definition. Eine Familie (1,),c4 mit den Eigenschaften (1)—(4) aus Satz[11.8.6l heif3t
eine der Uberdeckung (M), untergeordnete Zerlegung der Eins mit derselben Indexmenge.

11.8.8. Folgerung (Urysohn). Sei M c RN eine Untermannigfaltigkeit. Seien A,B c M abge-
schlossene Teilmengen mit ANB = @. Dann gibt es f € C*°(M), so dass f|o=0und flg=1

Wenn die Menge B kompakt ist, so kann man f mit kompaktem Tréger finden (siehe Aufga-
beI1.10.2). Die Zerlegung der Eins hat zahlreiche Anwendungen, z. B. im Beweis des Satzes
von Stokes. (Siehe Aufgabe [1.10.3l fiir die Fortsetzung von Funktionen definiert auf einer
Untermannigfaltigkeit zu einer Umgebung in RY).

11.9. Glatt berandete Teilmengen einer Untermannigfaltigkeit. Glatt berandete Teil-
mengen sind die Integrationsbereiche, die wir im Satz von Stokes zugrunde legen werden.

11.9.1. Definition. Sei M c RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und D < M. Wir
bezeichnen mit D den Rand von D beziiglich der Teilraumtopologie von M.

Ein Punkt a € D heilt reguldrer Punkt , falls es eine Umgebung U von a in M und eine
glatte Funktion g : U — R gibt mit dq(x) # 0 fiir alle x e U, so dass gilt: UnD ={x €U : q(x) <
0}. Die Funktion g heilt dann eine lokal beschreibende Funktion fir D um a. Falls U
eine Umgebung von 0D, so heisst g global beschreibende Funktion oder einfach beschreibende
Funktion fir D.

Ein Punkt a € 0D heil}t singuldrer Punkt , falls a kein regulérer Punkt ist.

D c M heilit glatt berandet , wenn jeder Randpunkt ein reguldrer Punkt ist.

Gilt 0D = ¢ (z.B. wenn D = M) so ist D glatt berandet.
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Beispiele:

(i) R” = {x e R" : x, < 0} ist glatt berandet (eine lokal beschreibende Funktion ist g : R” — R,
g(x) =x,) und 8D = R*1 x {0}.

(ii) D = Br(xg) c R" ist glatt berandet. Sei 0 <& <R und U, = {x e R" : ||x — xg|| > €}. Eine (glo-
bal) beschreibende Funktion ist ¢ : Uy — R, q(x) = ||x —xoll2 —R2. Der Rand ist die Sphare
0BR(xg) = Sp(xg) ={x:|lx— x|l = R}. Es gilt dq(x) = 22?:1(39' —x0;)dx; und dq(x) #0 fir x e U,
daxogU.

(iii) D = {x e R": r < ||x|| = R}, wobei 0 < r < R, ist glatt berandet. Der Rand hat zwei Kompo-
nenten 0D = S, (x9) USg(xg). Sei 0 < e <r und U, = {x € R" : || x — x¢| > €}. Eine lokal beschrei-
bende Funktion fiir die Komponente S,(xg) ist ¢ : U, — R, g(x) = r2—|x— xoll2 und eine lokal
beschreibende Funktion fiir die Komponente Sg(xo) ist ¢ : U, — R, g(x) = |lx — x9l|%2 — R2.

(iii) D = S"N{x,+1 < 0} ist glatt berandet. Eine beschreibende Funktion ist g : S"\{N,S} — R,
q(x) = xp+1. Dabei sind N und S der Nord-und Siidpol, wobei dq verschwindet. Der Rand ist
oD =S""1 x {0}.

(iv) Sei D = [a,b] x [¢,d] < R2. Die Punkte (a,c),(a,d),(b,c),(b,d) sind singuldre Punkte von
0D, und alle anderen Punkten von 0D sind regulédre Punkte.

(v) Eine Menge A mit der Eigenschaft, dass dA eine Untermannigfaltigkeit ist, ist nicht
unbedingt eine glatt berandete Teilmenge. Beispiel: Fiir A = B1(0) U{(x,y) : x = 2} gilt A =
STU{(x,y): x = 2}, die Definition regulérer Randpunkte ist aber fiir die Punkte {(x,y) : x = 2}
nicht erfillt.

Die Definition besagt intuitiv, dass “das Innere D liegt lokal genau auf einer Seite des Ran-
des 0D”. Dies wird im folgenden Lemma prézisiert. Namlich, U \ 4D ist die disjunkte Vereini-
gung von zwei offenen, nicht-leeren Mengen, D nU und (M \ D)nU. Die zwei Mengen kann
man nach dem Vorzeichen von g unterscheiden: D nU ist die Menge wo ¢ negativ ist und
(M\D)NU die Menge wo g positiv ist.

11.9.2. Lemma. Sei a € 0D ein reguldrer Punkt und q : U — R eine beschreibende Funktion.
Dann gilt:

DNU=DNU, DnU={xeU:q(x)<0}, 0DNU={xeU:q(x)=0}.
Ist D glatt berandet, so ist D abgeschlossen und D CB (= Abschluss von D in M).

11.9.3. Satz. Sei M" c RY eine Untermannigfaltigkeit, D ¢ M mit 0D # @. Die folgenden Aus-
sagen sind dquivalent:
(1) D ist glatt berandet.
(2) Fiir jedes a € 0D existiert eine Karte (U, = (x1,...,x,)) auf M mit DU ={x: x, <O}
(Dann heifst (U, p) eine D-angepasste Karte oder D-Karte.)

(3) D ist abgeschlossen, D c D und dD ist eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des RN,

Beweis: (1) = (2): Sei a € 0D und q : U — R eine beschreibende Funktion, wobei U eine Um-
gebung von a in M ist. O.B.d.A. kénnen wir U c R” annehmen (wir kénnen U so verkleinern,
dass U c U, wobei (U,p) eine Karte ist und @(D) c p(U) c R* die beschreibende Funktion
qop 1:p(U) — R um @(a) hat). Wegen dq(a) # 0 ist ¢ eine Submersion in a. Der Satz iiber
die lokale Struktur einer Submersion besagt, dass es eine Umgebung V < U von a und einen
Diffeomorphismus ¢ : V — W (0) gibt so, dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

1% g (—¢,¢)

X Drn

W2(0)

Folglich ist (V,¢) eine Karte um a mit ¢, =q,alsoVND ={x eV :q(x) <0} ={x eV :¢,(x) <0}.
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oD

Rnfl x {0}

(2) = (3): Sei (U, ) eine D-Karte. Dann gilt 4D nU = ¢~ {R*~! x {0} n p(U)). Sei U’ c R*!
das Bild der Projektion von @(U)N (R"~1 x {0}) auf die ersten n — 1 Koordinaten. Dann ist U’ 3
(X1,...,%p-1)— (p_l(xl, ...,%n-1,0) eine Parametrisierung von 0D NU, und somit ist 0D NU eine
(n —1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(3)=>(1): Sei a € 6D. Da das Problem lokal ist, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass M =R"
ist. Der Satz iiber die lokale Struktur einer Immersion impliziert, dass es € > 0, eine offene
Umgebung W von a und einen Diffeomorphismus ® : W*(0) — W gibt mit W(W?~1(0) x {0}) =

WnoD. Sei W =WnD und W =W~ (WnD). Wegen ae D cD und a ¢ D sind W und W”
nicht leer. AuBerdem sind W' und W” offen, disjunkt, und W ~. 0D = W U W". Andererseits
hat W(0) ~ W271(0) x {0} zwei Zusammenhangskomponenten, namlich W*(0) N {x, > 0} und
W2(0)n{x, <0}. Da ¥ ein Hom6omorphismus ist, bildet ¥ Zusammenhangskomponenten auf
Zusammenhangskomponenten ab. Daher muss nach eventueller Ersetzung des Basisvektors
e, durch —e, gelten:

YW 0)N {x, <OD=W~D und PWO0)n{x,>0)=W-~(WnD).

Sei g die Submersion pr,, o¥~!: W — R. Dann gilt WnD = {xe W : g(x) < 0}. U

Sei D eine glatt berandete Teilmenge einer Untermannigfaltigkeit M™. Sei a € D. Dann ist
T,(0D) ein (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum von T, M:

T,(0D)={veRY :3y:(~¢,€) — 0D mit y(0) = a und y'(0) = v}.
Ist ¢ : U — R eine lokal beschreibende Funktion um a, so gilt:
T,(0D)=Kerdq(a)={veT,M : dg(a)-v=0}.

Ist (U, =(x1,...,x,)) eine D-Karte, so gilt:

T,(0D) = <{aixl(a),...,%(a)}>.

11.9.4. Definition. Sei a € dD. Ein Vektor v € T, M ist ein duperer Vektor zu D in a, wenn
v ¢ T,(0D) ist und es eine glatte Kurve 7 : [0,€) — M ~. D mit y(0) = a und v = y'(0) gibt. Wir
bezeichnen die Menge der dufleren Vektoren zu D in @ mit T'; D.

Beispiel: Sei M =R"*, D =R", a € 0R” = R* ! x {0}. Dann ist T (@D)={veR":v, >0}
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Y'(0)
a

D T,(6D)

11.9.5. Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent zueinander:

(i) veT; (D),
(i1) fiir jede lokal beschreibende Funktion q :U — R um a gilt dq(a)-v >0,
(iii) fiir jede lokal beschreibende Funktion q : U — R um a gilt (v,gradq(a)) > 0, also v =
v+ Agradq(a) mit v’ € T4(0D) und einer Zahl A > 0,
(iv) fiir jede D-Karte (U, = (x1,...,%5)) um a gilt v =Y. A; 3-(a) mit A, > 0.

gradq(a)

oD -

Zur Zerlegung
v=v'+Agradq(a)e T,(0D)®Rgradq(a)

11.9.6. Satz. Es gibt eine eindeutig bestimmte glatte Abbildung v : 0D — RN so, dass fiir alle
x €0D gilt:

(1) v(x) ist ein duferer Vektor,

(2) v(x) L T.(6D),

3) vl =1.

Ist q : U — R eine lokal beschreibende Funktion um x, so gilt

V) = grad q(x) .
llgrad q(x)|
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11.9.7. Definition. Der Vektor v(x) hei3t dufierer Einheitsnormalenvektor zu D in x € 6D.
Die Abbildung v: 8D — SN~ c RN heiBt duferes Einheitsnormalenfeld an D oder Gaup-
Abbildung.

Als Beispiel betrachten wir M = R”, D = Bg(0). Dann ist 4D = Sr(0) = {x : |x|]| = R} und
v(x) = I% fiir alle x € Sg(0). Fur D ={x:r < |x|| <R}, wobei 0 <r <R, so ist 0D = Sr(0)u S, (0)
und v(x) = % fiir alle x € Sg(0), v(x) = -7 fiir alle x € S,.(0).

|

|

oD

AuBeres Einheitsnormalenfeld

11.10. Ubungen.

11.10.1. Aufgabe. (a) Sei M eine Untermannigfaltigkeit des RY, und sei F : RY — R glatt. Sei
f:=F|y: M — R. Zeigen Sie, dass grad f(x) die orthogonale Projektion von grad F'(x) auf T,,M
ist.

(b) Sei f:S8? — R mit f(x) = x3 die Hohenfunktion auf der Sphire S2. Berechnen Sie gradf
(mit Hilfe von (a) oder (I1.13)).

11.10.2. Aufgabe. Sei M eine Untermannigfaltigkeit. Seien A,B < M, wobei A abgeschlossen,
B kompakt und A NnB = @ sei. Zeigen Sie, dass es eine Funktion f € C*°(M) mit kompaktem
Trager gibt, so dass f|4 =0 und f|g =1.

11.10.3. Aufgabe. Sei f € C°(M,R*). Zeigen Sie, dass es eine offene Menge W > M in RN und
eine Funktion F € C®°(W,R¥) gibt, so dass F|y = f. Zeigen Sie auBerdem: Falls M abgeschlos-
sen ist, so kann W =RY gewihlt werden.
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12. DIFFERENTIALFORMEN

12.1. Alternierende Multilinearformen. Sei V ein R-Vektorraum, dimV = n.

12.1.1. Definition. Fiir p € N setzen wir V? =V x ... x V. Eine Funktion f : V? — R heil}t
———

p—mal
alternierende Multilinearform oder alternierende p-Form aufV, falls gilt:

(1) f ist multilinear, und
(2) fwoqy,.-- Va(p) = €0)f (V1,...,vp) fiir alle 0 € S;, und alle (vy,...,v,) € VP (wobei e(o)
das Vorzeichen der Permutation o bezeichnet).

Eine alternierende 0-Form auf V ist einfach eine reelle Zahl. Fir p € Ny bezeichnen wir mit
AP V* den Vektorraum der alternierenden p-Formen auf V.

Beispiele:

D NV* =R,

(i) A'V* =V* = Homg(V,R).

(iii) Sei (ey,...,e,) eine Basis in V. Fiir ein n-Tupel (vy,...,v,) definiere die zugehdrigen Koef-
fizienten v{ beziiglich der genannten Basis durch

vl
n . 4
v; = Z v{ei =(e1...ey)
j=1
v}
Dann ist
(12.1) w: V" —R, w(vl,...,vn)=det(v{)

eine n-Form auf V', wobei (v{ ) die Matrix mit Spalten die Vektoren v,...,v, ist.

12.1.2. Definition (Dachprodukt). Das Dachprodukt f Ang € A\P*9V* der Formen f € A\PV*
und g € A9 V™ ist definiert durch:

1
(fAg)(v].7~'~7vp7vp+1,---;vp+q): 11 Z E(U)f(va'(l)?‘"7v0'(p))'g(v0'(p+1)"~'7v0'(p+q))~
10 0eSpig

12.1.3. Satz.

@) AV =@,>0 N\’ V* (Gupere oder Grafimann-Algebra) ist eine assoziative R-Algebra mit Eins
beziiglich (+, A,Skalarmultiplikation). A\V™* ist antikommutativ, d.h. fiir o € A°PV* und n €
NIV* gilt nAw=(-1)PlwA1.

(ii) Seien f1,...,fp € N'V*. Dann gilt:

fiv) fiw2) ... fi(vp)
faw1) fawa) ... fa(vp)

(12.2) (FLA - A )1, 0p) =det (fi0)) = | ' '
frw1) frw2) ... fp(vp)
Insbesondere: fo1) A ... A fop) = @)1 A...A[p.

(iii) Sei (e1,...,e,) eine Basis von V und (e7,...,e,) die dazu duale Basis von V*, d.h. e;.‘(ej) =
0ij. Dann ist (e:‘1 A...Ne€} )i<ii<..<i,<n €ine Basis von \PV*. Ein Element w € \PV* hat die
p

Darstellung
(12.3) w = Z a)(eil,...,eip)ez‘l/\.../\ef .
1<i1<..<ip<n r
"), p<n,
Insbesondere gilt dim AP V* = (p) P
0, p>n.
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Fir p = n erhalten wir, dass dim A" V* = 1 und eine Basis ist gegeben durch ej A...Aej,.
Dies ist die n-Form (I2.1).

Fiir einen Multiindex I = (i1,...,i,) aus {1,...,n} (d.h. mit iq,...,i, € {1,...,n}) setzen wir
ey = e’{l A A e:.‘p. Ist der Multiindex leer, so vereinbaren wir e; = 1. Die Lange des Multiindex
I ist p; wir schreiben dafiir |I| = p. Dann wird (I12.3) so geschrieben

!
0 =) p@rers
wobei wr = w(e;,,. e, ), und das Symbol Zf Il=p bedeutet, dass nur iiber streng aufsteigende
Multiindizes der Linge p summiert wird.

Der Fall der Formen vom maximaler Grad (d.h. n = dimV) ist sehr wichtig und wir formu-
lieren deshalb die folgende

12.1.4. Folgerung. Es gilt dim\"V* = 1. Ist B =(by,...,b,) eine Basis von V, so ist (b] A... A
b}) eine Basis von \"V* und fiir w e N*V* gilt

(12.4) w=w(bi,...,bp)b]AN...Ab,

Ist C =(cq,...,cp) eine weitere Basis von V, so ist

(12.5) CiA...Ac,=detMEb] A...AD],
wobei M g die Basiswechselmatrix von der Basis C zur Basis B ist.

Es sei erinnert, dass die Basiswechselmatrix von der Basis B zur Basis C ist definiert durch

n n

B ._ (L% . _ _ *

(12.6) MC = (aij)lgi,jgn = (Cj(bi))lgi,jgn EMnxn(R), wobei bi = Z ajc;= Zlcj(bi)Cj.
J:

Jj=1

d.h., Mg besitzt als Spalten die Koordinatenvektoren von b1,...,b, bzgl. der Basis C. Fassen
wir B und C als formale Zeilenvektoren so gilt

ail aiz ... Qi
(12.7) (B1yeeebp) =(c1,eomen) |20 P22 P2 jurs B=CME
an1 Ap2 ... Qpnp

Beweis der Folgerung[12.1.4: (12.4) ist nichts anders als (IZ.3) fiir p = n. Wenden wir nun
(2.4 fir w = c] A...Acp, so erhalten wir w = ab] A...A b, wobei a=c]A...Ac,(b1,...,b,) =
det(c’(b;)) = det Mg 0

12.1.5. Definition. Sei v € V und w € AP V*. Die Form 1,0 = v w € AP"1V* definiert fiir
wi,...,Wp-1€V durch

(Lw)wi,...,wp-1):=Wiw)wi,...,wp-1) = wO,w,...,wp-1)
heiflt inneres Produkt von v mit dem Vektor v.

Zum Beispiel, fir v =3 vje; gilt

(waelA...nep)wi,...,wp—1)=(e]A...Ae)V,W1,...,Wn—1) =

n
=det(v,v1,...,Up-1)= Z(—l)j+1Ajvj
j=1

wobei (-1)/*1A ;j die Kofaktoren (algebraische Komplemente) von v; in der Matrix A = (v,w1,...,w,-1)
sind (Eintwicklungssatz nach der ersten Spalte), siehe [12, S. 106-107]. Aber A ist die Deter-
minante der Matrix, die aus A durch Streichen der ersten Spalte und j-ten Zeile entsteht, also

die Determinante der Matrix, die aus (w1,...,w,—1) durch Streichen der j-ten Zeile entsteht.

Es folgt nach (12.2) dass

Aj:e’{A---Ae;‘.A---AeZ(wl,...,wn_l)
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wobei ein Hut auf e; bedeutet, dass e; weggelassen ist. Somit
n . —_
viejA...Ne, = Z(—l)’”vje*l‘/\---/\e; A---Ney.
j=1
12.1.6. Definition (Zurickholen von Formen). Ist A :V — W eine lineare Abbildung, so de-
finieren wir A* : APW* — APV™ durch (A*f)vy,...,vp) = f(Avy,...,Avp). Offenbar ist tat-
séchlich A*f e APV*, und A” ist eine lineare Abbildung. Fiir p =0 ist A*f =, fiur p =1 ist
A*f=foA.
Ist B:W — U linear, so gilt (BoA)* = A*oB*:

B*

w NPU™ NPW* .

A
h A (BOA)*_Q\ /
U

NPV*

|4
B

Offensichtlich ist Id* = Id, also ist A* ein Isomorphismus, wenn A ein Isomorphismus ist.
12.1.7. Satz. Sei A:V — V linear und w € \"V*. Dann gilt:

A*w=(detA) w.
12.2. Orientierung. Volumenelement.

12.2.1. Definition.

(i) Sei V ein R-Vektorraum mit dimV = n. Auf A” V* ~ {0} fithren wir eine Aquivalenzrelati-
on ein: Es sei w ~ o', wenn ein A > 0 existiert mit w = Aw’. Wegen A" V* =R gibt es genau
zwei Aquivalenzklassen. Jede davon heifit eine Orientierung von V. Ein orientierter Vek-
torraum ist ein Vektorraum (V,[w]) zusammen mit einer fest gewadhlten Orientierung. Falls
V ={0}, dann gilt nach Vereinbarung A" V* =R. Eine Orientierung auf V = {0} ist einfach eine
der Halbgeraden R, , R_, entspricht also der Wahl einer der Zahlen +1.

(ii) Eine Basis B = (ey,...,e,) (die Anordnung der Elemente der Basis ist nun wichtig!) in ei-
nem orientierten Vektorraum (V,[w]) heillt positiv orientiert (bzw. negativ orientiert), falls
w(eq,...,ey) >0 (bzw. < 0). Das Vorzeichen &(B) einer Basis B = (eq,...,e,) ist definiert durch
eB)=sgnwleq,...,e,) € {+1}. Zwei Basen B, B heilen gleich orientiert, wenn £(B) = £(B1).

12.2.2. Satz. Jede Basis B = (eq,...,e,) definiert eine Orientierung von V so, dass B positiv
orientiert ist, ndmlich die Orientierung [e] A---ANey,]. Zwei Basen B,B; sind gleich orientiert
genau dann, wenn detMg1 > 0.

12.2.3. Bemerkung. Wir arbeiten oft mit Orthonormalbasen. Ist B = (b1,...,b,) eine belie-
bige positiv orientierte Basis, so erhélt man durch das Gram-Schmidtsche Orthonormalisie-
rungsverfahren eine positiv orientierte Orthonormalbasis B’ = (b/,,...,b}). Das folgt aus der
Tatsache, dass die Ubergangsmatrix eine Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintrzge ist.

12.2.4. Definition. Sei (V,[w],{-,-)) ein orientierter Skalarproduktraum mit dimV = n. Das
Volumenelement wy ist die eindeutig bestimmte n-Form, die auf jeder positiv orientierten
Orthonormalbasis den Wert 1 annimmt.

12.2.5. Satz. Das Volumenelement ist wohldefiniert. Ist B = (e1,...,e,) eine positiv orientierte
Orthonormalbasis, so gilt wy =e]A---Aey,.

Beweis: Ist C =(cy,...,e,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis, so gilt nach (12.4),
ejA-Ney(ct,...,cp)= detMg. Aber Mg ist eine orthogonale Matrix (als Basiswechselmatrix
zwischen zwei orthonormalen Basen), hat also Determinante +1. Weil beide Basen B, C positiv
orientiert sind, muss jedoch detle}j > 0 sein, somit detMlg)j = 1. Dies beweist die Existenz der
Volumenform. Die Eindeutigkeit folgt leicht. U
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12.2.6. Definition. Sei V = R"” und B = (eq,...,e,) die Standardbasis. Die Standardorien-
tierung des R" ist gegeben durch e] A--- Aej,. Das Volumenelement von R" ist dann wg» mit
wpn(v1,...,0,) =det(vy,...,vp).

Im R? fixiert man die Orientierung durch die sogenannte Rechte-Hand-Regel. Danach ist ein
eine Basis {u,v,w} positiv orientiert wenn sich die Vektoren mit Daumen, Zeigefinger und
Mittelfinger der rechten Hand in der angegebenen Reihenfolge zur Deckung bringen lassen.
Andernfalls ist die Basis negativ orientiert.

Wir wollen nun die Beziehung zwischen dem Volumenelement und Volumen erklédren. Es sei
(V,{-,-) ein Skalarproduktraum, dimg V = n, und vq,...,v, € V, m < n. Die Determinante

(v1,v1)  (v1,02) ... (V1,Um)
B B (vg,v1)  (V2,U2) ... (U2,Um)

(12.8) G(v1,...,Up) :=det ((v;,v;)) = det
WUm,v1)  (Um,V2) oo (Um,Um)

heif3t die Gramsche Determinante der Vektoren v,...,v,,.

12.2.7. Lemma. Es gilt G(v1,...,vy) 20 fiir alle vq,...,v, € V und v1,...,v,, sind genau dann
linear unabhdngig, wenn G(vy,...,vg) > 0.

Beweis: Sei B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis von V und sei v; = Z;?:lajibj. Sei A =
(a;;) € My, die Matrix mit Spalten die Koordinatenvektoren von v1,...,v,, bzgl. der Basis B.
Dann gilt

(12.9) (@i,v) = ( X ariar;) =ATA
k=1
also
(12.10) G(v1,...,vy) =det ((v;,v;)) = det(AT A).

Es ist leicht zu sehen, dass fiir A € M, gilt: ATA ist positiv semidefinit und positiv definit
genau dann, wenn die Spalten von A linear unabhiingig sind. Folglich, det(ATA) > 0 und

det(ATA) > 0 genau dann, wenn die Spalten von A linear unabhéngig sind. (|
Fir vq,...,v,, €V, m <n nennt man

m
(12.11) P(o1,...,0m):={ Y. aju; € V:0<ay,...,an <1},

j=1

dasvonvy,...,v,, aufgespannte Parallelotop (oder Parallelepiped). Wenn die Vektoren v1,...,v,
linear unabhingig sind, nennt man (I2.17) ein m-dimensionales Parallelotop.

Das m-dimensionale Volumen des Parallelotops (IZ.17) sollte folgenden geometrischen
Vorstellungen erfiillen:

(12.12) voly P(vy) := [lu1ll
(das 1-Volumen einer Strecke ist ihre Lange) und
(12.13) vol,,, P(U1,...,Um,Um+1) = d Uy, Span(vy,...,v,))voly, P(v1,...,Un)

wobei d(vy,+1,Span(vy,...,v,)) die Abstand des Vektors v,,+1 von dem durch vy,...,v,, erzeug-
ten Unterraum Span(vq,...,v,,) ist.

Nehmen wir an, dass vy,...,0;+1 linear unabhéingig sind. Sei L := Span(vy,...,v,,). Wir be-
stimmen d(v,+1,L) = [Um+1-0),, I, wobei v/ ., € L die orthogonale Projection von vy, ;1 auf L
ist. Seiv] .| = Z;”zl/ljvj. Weil v/, —vm+1 L L, folgt (Z;.”zl/ljvj —Um+1, Uk =0,k =1,...,m also

m

(12.14) Y Ajwj,vr) = Omet,08), k=1,...,m.

Jj=1
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Die Determinante des Systems (12.14) ist G(v1,...,v,,) >0, also hat das System eine eindeutig
bestimmte Losung (11,...,1,,). Wegen des Satzes von Pythagoras gilt

2 2 2 2
dWm+1,L)* = 10m+1 =01 1 17 = 101 ll” = llop, 111,

AuBlerdem
104112 = s U) = LA DA 0i,073) = X A 0ma1,0).
J i i
also
(12.15) > A Wms1,02) = [0ms1ll? = d@Wma1,L)?
i

Wegen (12.14), (I2.15) sind die Spalten der Matrix

(v1,v1) (vi,v2) ...  {v1,Up) V1, Um+1)

(vg,v1) (vg,v2) ... (U2,Um) (V1,Um+1)
(12.16) B = ..

(Um,V1) (Um,02) ... Um,Um) (Um>Vm+1)

Wms1,01) Om+1,02) oo Om+1,0m)  [0m+11? —d@m+1,L)?

linear abhéngig (nichtriviale Linearkombination mit Koeffizienten (11,...,1,,,—1)). Daher, durch
Enwicklung nach der letzten Spalte

0=detB =GW1,...,Um,Um+1) ~G01,...,0m)dWm+1,L)
Die Gramsche Determinante erfiillt also die Bedingungen:
(12.17) VG@1) = v
und
(12.18) VGW1,...,Um,Ums1) = VG(©1,...,0m)dWp11,L)
Ein Vergleich zwischen (12.12), (12.13) und (I2.17DA2.18) fiihrt zur folgenden

12.2.8. Definition. Das m-dimensionale Volumen des von v, ...,v,, aufgespannten Paral-

lelotops ist durch
(12.19) vol,, P(v1,...,Um) := VG(1,...,Um)
erklart.

Wenn vq,...,0,, linear abhingig sind, ist die rechte Seite Null (Lemma [12.2.7), also wird
auch vol,, P(v1,...,v,) = 0 definiert, was auch die geometrische Vorstellung des m-dimensionalen
Volumens entspricht (v1q,...,v, spannen ein Parallelotop vom Dimension < m auf).

Aus und erhalten wir eine weitere niitzliche Formel:

12.2.9. Satz. (i) Ist B =(b1,...,b,) eine Orthonormalbasis von V so gilt

(12.20) vol, P(v1,...,um) = \/det(ATA) wobei A = (b;(vi)) EMuxm,

d.h. A € M, «,, besitzt als Spalten die Koordinatenvektoren von v1,...,0y, bzgl. der Orthonor-
malbasis B.

(ii) Sei W ein Skalarproduktraum, dimW =m und sei L : W — V eine lineare Abbildung und
sei A ihre Darstellungsmatrix bzgl. Orthonormalbasen von W und V. Dann gilt

(12.21) vol,, L(P) = \/det(ATA)vol,, P, fiir jedes Parallelotop P = P(w1,...,w,)cW.

12.2.10. Definition. Seien W, V Skalarproduktraume L : W — V eine lineare Abbildung und
sei A ihre Darstellungsmatrix bzgl. Orthonormalbasen von W und V. Die Matrix ATA heiBt
Maptensor und det(AT A) heiBit die Gramsche Determinante der linearen Abbildung L.
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Der Mafitensor ist von der Wahl der Basen abhéngig, die Gramsche Determinante nicht.
Die Formel (12.27) besagt, dass die Wurzel der Gramsche Determinante die Volumenverzer-
rung durch die lineare Abbildung L angibt.

12.2.11. Satz. Sei (V,[w],(:,")) ein orientierter Skalarproduktraum. Seien v1,...,v, € V. Dann
gilt
(12.22) lwy (ve,...,v.)l = VG(1,...,v,) =vol, P(v1,...,0,).

Ist (vq,...,vy,) eine Basis von V, so gilt

wy =eB)VG1,...,0,) V] A== AU,
Beweis: Sei (b1,...,b,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis. Dann gilt nach Satz[12.2.5]
(12.23) wy =bjA---Ab); und wy(vi,...,v,)= det(b;f(ui)) =detA.

(Beachte: b;(vi) sind die Koordinaten von v; bzgl. der Basis (b1,...,b,)). Nunist A € M}, «, qua-
dratisch, also Vdet(ATA) = |detA|. Aus und folgt (12.22). Falls (vq,...,v,) eine

Basis bilden, gilt wy = wy(v1,...,v,)v] A+ Av, und wy (v1,...,0,) = eW1,...,v,)G1,...,vn) 2.
O

12.2.12. Definition. Sei (V,[w],{:,)) ein orientierter Skalarproduktraum mit dimV = n mit
Volumenelement wy. Seien vy,...,v,-1 € V. Die Abbildung V — R, w — wy(w,v1,...,0,-1) ist
linear also existiert ein eindeutig bestimmter Vektor vy x -+ xv,_1 € V, gennant das Kreuz-
produkt der Vektoren vq,...,v,-1, mit der Eigenschaft

wy(Ww,v1,...,Up-1)={W,v1 X+ xU,_1), furalleweV.

Es gilt: vy,...,v,-1 sind linear abhéngig, genau dann, wenn vy x -+ x v,_1 =0.
Ist B=(by,...,b,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis und v; =} v;;b;, dann kann man
formal schreiben

bl Uvi1 ... Up-11

by v cer Upe
(1224) UIX'“XUn_1=det 2 12 n-12

bn U1in N Un-1n

d.h. die Basisdarstellung von vq x --- x v,_1 bzgl. B erhilt man durch Entwicklung der Deter-
minante nach der ersten Spalte.

12.2.13. Satz. Sei (V,[w],(:,")) ein orientierter Skalarproduktraum mit dimV = n und Volu-
menelement wy. Seien v1,...,v,—1 €V linear unabhdngig. Dann gilt:

(1) vy x -+ xv,_1 ist orthogonal auf v;, fiirallei=1,...,n—1,
2) ||U1 X oo X Un_1|| = \/G(Ul,. --aUn—l) =V01n_1P(vl,.. .,vn_l),
(3) (V1 x+++XVy_1,V1,...,Up—1) ISt eine positiv orientierte Basis von V,

(4) Fiir jede Permutation o von {1,...,n—1} gilt
Vo(1) X *** X Vg(n-1) = E(OIV1 X +* X Vp_1.

12.2.14. Definition. Sei (V,[w],{-,-)) ein orientierter Skalarproduktraum mit dimV = n und
Volumenelement wy. Sei W c V ein orientierter Unterraum von Kodimension 1. Der dufierer
Einheitsnormalenvektor ist der eindeutig bestimmter Vektor nw mit der Eigenschaften,
dass

(1) (nw,v1,...,v,-1) ist eine positiv orientierte Basis in V fiir jede positiv orientierte Basis
(v1,...,vp-1) In W,

(2) [nwl =1.
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12.2.15. Satz. Seien W <V wie in Definition und sei B=(vy,...,v,-1) eine Basisin W.
Dann gilt

(12.25) nw = E(B)M.

log %+ xvp_1ll

Ist ww das Volumenelement von W (versehen mit dem induzierten Skalarprodukt) so gilt
(12.26) WW =RWy 10V .

12.2.16. Definition. Ein Isomorphismus T : (V,[w]) — (W,[n]) heiBt orientierungserhal-
tend (bzw. orientierungsumkehrend), falls T*n = Aw mit A > 0 (bzw. A < 0). Wir setzen

T) 1, falls T orientierungserhaltend ist,
E =
-1, falls T orientierungsumkehrend ist.

12.3. Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten.

12.3.1. Definition. Sei M" c RN eine Untermannigfaltigkeit. Sei p € Ng. Unter einer Dif-
ferentialform vom Grad p (kurz p-Form) auf M verstehen wir eine Abbildung w : M —
Uxem AP Ty M so, dass w(x) € AP Ty M fiir jedes x € M.

Beispiele:

(1) Wegen A\° T M =R ist eine 0-Form auf M einfach eine Funktion w : M — R.

(2) Ist f € C®°(M), soist df(x)e Ty M, also ist die Abbildung M 3 x — df(x) € T; M eine 1-Form
auf M, genannt das Differential von f, bezeichnet mit df. Die Abbildungen R” — Uyepn T R,
x— dx;(x) = e =pr; sind 1-Formen auf R".

(3) Sei U c R" offen. Wegen T, U = R" fiir alle x € U gilt Uyepy AP T;U 2 U x AP(R*)*. Eine
p-Form ist eine Abbildung U — U x AP(R")*, x — (x,w(x)), wobei w(x) € AP(R™)*. Wir identifie-
zieren deshalb eine p-Form auf U mit einer Abbildung w: U — AP(R™)*.

(4) Fir p >n ist AP T; M = {0}. Eine p-Form ist also fiir p > n die Abbildung x— 0e AP T; M.

12.3.2. Definition. Sind w,n zwei p-Formen auf M, dann ist w +7n die p-Form auf M mit
(w+m)(x) := w(x) +n(x). Ist w eine p-Form und 7 eine g-Form auf M, dann ist w A7 die (p + q)-
Form auf M mit (w A n)(x) = w(x) A n(x) fiir alle x € M. Das Dachprodukt von Formen auf M ist
bilinear, assoziativ und antikommutativ, d.h. w An = (-1)PIn A w.

Fir M =R" und ein p-Tupel I = (iy,...,ip) aus {1,...,n} setze dxj = dxj; A--- Adx;,. Fir
I =@ setzen wir dxy = 1.

12.3.3. Satz. Sei U cR” offen. Jede p-Form auf U hat die Form

=Y widx mit 0rx)=o0@)e,,...,e;,).
I1=p

12.3.4. Folgerung.
df = Z —dx;.

i=10%;
12.3.5. Definition. Sei U c R” offen. Eine p-Form w auf U heif3t glatt (oder von der Klasse C*°),
wenn o als Abbildung w: U — AP(R")* = RrG) glatt ist, d.h. falls w; € C®°(U) fir alle streng
aufsteigenden Multiindizes I der Linge p. Sei QP(U) der Vektorraum der glatten p-Formen
auf U. Wir definieren das Differential (dulleres Differential, Cartan-Ableitung) d : Q?(U) —
QP*L(U) durch
owy

dxi /\de.

dgzl a)[dxj) = Z’ dwrndxy = Z i

I1=p \=p [i=pi=1 0%
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Beispiele:
(1) Sei w =Pdx+Qdye Q'(U). Dann ist

do=dPAdx+dQAdy= (a—dx+@dy)/\d +(—de+@dy)/\dy (%—%)dxAdy

(2) Allgemeiner gilt: 5
& 0
d(;fjdxj) = ; ($ - %)dxl Adx;.
(3) Sei X : U — R” ein Vektorfeld. Die Abbildung
ix: QP(U)— QP"XU),
definiert durch
(ixw)vi,...,vp-1) =X J0)v1,...,vp-1) = (X, v1,...,Up-1)

heif3t inneres Produkt von v mit dem Vektorfeld X. Dann ist
(X 2 an)(vl,. ..,vn_l) = (dx1 JARRR /\dxn)(X,vl,. ..,vn_l)

n ) o
= det(X,v1,...,05-1) = | (11X oy A A Ao Aoty (01,0,
j=1

d(X sopn) =Y (1Y dX; Adx A Adxj A Adxy,
j=1

0X; —
)’*12 > —Ldxp Adxy A Adxj A Adxy,

n
g’ k=1 OXE
n
2

0X; _
(-1y*1 x]dxj/\dxl/\ “Adxj A Ndxy,
J

j=1
n 0X;
(Z a—)dxl A Ny =1 (dv X))o .

0X;
Die Funktion divX := Z 3 — heiBt die Divergenz des Vektorfeldes X.
Jj=1 xj

12.3.6. Satz.

(a) Fiir f € Q°U) ist df das iibliche Differential der Funktion f,

(b) d(w+n)=dw+dn fir w,neQPU),

(c) dlwAan)=dwrn+(-1PwAdn fir weQPU), ne QUU) (Leibniz-Regel),
(d) d(dw)=0 fiir alle w € QP(U).

12.3.7. Definition. Eine p-Form w € QP(U) heilit geschlossen , falls dw = 0; sie heilit exakt,
falls es eine Form 1 € QP ~1(U) mit dn = w gibt. In diesem Falle heifit  ein Potential von w; fiir
p =1 heilit n Stammfunktion von w.

Aussage[12.3.61(d) besagt, dass dw = 0 (w ist geschlossen) eine notwendige Bedingung dafiir
darstellt, dass w exakt ist. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend: Die Windungsform

_ —ydx+xdy

(12.27) e QNR2 -~ {0})

x2 + y2
ist geschlossen, aber nicht exakt (siehe Ubungsblatt).

12.3.8. Definition. Eine Menge U c R" heil}t sternformig, falls ein x( € U existiert so, dass
fiir jedes x € U die Verbindungsstrecke [x¢,x] in U liegt.

12.3.9. Satz (Poincaré-Lemma). Sei U c R” offen und sternformig. Sei p > 1, und sei w € QP (U)
mit dw = 0. Dann gibt es n € QP~Y(U) mit dn = .
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12.3.10. Definition. Seien M1, My Untermannigfaltigkeiten und F € C®°(M1,M3). Sei w eine
p-Form auf My. Wir definieren die p-Form F*w auf M folgendermafBlen: dF(x): T,M{ —
TruyMs ist linear und definiert eine Abbildung (dF(x))* : AP T;“(x)M2 — APT:M;. Setze
(F*w)(x) = (dF (x))* w(F(x)), d.h.

(F*w)(x)-(vy,. . Up) = 0(F(xX)AF(x)-v1,...,dF(x)-vp).
Beispiele:
(i) Fiir p =0 ist w: Mo — R eine Funktion, und F*w =woF.

(ii) Seien U,V < R” offen, F € C*°(U,V) und p = n. Nach Satz[12.1.7 gilt (F*w)(x) = (detd F(x))-
w(F(x)). Fir w(y) = g(y)dy1 A+~ Adyn gilt

(F*w)(x)=(detdF(x))-(goF)(x)dx1 A--- ANdx,.
(iii) Sei w € QO(V) = €®(V). Dann gilt:
d(F*w)(x)=d(woF)(x) = dw(F(x)) o dF(x) = (F*(dw))(x),
also d(F*w) = F*(dw).
12.3.11. Satz. Seien U,V cR" offen, F € C*°(U,V). Dann gilt:
1) F*(w+o)=F*w+F*v fiir alle w,0' € QP(V),
() F*(wann)=F* o AF*q fiir alle w € QP(V), n€ QU(V),

(iii) (GoF)*'w =F*(G"w) fiir alle v € QP(W), G € C°(V, W),
(iv) d(F*w)=F*(dw) fiir alle v € QP(V),

W) F* Q) oy 0rdyn =Y. 1oy X 1= p@r o F)®)
a(fi1'"fip) %

mif ——— ) .
a(le---xjp) 6xjﬁ 1<a,B<p

ofi, - f:
My fiy) fp)de

o), x),)

::det(

Beispiele:
(i) Fir die Windungsform (12.27) und die Polarkoordinatenabbildung P in R2 gilt P*w=d9.
(ii) Sei die 2-Form w auf R3 \ {0} gegeben durch

1
und sei P : Ry x(0,27) x (=5, 5) 3 (r,,9) — (rcosgcosd,rsingcosd, rsind) € R? die Kugelkoor-
dinatenabbildung. Dann ist P*w = cos 9 d¢ A d9.

w(x,y,2)= (xdyndz+ydzAadx+zdxAdy),

12.3.12. Definition. Sei M" c RY eine Untermannigfaltigkeit. Eine p-Form w : M — Uyeyy AP TEM
heifit glatt, falls fiir jede Parametrisierung ¢ : D — M von M (mit D c R" offen) gilt: v*w €
QP(D). Der Vektorraum der glatten p-Formen auf M wird mit QP (M) bezeichnet.

12.3.13. Satz. Sei M" c RN eine Untermannigfaltigkeit und w € QP(M). Dann existiert eine
eindeutig bestimmte (p + 1)-Form n € QPT1 (M), so dass d(y*w) = w*n fiir alle Parametrisierun-
gen v :D — M von M. Die Form n heifst das Differential von o und wird mit dw € QP*1(M)
bezeichnet.

12.4. Orientierbare Untermannigfaltigkeiten. Sei M” c RN eine Untermannigfaltigkeit,
U, =(x1,...,x,)) eine Karte. Dann ist dxj A...Adx, =dpiA... Ad@, € Q*(U) eine glatte n-
Form auf U, und (dx1 A...Adxp) (3% (%), .., 3% (x)) = 1, also (dx1 A... Adx,)(x) € A" Ty M (0} fiar
alle x e U. Daherist dxiA...Adx, fiir jedes x € U eine Orientierung auf T, M. Weil dxiA...Adx,
glatt ist, hdngen diese Orientierungen gewissermalfien glatt von x € U ab.

12.4.1. Definition.

(a) Eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M™ c RY heiBt orientierbar, falls eine nir-
gends verschwindende n-Form w € Q™(M) existiert, d.h. mit w(x) € A" Ty M ~. {0} fiir alle x € M.

(b) Sei M orientierbar, und seien w, ' € Q*(M) zwei Formen wie in (i). Wegen A" T; M =R und
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w(x),0'(x) € \" Ty M gibt es Mx) # 0 mit w(x) = Ax)w'(x). Wir sagen, dass w ~ o/, falls A(x) >0
fiir alle x € M (d.h. wenn fiir jedes x € M die Formen w(x) und w'(x) dieselbe Orientierung auf
T.M induzieren). Dies ist eine Aquivalenzrelation. Eine Aquivalenzklasse [w] heifit eine Ori-
entierung auf M. Eine orientierte Untermannigfaltigkeit ist ein Paar (M,[w]) bestehend
aus einer Untermannigfaltigkeit M und einer Orientierung [w] auf M.

(c) Seien (M,[w]) eine orientierte Untermannigfaltigkeit, (U, ) eine Karte von M, und sei
Mx)= (L., %) fir xeU, dh. 0= Adx1 A... Adx,. Sei £x(p) = sgnAlx) € {(1). Ist x — £2(¢)
konstant und gleich 1 (bzw. —1), so heilit (U, ¢) positiv orientiert (bzw. negativ orientiert).
(d) Seien (M1, [w1]) und (M5, [ws]) zwei orientierte Untermannigfaltigkeiten. Ein lokaler Diffeo-
morphismus f : M; — M9 heil3t orientierungserhaltend (bzw. orientierungsumkehrend),
falls f*(wg) = Aw1, wobei A(x) > 0 (bzw. A(x) < 0) fiir alle x € M.

Bemerkung:

(1) Ist M orientierbar und zusammenhingend, so gibt es genau zwei Orientierungen auf M.
(2) Es gilt e,(p) = e(dp(x)), wobei dp(x) : (T M,w,) — (R, wg») (siehe Definition [12.2.16).

(3) Die Abbildung x — &,(¢) ist lokal konstant, weil 1 stetig ist. Ist x — e,(¢) konstant (z. B.
wenn U zusammenhéngend ist) so heisst diese Konstante das Vorzeichen der Karte ¢, bezeich-
net mit e(¢).

(4) Ist (U, ) positiv orientiert, so ist (a%l(x), cee %(x)) fiir x € U eine positiv orientierte Basis
von T M.

B) Ist f : (M1,[w1]) — (Mg,[w2]) ein lokaler Diffeomorphismus so kann man das Vorzeichen von
f in einem Punkt als €,(f) := e(df(x)) definieren, dquivalent £,(f) := sgn A(x) wobei f*(wg) =
Aw1. Ist x — £,(f) konstant (z. B. wenn M zusammenhingend ist) so heisst diese Konstante
e(f) das Vorzeichen von f. Offensichtlich ist e(f) = 1 falls f orientierungserhaltend ist bzw.
e(f) = —1 falls f orientierungsumkehrend ist.

12.4.2. Beispiel.

(1) Fir M =R" ist wgn(x) = dx1(x) A ... Adx,(x) die Standardorientierung auf jedem Tangenti-
alraum T .R"” = R". Die n-Form wgs = dx1 A... A dx, induziert also eine Orientierung, genannt
die Standardorientierung auf R".

(2) Existiert eine globale Karte (U, = (¢1,...,¢,) = (x1,...,%,)) mit M = U, so induziert v =
doiN...Ad@, =dx1 N...\Ndx, eine Orientierung auf M.

(3) Jede 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist orientierbar. Eigentlich ist jede 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit diffeomorph zu S?, falls sie kompakt ist, oder zu (0,1) falls sie nicht-
kompakt ist.

(4) Das Mobiusband ist nicht orientierbar.

(5) Ist ¢ : U — V ein Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Teilmengen des R", so gilt
ex(g) = sgndetJ,-1(p(x)) = sgndet J,(x). Beispielsweise ist die Polarkoordinatenabbildung ori-
entierungserhaltend, da detJp(r,9) =r >0 fir alle (r,9) e R, x R.

Sind M1 ¢ My zwei Untermannigfaltigkeiten, so bezeichnen wir durch ¢ : M; — M, die
Inklusionsabbildung, d.h. «(x) = x fiir alle x € M. Ist @ € QP (M), so ist die zuriickgeholte Form
*a € QP(M1) die Einschréankung von a auf Tangentialvektoren an M1, d.h. (t* a)(x)(v1,...,vp) =
a(x)(v1,...,vp) fir alle x € M1 und alle vy,...,v, € TxM1 c T Ms.

12.4.3. Satz. Sei M" c RN gegeben durch M" = {x € RN . fi(x) =...= fn_n(x) =0}, wobei 0 ein
reguléirer Wert von f = (f1,...,fN-n) : RY — RN™" sei. Sei 1: M — RN die Inklusion. Dann ist
w:=1"(grad fN_p, J...agrad f1 Jwgy) eine nirgends verschwindende n-Form auf M. Insbesondere
ist M orientierbar.



ANALYSIS I-I11, 2011/2013 179
Beweis: Laut Definiton gilt w(x) € A" T; M fur alle x € M, und

w(x)(vl> (AR vn) = wRN(gradfl(x)agTade(x)> cee 7gTadi—n(x)a U1,..., Un)
= det(grad f1(x),grad fo(x),...,grad fy_,(x),v1,...,0p)

fur alle vy,...,v, € TyM. Da die Vektoren {grad fi(x),grad fo(x),...,grad fy—,(x)} linear unab-
héngig und orthogonal zu T, M sind, ist w(x)(v1,...,v,) # 0 fir jede Basis (vy,...,v,) von T, M.
AuBlerdem ist w glatt, da grad f1,gradfs,...,grad fny—, und die Determinantenabbildung glatt
sind. ]

12.4.4. Definition. Seien H" ! ¢ M" Untermannigfaltigkeiten (H heit Hyperfliche in M).
Ein Einheitsnormalenfeld zu H bzgl. M ist eine glatte Abbildung n : H — RV, so dass fiir
allepe Hgilt n(p)e T,M, n(p) L T,H und ||n(p)| = 1.

12.4.5. Satz. Seien H" ™' ¢ M"™ Untermannigfaltigkeiten mit M" orientierbar. Dann ist H ori-
entierbar genau dann, wenn ein Einheitsnormalenfeld zu H bzgl. M existiert.

12.4.6. Folgerung. Sei M orientierbar und D c M eine glatt berandete Teilmenge. Dann ist
0D orientierbar. Ist n das duflere Einheitsnormalenfeld auf 0D und w € Q™(M) eine nirgends
verschwindende n-Form, so ist i*(n 1w) € Q""1(D) eine nirgends verschwindende (n —1)-Form
auf oD.

12.4.7. Definition. Ist (M,[w]) eine orientierte Untermannigfaltigkeit, D ¢ M eine glatt be-
randete Teilmenge und n : 0D — SV ~1 c RV das duBere Einheitsnormalenfeld, so heifit [i* (r _w)]
die von [w] induzierte Randorientierung von 0D.

12.4.8. Beispiele.
(1) Seien M =R", D =R”, [wgr] = [dx1A...Adx,] die Standardorientierung auf R”. Fiir x € 6D =
R"~1 x {0} gilt nyp(x) = e,,, und die Randorientierung ist [e, Jwge]1=[(-1)""1dx1 A... Adxp_1].
(2) Sei D ={x e R" : f(x) < 0}, wobei grad f(x) # 0 in einer Umgebung U von dD. Dann ist die
Randorientierung induziert durch

of

(x)dxl/\.../\cfx\j/\.../\dxn.
0x

n
gradf Jopn = Y (-1)/*!
j=1
(3) Sei D ¢ M glatt berandet. Ist v € T(0D) ein duBlerer Vektor, so definiert v Jwjs die Rand-
orientierung.
Sei nun (U, ¢ = (x1,...,x,)) eine D-Karte mit konstanten Vorzeichen &(¢). Die Orientierung
ist gegeben auf U durch e(¢)dx1 A...Adx, und % ein dullerer Vektor auf 0D nU. Die Rand-
orientierung ist gegeben durch

% Je(e)dxy A ... Adxy) = (=1 Le(p)dxy A ... Adx,_1).

Esgit DNU={xe€U:x,<0},0DNU ={xe€U :x, =0} und@:@DﬂU—»R”‘l, @ =01,...,%n-1)
ist eine Karte auf dD NnU. Das Vorzeichen der Karte (0D NnU, @) ist

(@) = (=1 e(g).

Dabei betrachten wir Definitionsgem&f die Standardorientierung auf R” 1. Daraus folgt, dass
wenn wir auf OR” die Randorientierung betrachten, ist das Vorzeichen des Diffeomorphismus
Ylopnu : 0D NU — 0R™ auch ().

(4) Sei (U,p = (x1,...4,-1)) eine Karte auf 0D mit zusammenhingendem Kartengebiet U.
Dann ist

(x)) =sgndet (v, i(ac), e L(x)) ,

0
elg) = ex(g) = sgno(n(), 7= @), ox1 01

0xp-1

wobei v € T (0D) ein beliebiger dullerer Vektor ist.
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Wir fithren nun eine kanonische positive n-Form auf einer orientierten Untermannigfaltig-
keit der Dimension n ein.

12.4.9. Satz. Sei (M",[w]) eine orientierte Untermannigfaltigkeit, vorgesehen mit der induzier-
ten Riemannschen Metrik g. Definiere die n-From wys durch

op(p):=dvy(p):=wr,mM, PEM,

wobel wT,M das Volumenelement des orientierten Skalarproduktraumes (T,M,[w(p)],gp) ist
Dann ist wys glatt und heifit die Volumenform der orientierten Untermannigfaltigkeit (M ,[w]).
Die Volumenform ist diejenige glatte n-Form auf M, welche auf jede posotiv orientierte Ortho-
normalbasis eines Tangentialraumes T, M den Wert +1 annimmt.

12.4.10. Satz (globale Darstellung der Volumenform). Sei (M,[w]) eine orientierte Unterman-
nigfaltigkeit, wys die Volumenform, D c M glatt berandet, n das dufere Einheitsnormalenfeld,
und sei 0D versehen mit der Randorientierung. Dann ist wgp = 1" (R _Jwyy).

12.4.11. Satz (lokale Darstellung der Volumenform). Sei (M,[w]) eine orientierte Untermannig-
faltigkeit und (U, @ =(¢1,...,¢,)) eine Karte von M mit zusammenhdngendem Kartengebiet U.
Dann gilt

(12.28) omly =@/ GGE,....535)dg1 A ... Ad,

und

(12.29) (0™ 0u = @) /GGL ... )0t dxy A Adxy.

Hierbei ist wy/|y die Einschrankung von wjys auf U, also eine Form auf U < M und ((p_l)*a)M
ist ihr Urbild durch die Parametrisierung ¢~ : p(U) — U, also eine Form auf ¢p(U) c R”. Wenn
wir wie ublich ¢ = (¢1,...,¢,) =(x1,...,%,) bezeichnen, so schreiben wir auch

(12.30) opmly = e/ GGE ..., 535)dxi A ... Adxy |,

Beachte die starke formale Ahnlichkeit zwischen (12.30) und (IZ:29). Deswegen unterscheiden
—1\*
)

wir oft nicht zwischen wys|y und (¢ wyr, wenn wir uber lokale Darstellung der Volumen-

form sprechen.

12.4.12. Beispiele.
(1) Im Falle der Dimension 1 heif3it die Volumenform Linienelement (oder Bogenelement)
und wird in der klassischen Vektoranalysis mit ds bezeichnet. Berechnen wir die lokale Dar-
stellung der Volumenform einer 1-dimensionalen orientierten Untermannigfaltigkeit C. Sei y :
I — C eine positiv orientierte Parametrisierung und % lyty =7'(¢) € Ty»nC. Dann ist g11(y(?)) =
(2,25 = |ly(t)|%. Daraus folgt
(12.31) dsc=wc(y®) = ly'®ldt.

Betrachten wir C = S! c R? versehen mit der Randorientierung S = dD wobei D = B1(0).
Die Karte (ST~ {e! o™} ei? . 9 € (po—m, po+1)) ist positiv orientiert, da n(x,y) = (f,)/ll (f/) | = (i)

a —_

und 35 = () also
-y

)=1>0
X

0
det (n, %) l(x,y) = det (;C/
auf S1. Also ist

dsgi = wg1=\/G(Z, &)d0=1\/I151d0=d9 auf S*\ {' ™).

Eine andere Moglichkeit, diese lokale Darstellung zu berechnen, ist es, zunéchst die Volu-
menform von S! nach der Formel

wg1 =" ((x,y) sdx Ady)=1"(—ydx+xdy)
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zu bestimmen. Fiir die zur obigen Karte gehorige Parametrisierung
W (o —m,po+m)>9— (cosd,sind) € St
gilt:

(Y wg)() =y (—ydx +xdy)9) = —sin9dd(cos9) + cos I d(sin )
= —sin (- sin9)d 9+ cos® 9d 9 = d9.

(2) Im Falle der Dimension 2 heif3t die Volumenform Fldachenelement und wird in der klassi-
schen Vektoranalysis mit dA oder dF bezeichnet.

Wir berechnen die Volumenform einer 2-dimensionalen orientierten Untermannigfaltigkeit
M? cRV: Sei y: V c R2 — R? eine positiv orientierte Parametrisierung. Klassische Notatio-
nen in diesem Zusammenhang sind:

oy oy oy oy oy oy
E: =( — — F: = =( —\ — ).
g1 <0u1’0u1> 22 = <0u2’0u2> G=g12=821= <6u1’6u2>
Dann gilt:
g11 812 G 2
det det EF -G
¢ (g21 gzz) (G F) “ ouq au2 ”
Daraus folgt

dAy = wy = ‘dulAduQ—\/EF G2duinduy aufU.

H aul éuz ‘
Seien D = B1(0) c R? und M = 0D = S2, versehen mit der Randorientierung. Dann gilt

n,y,2) = 0By 2,
l(x,y,2)l

und die Volumenform von S2 ist
dAg: =wge =1"((x,y,2) adx AdyAdz)=1"(xdyAdz+ydzAdx+zdx Ady).
Betrachten wir die Parametrisierung durch sphirische Koordinaten (siehe (I1.7), (11.10))
v :(0,21) x ( 5 g) — 82, w(p,9) = (cospcos,sin@cosI,sind).
Berechnen wir nach (12.24) das Kreuzprodukt

e1 —sing@cos?d —cosg@cosd cos@cosd
oy oy o )
— x—=det|ea2 cospcos?d —singsind|=cosd|singcosd|=cosI-n
op 09 .

es 0 cos? sind

Nach der Deﬁnition des Kreuzprodukts ist (cos - n, g:l/;’ %) positiv orientiert. Weil cos?9 > 0,

ist auch (n, 39 19) positiv orientiert. Die Parametrisierung v ist also orientierungserhaltend.

Wegen ||— X —|| =cos? gilt
dAg2=cos9dpAndd auflmy.
So ist die zugehorige lokale Darstellung der Volumenform:

(v wg2)(@,0)=cosIdp AdD.
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12.5. Divergenz, Rotation, Laplace-Operator. Wir interpretieren zunichst den Gradien-
ten mit Hilfe von Differentialformen. Sei (V,{-,-)) ein endlichdimensionaler Skalarprodukt-
raum. Wir wissen aus der Linearen Algebra, dass V 3 v — w’ :=(v,-) € V* ein Isomorphismus
ist; w¥ heillt die duale Form zu v.

Sei nun M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY. Ein Vektorfeld X € X(M)
auf M definiert eine 1-Form 0¥ € QN(X) durch w*X (x) = 0X®, wenn wir diesen Isomorphismus
T.M — T} M betrachten. Wir sehen leicht, dass w*X eine glatte Form ist (wie im Satz [11.6.6).
Nach Definition[I1.6.5]ist das folgende Diagramm kommutativ:

e 224 yan

lId lX»—»wX

Q%M) — Ql(m)

Es gilt also w824/ = df fiir alle f € C°(M).

12.5.1. Definition. Ein Vektorfeld X € X (M) heif3t ein Gradientenfeld (oder Potentialfeld),
wenn es f € C°(M) mit X = grad f gibt; in diesem Fall heif3t / ein Potential zu X . In der Phy-
sik betrachtet man oft ein Krafifeld in einer offenen Teilmenge des R? (z.B. ein elektrisches
Kraftfeld oder ein Gravitationsfeld). Wir werden Kraftfelder als Vektorfelder X auffassen. Ein
Kraftfeld X heifit konservativ, wenn es ein Potential besitzt (man schreibt dann X = —grad f).

Das elektrostatische Feld E ist ein konservatives Feld, es kann iiber den Gradienten eines
Potentials ® ausgedriickt werden, mit E = —grad ®.

X eine exakte 1-Form ist.

12.5.2. Satz. (i) X ist ein Gradientenfeld genau dann, wenn
(ii) Ist X ein Gradientenfeld, so ist notwendig w* geschlossen. Die Bedingung dw* = 0 heifit
Integrabilititsbedingung fiir X bzw. fiir wx.
(iii) Ist M eine offene sternformige Teilmenge von RN, so ist die Integrabilitdtsbedingung fiir

X € X(M) auch hinreichend dafiir, dass X ein Gradientenfeld ist.

Beweis: Zu (i): X =gradf < 0¥ =08/ — X =df.

Zu (ii): X =gradf < X =df = dwX =d(df)=0.

Zu (iii): Weil M offen und sternformig ist, ist laut dem Poincaré-Lemma wX ist genau dann
exakt, wenn w*X geschlossen ist. O

12.5.3. Bemerkung. (i) Ist U c RN eine offene Teilmenge und X = Zj»v: 1 X j%, so ist w¥X =

Z;-V: 1 Xjdxj, und die Integrabilitdtsbedingung lautet %—f]f = %—ij fir allei,j€{1,...,N}.
(ii) Die Bedingung dw* = 0 heiBt Integrabilititsbedingung, weil man eine Losung der Glei-
chungdf = X (d.h. ein Potential f fiir X, oder eine Stammfunktion fiir wX) durch Integration

der 1-Form wX lings Kurven in U erhilt (siehe Satz[12.6.4).

Wir betrachten nun zwei weitere Isomorphismen fiir eine n-dimensionale orientierte Unter-
mannigfaltigkeit M mit Volumenform wjy:

X(M)— Q" M), X—X_ oy

CoM) - Q" (M), [~ fou

12.5.4. Definition. Sei M" eine orientierte Untermannigfaltigkeit und X ein Vektorfeld auf M.
Die Divergenz des Vektorfeldes ist die durch d(X _wjs) = div(X)wjs definierte Funktion div(X) €
C(M).
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Laut Definition ist das folgende Diagramm kommutativ:

xmy  —E . e
X=X sou l lf-—»fwM

Q" 1(M) — QUM)

12.5.5. Satz. Sei (U, = (x1,...,x,)) eine positiv orientierte Karte auf M, und sei X = Z 1 X a?cj
die lokale Darstellung von X bzgl. (U,¢). Sei g = det(g;;). Dann gilt

d1v(X)—— (g ).
VE 0%, VEX;

Beispiel: M = R", (Xl, »Xp) : R — R™. Unter Benutzung der Karte (U, ¢) = (R*,1d)
sieht man: d1vX Z a . Mit der Physiker-Notation V = ( By ,%) man kann schreiben

div=V-X = Z Wj als formales Skalarprodukt.

12.5.6. Definition. Sei M” eine orientierte Untermannigfaltigkeit, f € €*°(M). Der Laplace-
Operator A : C°(M) — C*°(M) ist definiert durch Af = div(grad f).

12.5.7. Satz. Sei (U, =(x1,...,x,)) eine positiv orientierte Karte und f € C*°(M). Dann gilt

1 & of
Af =—

\/E i,j=1 axj (\/_ax

Beispiel M=R" fe G"O(IR”) Unter Benutzung der Karte (U, ¢) = (R?,1d) sieht man: Af =

7 1 a o ! also A= yn

Skalarprodukt

Der Laplace-Operator wurde von Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827) eingefiihrt.
Die Gleichung Au = 0 heillt Laplace-Gleichung, ihre Losungen harmonische Funktionen. Die
Gleichung Au = f heiit Poisson-Gleichung. Der Poisson-Gleichung geniigen das elektrostati-
sche Potential und das Gravitationspotential. Dabei ist f proportional zur elektrischen La-
dungsdichte beziehungsweise zur Massendichte.

Sei E = —grad ® das elektrostatische Feld Daraus folgt divE = —divgrad ® = A®. Nach der
ersten Maxwellgleichung gilt auch divE = £, wobei p die Ladungsdichte und € die Permittivitit
sind. Damit folgt die Poisson-Gleichung des elektrischen Feldes A® = _E'

Der Laplace-Operator ist Bestandteil anderer wichtiger Differentialgleichungen der mathe-
matischen Physik. Wir betrachten jetzt Funktionen von n+1 Variablen (¢,x1,...,x,) = (£,x). Die
Schreibweise rihrt davon her, dass in den Anwendungen ¢ meist als Zeit interpretiert wird,
wihrend die xi,...,x, rdumliche Variable darstellen. Sei u € C2(R; x R"), u = u(t,x1,...,%p).
Die Wellengleichung bzw. die Warmeleitungsgleichung sind die lineare partielle Differential-

-g'7),  wobei ()= (g;))".

i1 0 ~—- Mit der Physiker-Notation kann man schreiben A = V-V als formales
J

gleichungen zweiter Ordnung

i —Au=0, bzw a—u—Au =0.
ot2 ot

12.5.8. Definition. und die Sei M? eine orientierte Untermannigfaltigkeit der Dimension 3.
Sei X € X(M) und o* die duale 1-Form (0% (x)-u = (X(x),u) fiir alle u € T,(M)). Dann ist
dw*X(x) e N2 T:M. Wegen des Isomorphismus T, M = N2 T:M,v—v_wy(x) gibt es ein Vektor-
feld, bezeichnet mit rot(X), so dass rot(X) Jwy = dwX. Ein Vektorfeld X heiit rotationsfrei,
falls rot(X) = 0 (d.h. dw* = 0). Ist X ein Kraftfeld, so sagen wir, das Kraftfeld mit rot(X) =0
sei wirbelfrei.
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Laut Definition ist das folgende Diagramm kommutativ:
xM3) L x(M3)

XX l lX-—»XJwMg
Qlm?®) — Q%(M?3)

Die Rotation ist nur fiir Vektorfelder auf 3-dimensionalen orientierten Untermannigfaltigkei-
ten definiert!
Beispiel: Sei M <R3, (U,¢) = (R,1d), X = X135+ Xp5> +X3% = (X1,X2,X3) € CO(R3,R3).
Dann ist

a)X =X1dx1 +X2dx2 +X3dx3,

00Xy 0X; 0X3 090Xy 0X3 90X,
doxy =(—-—|dxiAdxo+|——-—=|dxoAdx3+|—— - —|dx1 Adx3,
wx ( 6x1 (3x2 ) 1 2 ( (3x2 (3.7(73 ) 2 3 ( 6x1 (3.7(73 ) 1 3
va(dxi AdxoANdx3)=vidxg Adxg—vodxi Adxg+vgdxi Adxs.

Daraus folgt

0X3 0Xy 0X; 0X3 0Xp axl)

tX = ) )
rot(X) (ax2 Oxg Oxg Ox1 Ox1 Oxg

12.5.9. Satz. Sei U eine offene Teilmenge des R3. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

grad rot div

C*U) —— XU) —— X(U) =)

jm lX'—m)X lX*—’XJwD@ jfwfwwg

Q3(U)

CoU) —— QY U) —— Q2(U)
d d

Daraus kann man viele Eigenschaften von rot und div ablesen; wir haben d od = 0, und falls
U sternformig ist, so ist die Sequenz in der unteren Zeile des Diagramms exakt. Z.B.

X =gradf < X =df
Y=rotX<=>de:YJwR3
f=divX < d(X]wgs) = fwgs.

Ein Vektorfeld X hei3t Gradientenfeld (Potentialfeld), wenn es [ € C°(U) existiert, mit
X =gradf; f heilit Potential (in der Physik schreibt man X = —grad f).

12.5.10. Folgerung. Sei U eine offene Teilmenge des R3.

(1) Ist X € X(U) ein Gradientenfeld, so ist X rotationsfrei.

(i1) Falls U sternformig ist, so gilt: X € X(U) ist ein Gradientenfeld genau dann, wenn X
rotationsfrei ist.

In physikalischer Sprache gilt fiir ein Kraftfeld X € X(U):
(1) Ist X konservativ, so ist X wirbelfrei.
(i1) Falls U sternformig ist, so gilt: X ist konservativ genau dann, wenn X wirbelfrei ist.

12.6. Kurvenintegrale von 1-Formen. Bogenlinge.

12.6.1. Definition. Eine stetige Abbildung vy : [a,b] — R” heiflt (parametrisierte) Kurve. Die
Kurve y heifit geschlossen, falls y(b) = y(a). Ist y glatt und y'(x) # 0 fiir alle x € [a, b], so heilit y
regulédre Kurve (d.h. y ist eine Immersion). Eine Kurve y : [a,b] — R™ heifit stiickweise glatt,
wenn eine Zerlegung a < tg <1 <... <t = b existiert, so dass Yliz; 1,251 fir jedes j=1,...,k
glatt ist.

Sei X ein Kraftfeld in R? und v :[a,b] — R? eine stiickweise glatte glatte Kurve. Wir de-
finieren die von X geleistete Arbeit, die verrichtet wird, um das Teilchen léngs y von y(a)
nach y(b) zu verschieben. Zunéchst approximieren wir y mit einen Streckenzug [po,p1,-..,Pr],
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wobei p; = y(t;) und a = tg < t1 <... <t} = b eine Zerlegung von [a,b] ist. Das Skalarpro-
dukt (X(y(¢;)),y(t;) —y(¢;-1)) ist die Arbeit der (konstanten) Kraft X(y(¢;)) bei der geradli-
nigen Verschiebung des Teilchens von y(¢;_1) nach y(¢;) (,Arbeit = Kraft x Weg®, oder ge-
nauer: Arbeit = Kraft x Verschiebung in Richtung der Kraft). Die Arbeit entlang [p,...,pz]
erklaren wir als Zj‘?ﬂ(X(pj),pj -pj-1) = Z;‘?:l(X(y(tj)),y(tj)—y(tj_l)). Wenn die Norm der
Zerlegung gegen Null strebt, konvergiert der Streckenzug in der Supremumsnorm gegen 7v.
Dann approximieren die Vektoren y(¢ ;) —y(¢j-1) die Vektoren y'(¢;)(¢; — ¢ j—1), und die Summen
Y(X(pj),p;—pj-1) approximieren Y (X (y(t;)),y'(¢;)(t; —t;_1)), welches Riemannsche Summen
der Funktion ¢ — (X(y(#)),y'(¢)) sind. Die Arbeit wird dann als fab (X(y@),y'(#))dt definiert.
Durch die gleiche Formel definieren wir allgemeiner die Zirkulation eines Vektorfeldes in R"
entlang einer Kurve y.

Es ist vorteilhaft, mit Formen und nicht mit Vektorfeldern zu arbeiten. Dabei benutzt man
die Korrespondenz X(R*) = QLR"), X =Y X; aixi — X =Y X;dx;.

12.6.2. Definition. Seien a <b in R und a € Q([a, b)), a = f d¢. Setze:

b b
fa::f f@®)dt,

wobei die rechte Seite das Regelintegral der Funktion f ist.
Sei v :[a,b] — R glatt, w € QY(R"). Das Integral von w lings vy ist erklirt als

b b b n
f w:= f Yo= f oGO = [ Y oy @)y dt.
Y a a a =1
Ist v :[a,b] — R* stiickweise glatt wie in Definition 12.6.1] dann definieren wir
k t;
fa) =3 f Y w.
Y j=1vtj-1

Die Definition ist von der Wahl der Zerlegung unabhéngig.

Fir das Kurvenintegral gelten folgende Rechenregeln:

(1) Ist y:[a,b] — R" stiickweise glatt, und sind w1, w2 € QYRM), a1, a1 € R, so gilt

f(a1w1+a2w2):alfw1+a2fw2.
Y Y Y

(2) Sei y:[a,b] — R” stiickweise glatt und c € (e, b). Dann gilt

f 0= f 0+ f ©
Y Ylla,cl ¥lle,b]

(3) Sei w € Ql([a,b]), w = f(s)ds und sei ¢ :la, Bl — la,b] ein Diffeomorphismus. Dann gilt:

b

b B B
f fls)ds = f (Fop)Blp'®)dt, also f © = (@) f 0o,

wobei £(¢) =sgng’.
Ist y:[a,b] — U stiickweise glatt und w € QNU), so gilt

f wzs((p)fw.
Yoo Y

Die Kurve yo ¢ heil}it eine Umparametrisierung von vy.
Insbesondere sei v~ :[a,b] — R"*, vy (¢) = y(b + a — t) die umorientierte Kurve. Dann gilt

[l

12.6.3. Satz. Sei U c R offen, w € QN(U) eine exakte 1-Form und f eine Stammfunktion zu w.
Sei vy :[a,b] — U glatte Kurve. Dann gilt

f w = Fy(B) = F(¥(@)).
Y
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Ist y geschlossen, so gilt fyw = 0. Sind y1, Y2 zwei Kurven mit gleichen Anfangspunkten und
gleichen Endpunkten (d.h. y1(a) =ya(a), y1(b) = y2(b)), so gilt fyl w=[,o.

Wenn die letzte Eigenschaft zutrifft, sagen wir, dass das Kurvenintegral von w in U wegun-
abhiingig ist. Ist das der Fall, so setzen wir | ;} w:= fy w fiir eine beliebige Kurve y:[a,b] — U
mit y(a) = xg, y(b) = x.

12.6.4. Satz (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale). Seien U c R" offen und zusammenhdngend,
und sei w € QY(U) eine 1-Form. Dann sind dquivalent:

(i) w ist exakt.
(i1) wa = 0 fiir jede geschlossene stiickweise glatte Kurve in U.

(iii) Das Kurvenintegral von w in U ist wegunabhdngig.

X

Ist das der Fall, dann ist eine Stammfunktion von o durch f(x)= | e gegeben, wobei xy € U

X

fest gewdhlt ist.
Beispiel: Sei U := R2~.{0}, und sei v :10,2n] — U die geschlossene Kurve mit y(9) = (cos9,sin ).
—ydx +xd
Sei w= 22TV L), Es gilt:
x2 + y2

2n 2n
fw:f Y'w= dt=2m.
Y 0 0

Also ist w nicht exakt, obwohl w geschlossen ist. Man kann aber auf jeder sternférmigen Teil-
menge von R? \ {0} eine Stammfunktion zu w finden. Beispielsweise ist auf U = R~ {(x, y) : x >
0} die Funktion f = arg(x, y) eine Stammfunktion zu w.

12.6.5. Definition. Sei C eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R". Seiy : (a,b) — C
eine Parametrisierung so, dass C \ y((a, b)) endlich ist. Wir setzen

b
l(C):=f lY'(t)| dt € RU {oo}.
1(C) heif3t die Lange von C.

12.6.6. Bemerkung. Laut Beispiel[12.4.2]ist C orientierbar. Wahle eine Orientierung und sei
ds das entsprechende Linienelement auf C (siehe (12.31)). Dann gilt

b
Z(C)=f Y*wc=fwc=fds.
a C C

Dies zeigt, dass /(C) von der Parametrisierung y nicht abhéngt.
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13. MASS—UND INTEGRATIONSTHEORIE

Wir haben bisher das Regelintegral fiir reell- (oder komplex-)wertige Funktionenauf einem
Intervall kennen gelernt (Kapitel 6). Das Regelintegral diente unter anderem zur Flachenbe-
rechnung. M6chte man auch Volumina berechnen, so scheint eine Erweiterung der Integration
auf Funktionen von mehreren Variablen wiinschenswert. Dariiberhinaus, méchte man in der
Stokastik Funktionen definiert auf allgemeine Rdume (nicht unbedingt Teilmengen von R"),
dir sog. Zufallsvariablen, integrieren. Wir miissen daher das Integralbegriff verallgemeinern.
Gleichzeitig werden wir ein allgemeiner Integralbegriff sogar auf einem Intervall in R einfiih-
ren.

Es gibt verschiedene Integralbegriffe: das Regelintegral, das Riemann-Integral, das Lebesgue-
Integral. Fiir Treppenfunktionen, fiir stetige und monotone Funktionen, liefern diese Integrale
denselben Wert. Sie unterscheiden sich aber hinsichtlich der jeweiligen Menge der “integrier-
baren”Funktionen; diese Menge vergroflert sich bei den obigen drei Integralbegriffen in der
angegebenenReihenfolge.

Es geht nicht nur darum, dass das Lebesgue-Integral algemeiner ist. Sie ist auch prak-
tischer und leichter anzuwenden. In vielen Anwendungen der Analysis mochte man Grenz-
wertprozessein Funktionenrdumen, zum Beispiel im Raum der integrierbaren Funktionen,
durchfithren. Ziel ist, dass unter méglichst allgemeinen Voraussetzungen gilt:

(13.1) lim ffn = | lm f,.
n—oo

n—oo

Arbeiten wir mit dem Riemann-Integral, so gilt (I3.1) wenn f, — [ gleichméiBig konvergiert.
Das ist eine sehr starke Voraussetzung. Hingegen liefern die Konvergenzsitze der Lebesgue-
Theorie die Gleichung (I3.1) unter sehr milden Voraussetzungen (monotone oder dominier-
te Konvergenz). Deshalb hat die Lebesgue-Theorie die moderne Analysis, Funktionalanalysis
(darunter die Quantenmechanik) und Wahrscheinlichkeitstheorie iiberhapt erst ermoglicht.

Sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion. Das Regelintegral von f kénnen wir mittels Appro-
ximation mit Riemannschen-Summen berechnen (siehe § [6.9), die man durch Zerlegung des
Definitionsberech [a,b] erhélt. Sei Z = {a = x9g <x1 <...<x,-1 < x, = b} eine Zerlegung von
[a,b]. Seien &g € [xp—1,x%] fir £ = 1,...,n Stitzpunkte. Wir definieren die Funktion ¢ = ¢z =
22:1 f(&r) 1y, x,), Wobei 1 4 die charakteristische Funktion der Menge A ist: T4(x) =1fallsx €
A und 1 4(x) =0 falls x ¢ A. Wir definieren das Integral von 1, , ,,) durch ff Ty, \xpdx=2x3—
xp—1 (die Lénge von [x;_1,x%)) und durch Linearitit setzen wir fab pdx= fab Yr  FC gy x =
fab 251 FCr)(xp, — xp-1) (Riemannsche Summen).

Die charakteristische Funktion 1¢ ist auf [0, 1] nicht Riemann-integrierbar. Das liegt dar-
an, dass man bei noch so feiner Unterteilung des Intervalls [0,1] keinen Zwischenpunkt ¢
aus irgendeinem Intervall [xz,x;.1] als Argument fiir eine Ndherung der Funktionswerte im
gesamten Teilintervall nehmen kann. Eigentlich ist also der Riemannsche Integralbegriff auf
stetige Funktionen zugeschnitten: ein Kriterium von Lebesgue besagt, dass f ist genau dann
Riemann-integrierbar, wenn [ beschriankt und die Menge der Unsetigkeitsstellen von f eine
Lebesgue-Nullmenge ist.

Henri Lebesgue schlug ein Integrationsverfahren vor, bei dem von einer Unterteilung des
Intervalls [m, M] ausgegangen wird, in dem alle Funktionswerte liegen. Sei Z = {m =yg < y1 <
... < Yn-1 < yn = M} eine Zerlegung. Wir betrachten nun die Funktion ¢ =Y} | yp L1y, | 5.5
Wir méchten nun das Integral von 1 4-1f,, | .,y definieren als fab Lpapy, | ypdx= AMF Myp_1,v2)),
wobei A(f yz_1,y2)) die ,Lénge“ (das ,MaB*) der Menge A(f '[ys_1,vz)) bedeutet. Dann set-
zenwir [P odx= [OX7_ @y, 0= [OX0_ kM yk-1,3)) (Lebesgue-Summen).

Lebesgue beschreibt sein Verfahren so: ,Imaginez que je doive payer une certaine somme;
je peux sortir les piéces de mon porte-monnaie comme elles viennent pour arriver a la somme
indiquée, ou sortir toutes les piéces et les choisir selon leur valeur. La premiére méthode est
I'intégrale de Riemann, la deuxiéme correspond & mon intégrale.”
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Man kann zeigen, dass jede beschriankte Funktion, fiir die die "MaBe” A(f " [yr_1,yz)) er-
klart sind, in dem Sinne integrierbar sind, dass die Lebesgue-Summen bei immer feiner wer-
dender Unterteilung von [m,M] gegen einen gemeinsamen Wert, das Lebesgue-Integral von
f, konvergieren. Da jede Riemann-integrierbare Funktion auch in diesem Sinne integrierbar
ist, ist dann der Integralbegriff auf eine weitaus groflere Funktionenklasse verallgemeinert
worden. Z.B. ist 1¢ ist auf [0, 1] Lebesgue-integrierbar mit Lebesgue-Integral Null.

Wir miissen nun die ,Lange“ fiir f~ ([ys_1,y)) definieren. Diese Menge ist i.A. kein Inter-
vall aber £~ ([yp—1,%%) = Wr-1) U F ((yr-1,%)). Weil f stetig ist, ist £~ ((yx_1, %)) offen
und £~ 1(yz_1) abgeschlossen. Fiir eine offene Menge D c R kénnen wir die Linge so defi-
nieren: D ist eine hichstens abzihlbare disjunkte Vereinigung von Intervalle (I3); und wir
setzen A(D) := Y, AI}y). Die Léange einer abgeschlossenen Menge F' definieren wir dhnlich:
F = N, F}, wobei F}, endliche Vereinigungen von Intervallen sind und F}, o F}.1. Wir setzen
AF) :=lim A(Fg,).

Wenn aber f nicht stetig ist, kann die Menge f '([yr_1,y:)) komplizierter sein. Deshalb
werden wir als erstes eine grofle Klasse von Teilmengen in R studieren, die durch sukzessi-
ve abzidhlbare Vereinigungen und Komplemente aus der Menge der Intervalle erhalten wer-
den kann. Diese Mengen heillen Borelmengen. Fiir die Integration brauchen wir noch kom-
pliziertere Mengen, die Lebesgue-messbaren Mengen. Alle diese Mengen bilden so genannte
o-Algebren von mellbaren Mengen, die wir nun einfithren. Danach werden wir einen entspre-
chen Begriff von MaB fiir diese Mengen definieren. Wir werden schlieflich das Integral fiir
mefibaren Funktionen definieren. Fir eine Funktion f : R — R bedeutet das die die Eigenschaft,
dass £ 1([yz_1,z)) Lebesgue-messbar ist. Allerdings werden wir das Integral nicht mit Hilfe
der Lebesgue-Summen einfithren, sondern im Wesentlichen mit Hilfe der monotonen Folgen
von einfachen Funktionen.

Henri Léon Lebesgue wurde am 28.6.1875 in Beauvais (Frankreich) geboren. Nach dem Studium an
der Ecole Normale Supérieure von 1894 bis 1897 unterrichtete er 1899-1902 als Gymnasiallehrer in
Nancy. Dort gelang ihm auch die Entdeckung des nach ihm benannten Integrals (Sur une généralisation
de lintégrale définie, Comptes Rendus 1901). Er promovierte dariiber 1902 (Intégrale, Longueur, Aire,
Annali di Matematica) 1919 wurde er zum Professor an der Sorbonne ernannt und schliefflich 1921
Professor am Collége de France, wo er bis zum Ende seines Lebens lehrte.

13.1. o-Algebren und MaBe. Sei X eine nicht-leere Menge, P(X) ihre Potenzmenge, d.h.
die Menge aller Teilmengen von X. Eine Teilmenge von P(X) (eine Menge deren Elemente
Teilmenge von X sind) wird Mengensystem genannt. Fiir A,B € P(X) bezeichnen wir CA :=
{xe X :x¢ A} das Komplement von A und A\ B := A n(B. Die Gesetze von de Morgan lauten:

CiAnB)=CAulB, CAuB)=CANCB

Allgemeiner gilt fiir eine Familie (A;);c; von Teilmengen von X
CMA4:=UCA;, CUA:=CA;
iel iel el iel
Wir sagen, dass eine Teilmenge A die disjunkte Vereinigung der Familie (A ;);cs ist, geschrie-
ben

A=| A,
iel
falls A =U;cfA; und A;nA; = @ fiir i # j. Wir sagen auch, dass (A;);c eine Zerlegung von A
ist.
Sei f: X — Y eine Abbildung. Wir definieren das Bild von A c X als

fA):={yeY  :Ix€e A . y=f(x)}
und das Urbild von Bc Y als
FIB):={xeX:qyeB:y=f(x)}.
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Das Urbild ist vertréaglich mit der mengentheoretischen Operationen:
(N4a)=Nr"ao, FHU4a)=Ur"@n, rCe=Cr"'®.
el el iel iel
Das Bild ist i.A. nur mit der Vereinigung vertraglich:
f(UA)=Ur@n, f(NA)<=fA)
iel iel iel iel

und die letzte Inklusion kann echt sein (Beispiel?).

13.1.1. Definition. Ein nichtleeres Mengensystem A c P(X) heift Algebra falls

(a) XeA,

b) AcA=>CA=XAcA,

() Aq,...,A,e A>AjU...UA, e A.
Ein nichtleeres Mengensystem A c P(X) heilit c-Algebra falls A eine Algebra ist und zusétz-
lich gilt:

(¢) (Ap)uen Folge in A = UA, € A.
Ein Paar (X, .A) von einer nicht-leeren Menge X und einer o—Algebra A c P(X) heilit messba-
rer Raum. Eine Teilmenge A € A heillt A-messbare Menge.

Das ,,0“ in der Bezeichnung g-Algebra ist eine Abkiirzung fiir ,abzéhlbar” und soll auf das
Axiom (c) hinweisen, genauer darauf, dass die abzéhlbare Vereinigung von messbaren Mengen
wieder messbar ist.

Eigenschaften der Algebren: Sei A c P(X) eine Algebra. Dann gilt

(i) g, X €A,

{)A,BeEA=>AUB,AnB,A~Be€A,

(iii) Aq,..., A, e A > AiNn...nA, € A.

Ist A eine o—Algebra so gilt zusétzlich:

(iii)’ (A,), Folge in A = n,enA, € A.

Beispiele von Algebren:

(1) Betrachten wir die Menge Q; aller Intervallen in R. Dabei lassen wir leere, beschrinkte,
unbeschriankte, offene, abgeschlossene, halboffene Intervalle zu. Dann ist

Ri:= {Uz:lfk :1,e€Q1,neN}
eine Algebra, die Algebra der endlichen Vereinigungen von Intervalle.

13.1.2. Aufgabe. Zeigen Sie:
(1) Ry ist eine Algebra.
(ii) Jedes A € R besitzt eine Darstellung als disjunkte endliche Vereinigung von Intervalle.

(2) Eine menge @ < R™ heiit Quader falls @ =11 x I3 x...x I,, wobei I}, € Q1, 1 < k < n, Inter-
valle in R sind. Wir vereinbaren dabei, dass @ x A = A x @ = @. Ein Quader heil3t entartet, falls
einer der Intervalle Einpunktig oder leer ist. Die Menge aller Quader wird mit Q,, bezeichnet.
Das Mengensystem

Ry :={U*_1Q;:Q;€Q kN
eine Algebra, die Algebra der endlichen Vereinigungen von Quader. Eine Menge R € R,, heifit
Figur. Es gilt:
(1) R, ist eine Algebra.
(ii) Jedes R € R,, besitzt eine Darstellung als disjunkte endliche Vereinigung von Quader.

Beispiele von g-Algebren:
(1) {X, 9}, P(X) sind o—Algebren,
(2) (A;)ics familie von 0—Algebren = A = nN;c1A; 0—Algebra.
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@) Ist Y c X und A c P(X) eine o—Algebra, soist Ay :={ANY : A € A} c P(Y) eine o—Algebra,
genannt die Spur von Ain Y.

13.1.3. Satz. Sei & c P(X) ein beliebiges nichtleeres Mengensystem. Dann ist
Ag(E)=n{A : Ao-Algebra € c A}

eine o-Algebra, die man die von & erzeugte o-Algebra nennt. Sie ist die kleinste o-Algebra
die & enthdilt, d.h. € c A und ist B eine o-Algebra mit € c B, dann ist o(E) c B.

Diese Definition ist sehr einfach aber nicht konstruktiv; o(€) enthélt viele Elemente und es
ist schwer alle diese Elemente darzustellen oder durch eine konkrete Eigenschaft zu definie-
ren. In der Praxis hat man zwei Typen von Aufgaben, die man mit Hilfe dieser Definition so
losst:

e Zu zeigen, dass eine gegebene Teilmenge A c X zu o(€) gehort. Wir zeigen dann, dass A =
UnenA, mit A, € A oder A = Upen(NjenAnj) mit A,j € A oder A = Upen(Njen(UrenAn i) mit
A, jr € A usw. Normalerweise sind solchen Aufgaben leicht.

e Zu zeigen, dass alle A € 0(&) eine gegebene Eigenschaft (£) haben. Dann zeigt man:

(i) Alle A € &€ haben die Eigenschaft (E),
(i) A € P(X) hat (E), dann CA hat (E),
(iii) Aq,...,A,,... haben (F), dann U,nA, hat (E).

Es folgt, dass A := {A c X : A hat die Eigenschaft (E)} eine 0—Algebra ist und € c A, also A c
o(&).

13.1.4. Definition. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Wir bezeichnen mit O(X) das Mengen-
system der Offenen Teilmengen. Die o-Algebra

B(X):=0(0(X))

heif3t die Borelsche o-Algebra des topologischen Raumes (X, 0). Eine Menge A € B(X) heiflit
die Borelmenge.

An vielen Stellen der Integrationstheorie gentiigt, mit Wiirfeln statt mit Quader zu argu-
mentieren. Wir geben eine Zerlegung des R” in beliebig feinen Netzen von Wiirfeln. Betrachte
zunéchst die Familie J(k) = {[ 3}, m2—J,:1) :m € Z}; dann gibt es die Zerlegung R = Upezl3, m2—J,:1)
in halboffenen Intervalle der Liange 2% Die Familie W(k):={W =11 x...x1,:11,...,I, € J(R)}

1

ist eine abzéhlbare Familie von Wiirfeln der Seitenlénge 5;, die eine Zerlegung des R" liefert.

Definiere W, := Ugen, W(E).
13.1.5. Satz. Die folgende Familien erzeugen B(R"):

(i) Die abgeschlossenen Mengen.
(ii) Die Figuren R,
(iit) Die Quader Q,, (und sogar die Quader mit rationalen Seiten und Zentrum,)

(iv) Die halboffenen Wiirfeln 'W,,.

Eine Beschreibung der Borelschen o-Algebra. Wir fithren die folgenden Klassen von Mengen:

e G5 bezeichnet alle Durchschnitte von abzdhlbar vielen offenen Mengen; jede aggeschlossene Menge
ist in G. Die Familie G ist stabil bei abzdhlbare Durchschnitte und endliche Vereinigungen (aber
nicht abzéhlbare Vereinigungen).

e F, bezeichnet alle Durchschnitte von abzihlbar vielen offenen Mengen; jede offene Menge ist in
F,. Die Familie F, ist stabil bei abzéihlbare Vereinigungen und endliche Durchschnitte (aber nicht
abzidhlbare Durchschnitte).

* G5, bezeichnet alle Vereinigungen von abzihlbar vielen G5 Mengen.

o F,s bezeichnet alle Durchschnitte von abzihlbar vielen F; Mengen.

Wir konstruieren induktiv Familien Gs, F, G5y, Fys, Gsos, Foso, -.- Die Vereinigung dieser Klassen ist
jedoch echt kleiner als die c—Algebra der Borelmengen. Um eine vollstindige Beschreibung zu errei-
chen, miissen wir die transfinite Induktion benutzen (siehe [7} 1,(4.2)]). Gliicklicherweise brauchen wir
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in der Praxis nicht die Beschreibung aller Borelmengen. Normalerweise geniigt es ,verniinftig definier-
te“ Teilmengen zu betrachten und man zeigt leicht, dass sie in der Klassen Ggs, Fy, G54, Fys, ... liegen.
(Sehr selten braucht man mehr als 3 Indizes.)

Wieviele Borelmengen gibt es, z.B. in R? Man kann zeigen, dass die borelsche o-Algebra gleichméch-
tig zur Menge der reellen Zahlen ist. Nach dem Satz[1.9gilt |R| < |P(R)|, es gibt also nicht-Borelmengen
in R. Man kann explizit nicht—-Borelmengen konstruieren! Fiir ein Beispiel von Lusin siehe [10].

Vereinbarung: Rechenregeln in [0, 00] = [0, 00) U {o0}.

a+oo=oco+a =00 fiir allea €[0,00],

(13.2) 0o,a>0
a-oco=
0,a=0

Es folgt, dass Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetz fiir Addition und Multiplikation
in [0,00] erfiillt sind. Aullerdem hat jede nicht-leere Teimenge A < [0,00] ein Supremum in
[0,00] und jede monotone Folge in [0,00] hat einen Grenzwert in [0,00]. Aus 0 < a, /" a < oo,
0<b, /" b<oo(n— oo)folgt, dass fiir n — oo auch a, +b, ~a+bunda, b, — ab.

13.1.6. Definition. Sei A eine Algebra. Ein Inhalt auf A ist eine Abbildung p: A — [0,00]
so, dass

(1) w(@)=0,

(2) u endlich additiv, d.h. fiir alle paarweise disjunkten Mengen A1,...,A, € A gilt

WALU...UA,) = (A1) +...+ u(Ay).
Eine Abbildung p: A — [0,00] heifit o-Inhalt oder Primaf falls
(1) w(@)=0,
(2) p endlich o-additiv, d.h. fiir jede Folge (A;);cn in A, von paarweise disjunkten A-

messbaren Teilmengen mit U,enA, € A gilt

o0

neN n=1
Ein Tripel (X, A, 1) aus einer nicht-leeren Menge X, einer Algebra A und einem Pramal u auf
A, heilit Pramafiraum.
Ein Priamal auf einer 0—Algebra heif3t Maf. Ein Tripel (X, A, ¢) aus einer nicht leeren Menge,
einer g—Algebra und einem Maf} hei3t Mafiraum.
Sei (X, A, u) ein MaBBraum. Eine meB3bare Menge N € A mit u(A) = 0 hei3t Nullmenge. Fir
jedes x € X sei E(x) eine Aussage. Man sagt E(x) gilt fiir (u-) fast alle x € X oder A(x) gilt (u-)
fast iiberall (kurz u-f.ii.) auf X, falls eine Nullmenge N € A existiert, so dass E(x) fiir alle
x € X\N wahr ist.

Die unendliche Reihe in ist folgendermaBen zu interpretieren: 377 ; (A ,) = oo falls ein
H(A ) = oo ist, oder falls alle u(A ;) < oo sind, aber die Reihe divergent ist, und >7° ; u(A,) < oo
falls alle (A ;) < oo sind, und die Reihe konvergent ist.

13.1.7. Satz (Eigenschaften von Inhalten). Seien A eine Algebra und pu: A — [0,00] o-Inhalt.
Dann gilt:
(i) A,BeA, AcB = uA)< uB),
(i) A,Be A, W((AuB)=u(A)+ wB)—-wWAnB),
(1) wA1u...UAp) < (A U...Uu(Apg).

13.1.8. Satz (Eigenschaften von PramalBe). Seien A eine Algebra und u: A — [0,00] ein Pra-
maf. Dann gilt:
() U2 A < X572, wA;) (0-Subadditivitit),
(i) AjcAgsc...cA,cA,1c...= wWUA,) =limu(A,) (Stetigkeit von unten),
(iii) A12A9>...A; DA, ... und u(Aq) <oco= u(nA,) =lim u(A,) (Stetigkeit von oben).
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13.1.9. Folgerung. Eine Abzdhlbare Vereinigung von u-Nullmengen ist eine p-Nullmenge.
In der Tat, aus p(A;) =0 fiir alle i e N folgt 0 < p(UF2, A;) < Z‘i’ilu(Ai) =0.

13.1.10. Definition. Ein Inhalt y auf einer Algebra A iiber X heifit endllich, falls u(X) < oo,
und o-endllich, falls eine monoton wachsende Folge von Algebraelemente X; c Xo c ... c
X, X1 ... existiert mit X = U,enX, und p(X,) < oo fiir alle n e N.

Sei (X, A, u) ein Mafliraum. Das MaB heifit vollstindig, falls jede Teilmenge einer Nullmen-
ge selbst meBbar ist, d.h. ist A € A eine Mennge vom Mal} u(A)=0und Bc A, so gilt Be A
(und dann u(B) =0, wegen 0 < w(B) < u(A)=0).

13.1.11. Beispiel.

(1) Das Zdahlmap p: P(X) — [0,00], u(A) = |A| (Anzahl der Elemente von A), falls A endlich ist,
und p(A) = oo, falls unendlich ist. Das Zahlmal ist vollstdndig. Es ist endlich, falls X endlich
ist, und o-endlich, falls X abzé&hlbar ist.

(2) Das Dirac-Maf. Sei a € X fest und §, : P(X) — [0,00], 6,(A)=1, falls a € A und 6,(A) =0,
fallsa ¢ A.

(3) Das elementar-geometrische Volumen. Fiir ein Intervall I c R definieren wir die Liange
von I durch A(I) := supl —infI € [0,00]. Fiir ein Quader @ = I x... x I,, definieren wir sein
elementar-geometrisches Volumen durch 1,(Q) := A1(I1)A1(I2)...A1(I,) € [0,00] (das Produkt
der Seitenlédngen). Dabei beachten wir die Produktregeln in [0,o0]. Ist R € R, eine Figur in R”,
so gibt es eine Zelegung R = Q1 LI...UQ®} in Quader. Wir setzen 1,(R):=1,(Q1)+A,(Q2) +...+
A,(Qr), genannt auch das elementar-geometrische Volumen von R.

13.1.12. Satz. Das elementar-geometrische Volumen A : R, — [0,00] ist ein wohldefiniertes o-
endliches Pramaf, genannt Lebesguesches-Priamaf auf der Algebra der Figuren.

Beweis: 1. Schritt. Seien @, K,L€Q, mitQ =Q1%...xQ,, K=K1x...xK,,L=Lix...xL,,
wobei @;, K;, L; Intervalle in R sind. Nehmen wie an, dass @ = K /L. Dann haben K und L
eine gemeinsame (n — 1)-dimensionale Seite, d.h. es gibt g € {1,...,n}, so dass @; = K; = L; fur
alle i # ¢ und @, = K, U L,. Dann gilt:

(@) =211 Q1 M(Q2)... 11(Qy) ... 11(Qr) = 11(Q1A1(Q2)... (MK + A1(Ly)) ... 11(Qy)
= MEDA(K2)... 211(Ky)...A1(Kp) + A1(L1)A1(Lg)... A1(Lg) ... A1(Ly)
= An(K) + Ay (L)

2. Schritt. Seien @,Q1,...,Q; € 9, mit @ = Q1 U...uQ. Wir zeigen, dass 1,(Q) = 1,(@1) +
A(Q2) + ...+ 1,(Q). Das Problem beim Beweis verdeutlicht die folgende Vereinigung von 5
Quader:

Keine zwei dieser Quader bilden vereinigt ein Quader. Deshalb kann man nicht einfach den 1.
Schritt mehrfach anwenden. Die Losung bietet eine Zerlegung in kleinere ,,atomare“ disjunkte
Quader:
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Daraus kann man erst vertikale ,,Spalten“ und daraus dann das ganze Quader so aufbauen,
dass man jedesmal die Additivitdt anwenden kann. Das Mal}3 des ganzen Quaders, aber auch
das MafB jedes der obigen fiinf Teilquader ist jeweils die Summe der Malle der beteiligten
»2Atome“.

3. Schritt: Wohldefinitheit. Seien Re R, und R =QuU...UQ; =L uU...uL, zwei Quader-
Zerlegungen. Dann gilt @ ; = (@ ;NL1)U...U(Q;NL,) und nach 2. Schrittist 1,(Q ;) =X; 1,(@ ;N
L;) fir alle j. Analog gilt 1,(L;) =% ; A1,(Q; N L;) fiir alle i. Daraus folgt:

Y A@)=Y> 1@;nL)=)YY A(Q;NL;) =) Au(L;).
J J i i J i

3. Schritt: Additivitit. Seien R, S € R,, zwei disjunkte Figuren, R =QU...UQ;, S=Lqu...U
L, Quader-Zerlegungen. Dannist RUS =QqU...UQ,ULU...UL, und die Definition liefert
sofort A,(RUS) = Zf‘:l A,(@;) + Z;leln(Lj) = A,(R) + 1,(S) (wegen Wohldefinitheit) also A,
ist endlich-additiv. Daraus folgt auch die Halbadditivitat: RuS =R U(S\R) also 1,(RUS) =
A(R)+ A, (S\R) < A,(R)+ A,(S) und die Monotonie: gilt R c S, so ist S = R LI(S \ R) also
A(S)=A,(R)+A1,(S\R) > A,(R).
5. Schritt: o-Additivitiat. Seien Q,Q% € Q, (2 € N) mit @ = Upen@r. Zu zeigen ist 1,(Q) =
ZZO:]_ /ln(Qk)

Zunéchst zeigen wir 1,(Q) = Y77 ; An(Qr). Es ist klar, dass 1,(Q) > Ziv:l/ln(Qk) fir alle N
(Beweis?) und fiir N — oo folgt die Behauptung.

Fiir die Ungleichung 1,(Q) < ¥°, 1,(Q;) wihle £ > 0 und K € Q,, mit K < @ und 1,(K) >
An(@) — €. Zu jedem k € N wihle offene Quader L € Q,, mit Qp < Ly und A,,(Lz) > 1,(Qr) — 2%
Dann gilt K c UpenLy. K ist kompakt, also existiert N € N mit K < nglL » und deshalb

N N 00

M@ <+ AE) et Y AnLi) e+ ) (Aa(@Qu)+ o3) <26+ Y, 1,(@w)
k=1 k=1 k=1

Da € > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.

Seien R, S € R,, zwei disjunkte Figuren, R = QU...LUQ%, S = LiU...1L, Quader-Zerlegungen.
Dannist RUS = QU...UQrUL1U...LIL, und die Definition liefert sofort A,(RuUS) = Z?:l An(@;)+
Zi.:l An(Lj) = A, (R) + A,(S) (wegen Wohldefinitheit) also A, ist endlich-additiv.

Seien nun R; € R,, paarweise disjunkt (0BdA R; # @), i € N, mit R = U;enR; € R, Wihle
eine Zerlegung R =B, U...uB,, mit By,...,B,, € Q, paarweise disjunkt. Zu jedem i wihle eine
Zerlegung R; =Q;1U...UQ;z, mit Q;1,...,Q %, € Q, paarweise disjunkt. Dann gilt

B =| |B/nR)= || BN

ieN ieN,1<j<k;

also

oo N
Z Z An(B;NQ;;) (nach 1. Schritt)
i=1,=1

An(B1)

o0

Z An(B;NR;) (nach der Def. des Volumen von Figuren)
i=1
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Es folgt
m
An(R) = Z An(B;) (nach der Def. des Volumen von Figuren)
=1
m oo
=Y > Ax(BiNR;) (obige Gleichung)
I=1i=1
oo m
= Z Z AnB;NR;) (Doppelreihenesatz[3.6.9)
i=11=1
o0
= Z An(R;) (wegen endlicher Additivitit)
i=1
6. Schritt: o-Endlichkeit. Schreibe R" = U,[—k, k]*, wobei A,([—%,k]") = (2k)" < co. O

13.2. Konstruktion von MaBirdume nach Carathéodory. Wir beschreiben ein Verfahren,
das von Carathéodory stamm, mit dem man Mafirdume konstruieren kann. Wir gehen von
einem PramfBraum (X, A, i), wobei A eine Algebra ist und y ein Pramafl. Wir wollen (X, A, u)
zu einem Mafraum (X ,fl, 1) erweitern, wobei A eine o-Algebra ist und pi ein Maf} auf A ist
mit fil 4 = p. Insbesondere wollen wir das Lebesgue-Pramalf} zu einem Mal} erweitern.

Zur Erlauterung betrachten wir folgende Situation. Ist A c R? eine beschrinkte Menge und
(Q,)jen eine Folge offener Quader im R? mit A < Ujen@;, so stellt 2721 42(Q)) einen Néhe-
rungswert fiir den Inhalt von A dar, der den Inhalt umso besser approximiert je kleiner die
Differenzmenge Ujen@; \ A ist. Deshalb kann man

(13.4) A;(A):Zinf{ZAQ(QJ')IQJ'€Q2,ACUJ'ENQJ'}
j=1

als Approximation des Inhalts von A von aufen verstehen. Ist D eine beschrankte Teilmenge
des R? mit A c D, etwa D = [-R,R]?, mit R geniigend grof}, so kann entsprechend A5(D\
A) als Approximation des Inhalts von D \ A von aullen betrachtet werden. Damit scheint es
sinnvoll, die Zahl A;’D (A):=A5(D)—-A;(D\ A) als Approximation des Inhalts von A von innen
zu betrachten. Eine besondere Rolle spielen die Teilmengen A c R?, fiir die beziiglich jeder
beschrinkten Obermenge D von A die Approximationen von auflen und innen gleich sind, d.h.
gilt: 15(A) = A;’D(A) =15(D)-A5(D\ A).

Wir fassen die Eigenschaften von A; zusammen wie folgt:
13.2.1. Definition. Eine Abbildung u* : P(X) — [0,00] heillt dufieres Maf auf X, wenn

(1) (@) =0,

(ii) u* monoton wachsend ist, d.h. wenn aus A c B folgt u*(A) < u*(B),und

(iii) u* o-halbadditiv ist, d.h. wenn fiir jede Folge (A ;);cn in P(X) gilt:

w(Jad) < iu*(Ai)

Bemerkung: Jedes Mal3 auf P(X) ist ein dulleres Mal, aber es existieren dulere Malle, die
keine Malfle sind.

13.2.2. Definition (Carathéodory). Sei u* ein dufleres Maf3 auf P(X). Eine Teilmenge A c X
heifit y*-mefbar , falls fiir alle Teilmengen E c X gilt
(13.5) wWE)=p (EnA)+u (EnX\A))

d.h. A zerlegt jedes E c X in 2 disjunkte Teilmengen, auf denen u* additiv ist. Da u* o—
halbadditiv ist, geniigt es in (I3.5) > fiir alle E < X mit u(E) < oo zu fordern. Die Menge aller
p*—meBbaren Teilmengen von X bezeichnen wir mit A .

Bemerkungen: Es gilt
e ¢,X € Ay (nach Definition).
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e Ist Ac X mit y*(A)=0soist A y*—meBbar.
e Sind BcAcX und u*(A)=0so ist B u*—meBbar.

13.2.3. Satz (Carathéodory). Sei pu* : P(X) — [0,00] ein dufleres Maf3. Dann ist
X, Ay, pu* IA”* ) ein vollstindiger Mafraum.

13.2.4. Satz. Sei u:R — [0,00] ein Inhalt auf einer Algebra R iiber X. Wir definieren u* :
P(X) — [0,00] durch

uﬂE%:hﬂ{ mAn»umadEcuzﬂAmundAneRﬁnaueneN}

n=1
Dann gilt:
(1) u* ist ein dufleres Maf auf X (das von u erzeugte dufiere Maf).
(2) R Ay
(3) Ist uein Primass, so gilt u= u*|x.

Man kann also jeden PramaBraum (X, R, u) zu einem vollstandigen MaBraum (X, Ay, u*)
fortsetzen, wobei pu* das von u erzeugte Ma@ ist.

Sei (X, R, y) ein PramaBraum. o(R) ist die kleinste c—Algebra, die R enthélt, also gilt c(R)
Ay (X,0(R), u*|5w)) ist die ,kleinste“ Fortsetzung des Pramafraumes zu einem Mafraum
und eventuell kleiner als der vollstdndige Mafraum (X, A, u"| Ay )-

Wie verhalten sich diese Maflrdume zueinander?

Dazu fithren wir den Begriff der Vervollstindigung eines Mafliraumes ein und zeigen, dass
im Falle o—endlichen Inhalts die o—Algebra A+ die Vervollstindigung von o(R) ist.

Sei (X, A, 1) ein Maflraum. Wir bezeichnen im folgenden mit

Ag :={N € A|u(N) = 0}
die Menge der Nullmengen von (X, A, ). Desweiteren definieren wir
u:A* —[0,00]
E=AUN+~(E):=uA)
(u ist korrekt definiert.)
Bemerkung: Nach Definition ist A < A*. Ist u vollstiandig, so gilt A = A, Ist namlich

E=AuNeA*, A€ A, N c Ny € Ay, so ist auf Grund der Vollstiandigkeit N € A und somit
EecA.

13.2.5. Satz. Sei (X, A,u) ein MafSraum. Dann ist (X, A*, 1) ein vollstindiger Mafiraum (Ver-
vollstindigung von (X, A, 1)).

13.2.6. Satz. Sei R eine Algebra auf X mit o—endlichem Primafl, u: R — [0,00], sei u* das
von p definierte duflere Mafi und [i:= p*|,x). Dann gilt
o(RF = Ay,
und (X, Ay, p* lAu* ) ist die Vervollstindigung von (X,c(R), ).
Wir behandeln nun die Frage der Eindeutigkeit der Fortsetzung ji. Dazu zuerst zwei Gegen-
beispiele:
(a) Sei S eine iiberabzihlbare Menge, und R < P(S) sei die Algebra erzeugt duch den endli-

chen Teilmengen von S sowie u: R — [0,00] das triviale Pramafl y = 0. Da die von A erzeugte

o-Algebra die o-Algebra {A c S : A oder [A ist héchstens abzihlbar} ist, ist fiir jedes r € [0, 00]
0 falls A abzdhlbar
ﬂr(A) =
r falls A iberabzéhlbar

eine Fortsetzung von u zu einem Maf} auf o(R).
(b) Betrachte Q und die o-Algebra P(Q). Die Spur von R; auf Q ist ein Erzeuger von P(Q),
auf dem das zdhlende MaB} y und 2u iibereinstimmen.
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Offenbar ist fur die Nichteindeutigkeit im ersten Gegenbeispiel verantwortlich, dass die
Mengen in R die Menge S ,nicht erreichen“, im zweiten Gegenbeispiel ist es die ,starke Un-
endlichkeit” von u auf R. Wir betrachten jetzt Mengenfunktionen, die diese Defekte nicht auf-
weisen.

13.2.7. Satz (Eindeutigkeitssatz). Sei u ein o-endliches Pramafi auf einer Algebra A. Dann
existiert genau ein Maf [i auf 0(A), welches u fortsetzt, d.h. fiir das [il4 = p gilt. Dieses Maf3 [i
ist o—endlich.

Constantin Carathéodory wurde am 13.9.1873 in Berlin als Sohn einem griechischen Diplomaten im
Dienste der Hohen Pforte, geboren. Carathéodory wuchs in Briissel auf, wo sein Vater ab 1875 Botschafter
war. 1891 legte er das belgische Abitur ab und trat als éléve étranger in die Ecole Militaire de Belgique
in Briissel ein. Als Ingenieur war Constantin Carathéodory von 1898 bis 1900 im englischen Dienst bei
Staudammarbeiten am Nil beteiligt. Dann beschloss er, zur Uberraschung seiner Familie, Mathematiker
zu werden. Er studierte von 1900 bis 1902 bei Schwarz, Frobenius und Planck in Berlin und von 1902
bis 1904 bei Klein, Hilbert und Minkowski in Gottingen. 1913 wurde er Nachfolger von Klein in Got-
tingen und wechselte 1918 an die Universitdt in Berlin. Zusammen mit Albert Einstein wurde er 1919
in die Preuflische Akademie der Wissenschaften aufgenommen. Bei der Aufnahme Carathéodorys hatte
Max Planck die Laudatio gesprochen. 1920 ging er an die neu zu organiserende Ionische Universitdt
im Smyrna (Izmir) aber seine Arbeit endete 1922 mit dem Einmarsch der Tiirken und Vertreibung der
griechischen Bevilkerung. Carathéodory konnte noch rechtzeitig seine Familie auf der Insel Samos in
Sicherheit bringen, um alleine nach Smyrna zuriickzukehren. Dort organisiert er die Rettung kostbaren
Schriftguts der Universitit, das er auf Booten nach Griechenland transportieren ldsst. Danach findet
Carathéodory mit seiner Familie Zuflucht in Athen. 1924 folgte er einem Ruf nach Miinchen, wo er bis
zu seinem Tod am 2.2.1950 blieb.

13.3. Das Lebesgue-MaB in R”. Betrachte den Pramafraum (R"*,R,,A,), wobei R,, die Al-
gebra der Figuren ist, 1, das elementar geometrische Volumen der Figuren. Dies ist ein o—
endlicher Pramafraum.

Sei A, : P(R") — [0,00] das von A, erzeugte dullere Maf, d.h.

n) =inf{ Y AAp:Ac Ay ApeR,}
k=1 k=1

13.3.1. Definition.
(1) A}, heiBit duferes Lebesgue-Maf in R".
(i) L(R"):= Ay < P(R") heiflt c—Algebra der Lebesgue-mefibaren Mengen.
(iii) Ap = A, |s@n) heillt Lebesgue-Map in R™.
iv) A, = Ay |B@n) heillit Borel-Lebesgue-Maf in R”.

Wir wissen schon dass:

(1) B(R™) = a(R,) < L(R™).

(2) (R™, L(R™), A,,) ist vollstindig und ist eine Erweiterung von (R", R, A,).
3) (R*, L(R™), A,,) ist die Vervollstidndigung von (R"?, B(R™), 1,,). Insbesondere:

Man kann zeigen, dass:
(4) B(R") # LR™) # P(R").

13.3.2. Satz (Charakterisierung von Lebesgue—-mefBbaren Mengen). Sei A c R", A # @. Be-
trachte die folgenden Bedingungen:

(a) Zu jedem € > 0 existiert eine offene Menge U > A mit A;(U ~ A) <e.

(b) Zu jedem € > 0 existiert eine abgeschlossene Menge F c A mit A, (A~ F)<e.

Ist A € L(R"), so sind (a) und (b) erfiillt. Ist mindestens eine von (a) und (b) erfiillt, so ist
A € L(R™).
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13.3.3. Folgerung.

(i) Eine Menge A c R" ist genau dann Lebesgue-mefibar, wenn sie sich in der Form A =
(U2 Fr)UN darstellen lafit, wobei Fj R™ abgeschlossene Mengen sind und N c R" eine
Lebesgue—Nullmenge ist.

(ii) Eine Menge A c R" ist genau dann Lebesgue—mefibar, wenn es eine Darstellung der Form
AUN =n72 Uy gibt, wobei N eine Lebesguesche Nullmenge ist und U, < R" offene Menge sind.

(iii) Eine Teilmenge N c R" ist genau dann eine Lebesguesche Nullmenge, wenn es zu jedem
€ >0 eine Folge von Wiirfeln W1,Wy,Ws,...im R" gibt so, dass

NcUW: und Y 1,(W)<e.
i=1 i=1

Beispiele:

(1) Jede abzéhlbare Teilmenge A c R” ist Lebesgue—Nullmenge.
(2) FeCl(D,G), NcD Nullmenge = F(D) Nullmenge.

(3) Jede Hyperebene ist eine Nullmenge.

(4) Die Cantorsche Menge ensteht aus dem Intervall [0, 1], indem man das mittlere Drittel
I1:= (%, %) entfernt, aus jedem verbleibenden Intervall [0, 11 [2 1] das mittlere Drittel I,
I55 entfernt, usw. Setze C :=[0,1]\ U, wobei U = I11U(l21Ul92)U(l31Ul3oU...Ulg4)U.... Die
Cantorsche Menge C ist kompakt, also Borelmenge.

11 11 °°1(2)k_1 2°°(2)k_12 1

1
M) ==+z —+=—t..=Y =(2) =22
3 232 4 33 =2 2 3/~\3

3

Daraus folgt 11(C) = 0. Da A; vollstdndig ist, so ist jede Teilmenge von C eine Lebesgue—
Nullmenge. AuBBerdem kann man zeigen, dass |C| = |R|. Dann |L(R)| > |P(C)| > |R|. Mann kann
aber beweisen, dass |B(R)| = |R|. Es gibt also mehr Lebesgue-meBbaren Mengen als Borel-
mengen, z.B. zwischen die Teilmengen der Cantorschen Menge C. Um eine nicht-Lebesgue-
melBbaren Menge zu konstruieren, braucht man das Auswahlaxiom (siehe [7, III, §3]).

(5) Sei E € L(R"). Setze L(E)={AcE:A e LR")}. (E,L(E), Ayl &) ist dann ein vollstandiger
MafBraum. A,|.g) heifit das L-MaBl auf E.

(6) Wir wollen das Beispielreservoir fiir MaBle auf B(R) noch ein wenig ausdehnen. Das Lebesgue-
Mal ist dasjenige MafB, das von der iiblichen Liangenmessung abgeleitet ist. Was passiert bei
einer gewichteten Ladngenmessung? Sei F' : R — R monoton wachsend, linkseitig—stetig. Setze
ur([a,b)) = f(b)—f(a) fir a <b in R. ur kann auf die Algebra der endlichen Vereinigungen von
Intervalle fortgesetzt werden und wird ein Pramaf ( [7, Satz 2.2,11.2]). Aus [13.2.3] folgt, dass
es ein vollstdndiger MafBraum existiert (IR,AH;,MF) so, dass B(R) c Au;5 ur heillit Lebesgue-
Stieltjes—-Maf. Fiir den Beweis der g-Additivitiat von ur benotigt man iibrigens die linksseiti-
ge Stetigkeit von F. Umgekehrt kann man zeigen, dass ein Maf auf B(R), das auf kompakten
Mengen endlich ist, ein Lebesgue-Stieltjes-MaB8 ist.

Wir stellen uns die Fragen, ob ein Inhalt oder Mal} u: P(R*") — [0,00], E — u(E) existiert mit fol-
genden Eigenschaften:
(1) Ist E c R"® kongruent zu F c R" (E kann durch Translation, Rotation und Spiegelung in F
uberfithrt werden), dann gilt @(E) = u(¥).
(2) Der Einheitswiirfel definiert durch @ = {x e R* |0 < x; <1, i =1,...,n} hat das Maf} 1, also
we)=1.
Hausdorff hat 1914 gezeigt:
In keiner Dimension n > 1 gibt es ein Inhalt ¢ mit den Eigenschaften (1) und (2). Fur n = 1,2 gibt
es eine Losung u, aber p ist in diesem Fall nicht eindeutig (Banach 1923). Die Nichtexistenz von p fiir
n > 3 folgt z.B. aus dem Banach-Tarski-Paradoxon (siehe [23]]).

13.3.4. Satz (Banach-Tarski 1924). Seien U,V beliebige nicht leere, offene Teilmengen des R" fiir n > 3.
Dann existiert ein N e Nund E+,...,En bzw. F1,...,Fy, so dass

(1) U=U)_,Er, EinEp=9¢,i#k
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@) V=UY_ Fr, FinF,=0,i#k
(3) E}, ist kongruent zu F}, fiirk=1,...,N.
Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Auswahlaxiom der Mengenlehre: Sei {E, | a € A} eine
beliebige Familie nichtleerer Mengen E . Dann gibt es eine Funktion f: A — Ugeca E4 mit f(a) € E,,.
Es gibt auch kein MaB u: P(R™) — [0,00] mit den Eigenschaften (1) und (2) (Vitali, 1905). Das Ma@3-
problem ist lésbar, wenn man statt beliebigen Mengen E c R” nur Lebesguesche Mengen zulésst.

13.3.5. Satz. Sei F :U c R* — R” eine C1-Abbildung. Dann gilt: Ist A c U eine Lebesguesche
Nullmenge, so ist auch F(A) eine Lebesguesche Nullmenge.

Beweis: Da U cR” offen ist, ist U als disjunkte Vereinigung von abzéhlbar vielen halboffenen
Quadern darstellbar: U = I_I;‘;l Q; mit @ ;U . Dann ist

F(A)=F(An(U,;Q)) =F(U;(AnQ)) = U,F(ANQ,).

Folglich geniigt es zu zeigen, dass F(A NQ;) eine Lebesguesche Nullmenge ist. Da A eine
Lebesgue-Nullmenge ist, existieren nach dem Kriterium fiir Lebesgue-Nullmengen aus Folge-
rung[13.3.21zu jedem & > 0 abzéhlbar viele Wiirfel W,,,, m =1,2,3,... so, dass

o0 . o0
Ac W, und ) volW,)<e.

m=1 m=1
Sei 2r,, die Seitenldnge von W, und ¢,, das Zentrum von W,,. Fir xe An@;n Wm gilt ||x —
Emlloo :=max{|x; —&mil :i=1,...,n} <rp.DaF eine C1—Abbildung ist, ist Fl@ Lipschitzstetig.
J
Somit existiert eine Konstante M; € R, mit

IF(x) = F($m)lloo < Mjllx —Smlloo <MjTm,

d.h. F(x) liegt im Inneren eines Wiirfels Wm mit dem Zentrum F(¢,,) und der Kantenldnge
2M;ry,. Dann gilt F(ANQ;) =U>_ F(ANQ;nW,)cU®_, W, und

Y AW)= Y @roM)" < Y. A(Wh)-(M)" <e-(M)".

m=1 m=1 m=1

Daher ist F(A NQ;) eine Lebesgue-Nullmenge. O

13.3.6. Satz. Sei G : U c R* — R” eine abgeschlossene C1-Abbildung. Dann gilt: Ist A c U
Lebesgue-mefibar, so ist G(A) ebenfalls Lebesgue—mefbar.

Beweis: Nach ist die Menge A genau dann Lebesgue—meBbar, wenn sie eine Darstel-
lung der Form A = ( Z":le) U N besitzt, wobei Fj, ¢ R" abgeschlossene Mengen sind und N
eine Lebesguesche Nullmenge ist. Da die Abbildung F' abgeschlossen ist, bildet sie die ab-
geschlossenen Mengen F), in abgeschlossenen Mengen G(F%) ab. Nach ist G(N) eine
Nullmenge. Nach [13.3.3]ist

G@)=(UGE|uGa)
k=1
ebenfalls eine Lebesgue—Menge. O

13.4. MeBbare Funktionen. Wie in der einleitende Diskussion iiber Lebesgue-Summen deut-
lich gemacht ist, sind die mef3baren Funktionen die einzigen die als Integranden vorkommen
(siehe auch die Einleitung zum Kapitel III in [7]).

13.4.1. Definition. Seien (X, A), (Y, B) meBbaren Ridume. Eine Abbildung f : X — Y heifit
mepbar (genauer (A, B)-mepbar), falls f ~1(B) € A fiir alle B € B.

Man beachte die Ahnlichkeit zwischen dieser Definition und der Definition von stetigen
Abbildungen zwischen topologischen Raumen.

13.4.2. Beispiel. (a) Konstante Abbildungen (X, A) — (Y, B) sind stets messbar.
(b) Die charakteristische Funktion 14 : (X, A) — (R, B(R)) einer Menge A c X ist genau dann
mefBbar, wenn A € A ist.
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13.4.3. Lemma. Ist B =0(E) so gilt:
f ist (A, B)-mefbar < VBe& :f1(B)e A.

Beweis: Betrachte die o—Algebra € ={C cY : f~}(C) € A}; dann gilt € > &. Daraus folgt € >
o(&)=B. O

Betrachte nun auf R die folgende Topologie O(R) : A € O(R) :© A NR offen in R und falls
+00 € A (bzw. —oo € A), existiert a € R mit (a,+oo]l c A (bzw. [-00,a) c A).
Sei B(R) die 0—Algebra der Borelmengen in R:

BR) =0(OR)) ={BUE :B € B(R),E c {—00,00}}.

Funktionen f : X — R heilen numerische Funktionen. Der Grund fiir die Einfithrung R-wertiger
Funktionen liegt hauptsichlich darin, dass fiir jede Folge f}, : X — R die Funktion sup f}, stets
definiert ist.

Auler den bereits getroffenen Vereinbarungen (13.2) benstigen wir noch:

a—oco=—o00 fiir allea €R oder a =—o0,

(13.6) —00,a<0
a-00=
0,a=0

Der Ausdruck co—oo bleibt verboten; daher ist fiir R-wertige Funktionen f — g nicht unbedingt
uberall definiert.

13.4.4. Definition. Sei f : (X, A) — (Y,B), wobei Y = [0,00],R,C und B die o-Algebra der
Borelmengen von Y ist. Dann heiflt f A-mefbar (oder einfach mefB3bar, wenn A klar vom
Kontext ist). Falls X ein topologischer Raum ist und A = B(X) die o-Algebra der Borelmengen
von X ist, so heilit f Borel-mefbar. Falls X € L(R") und A = £L(X) (c—Algebra der Lebesgue—
mellbaren Teilmengen von X) sagen wir, dass [ Lebesgue-mefibar oder L—meBbar ist.

13.4.5. Beispiel.

(1) Seien X,Y topologische Rdume und f : X — Y stetig, dann ist f (B(X),B(Y))—mefBbar.
(Setze € = O(Y) in Lemma [I3.4.3} fiir U € O(Y)) gilt f~1U) € O(X) c B(X)). Eine Abbildung
[ :X — Y zwischen topologischen Raume heiflt Borel-mefibar, falls sie (B(X), B(Y ))—mefbar
ist.

Fir stetiges f: X — Y ist also das Urbild einer Borelmenge wieder eine Borelmenge. Hin-
gegen braucht das stetige Bild einer Borelmenge keine Borelmenge zu sein! Lebesgue hatte
irrtiimlich angenommen, dass das so ist; aber 1917 wurde ein Gegenbeispiel von Suslin kon-
struiert (siehe [2], S. 245]).

(2) Sei X € L(R"), f: X — R fast uiberall stetig (d.h. existiert N ¢ X eine Lebesgue—Nullmenge
so, dass f : X ~ N — R stetig). Dann ist f meBbar.
3) f:(X,A) — R oder [0,00] ist meBbar genau dann, wenn fiir jedes b € R gilt

{f <b}:={xeX:f(x)<b}=f"(~00,b)) € A.

@) f=(f1,...,fn) : X — R" ist (A, B(R"))-meBbar genau dann, wenn f; : X — R mefBbar sind
fir alle j =1,...,n. Insbesondere ist f : X — C meflbar genau dann, wenn Re(f),Im(f): X — R
melbar sind.

(5) Seien f: (X,A) — (Y,B), g:(Y,B) — (Z,C) meBbar, dann ist go f : (X, A) — (Z,C) meB-
bar (weil (go f)™H(C) = f (g™ (O))).

(6) Seien f,g:X — [0,00] meBbar. Dann sind f + g, f-g, |f], min(f, g), max(f, g) meBbar. Gilt
g #0, soist f/g meBbar. Ist der Wertebereich R, so gilt die Aussage noch, wenn die Operationen
definiert sind (z.B. ist f +g nicht immer definiert, wegen der verbotenen Operation co—o0). Zum
Beweis: Wir stellen f + g z.B. als Zusammensetzung von x — (f(x),g(x)) und (y1,y2) — y1 +¥2
dar.

(7) Seien f}, : (X,A) — R A-meBbar. Dann sind sup f, inffy, limsup;_.o, f» und liminf}, .., f%
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meBbar. Seien f; : X — R meBbar so, dass limj_o fz(x) = f(x) fiir alle x € X. Dann ist f
meBbar. In der Tat, sei a € R. Dann gilt {(sup,,cn fr) < @} = Mpenifn <@l € BX) und {x € X :
infyen frn(%) = a} = Npenfx : fn(x) = a} € BX). L
Mit (3) folgt dann, dass sup,cy frn und inf,en f messbar sind. Damit sind auch lim,_. f, =
infjensup,>;fn und lim _ _ f, = supjeninf,>; fn, messbar.
Wenn existent fiir alle x € X, dann ist somit auch lim,, ., f, = limy, oo fn messbar.
(8) Eine Funktion f : X — R heiBt einfach, falls f messbar ist und nur endlich viele Werte
annimmt (siehe Lemma [13.5.1). Es gilt:
(1) f : X — [0,00] ist mefbar genau dann, wenn es eine Folge (s,),en einfacher Funktionen gibt,
mit 0 < s, <sp+1 < f fir alle n und lim,, . s,(x) = f(x) (kurz: s, / f).
(ii) f : X — R ist meBbar genau dann, wenn es eine Folge (s,,)nen einfacher Funktionen gibt,
mit lim, o s,(x) = f(x).
(9) Sei (X, A, p) vollstiandig, f, : X — R meBbar fiir k eN. Sei f : X — R, sodass limp_o f2 = f
p—fast tiberall (d.h. es gibt eine Nullmenge N c X so, dass fiir jedes x € X~ N gilt lim, ., fr(x) =
f(x)). Dann ist f mef3bar.
(10) Sei (X, A, u) beliebig, f;, : X — R meBbar fir 2 € N. Sei f: X — R, so dass limj_.oo fr = f
p—fast iberall. Sei N ¢ X eine Nullmenge so, dass fiir jedes x € X \ N gilt limp_ o, f(x) = f(x).
Definiere

f:X—»@, f(x)z{f(x)’ xgN

0, xeN

Dann ist f mefBbar.

13.5. Integration meBbarer Funktionen. Wir erinnern, dass die charakteristische Funk-
tion einer Teilmenge A ¢ X durch

1, x€A
14:X—1{0,1}, Talx)=
0, x¢A

definiert ist.

13.5.1. Lemma. Sei (X, A, ) ein Mafiraum und ¢ : X — R. Dann sind dquivalent:

(i) ¢ nimmt nur endlich viele verschiedene Werte an und fiir jedes ¢ € Im(¢p) gilt p 1 (c) € A,

(ii) @ besitzt eine Darstellung der Form ¢ = Z;.":l ajla,, wobei Aje A und I_I;?ZZIAJ' = X. Eine
Funktion heifit einfach falls eine der dquivalenten Bedingungen (i) oder (ii) erfiillt ist.

Ist (i) erfiillt, so hat ¢ die Standardform

m
Q= Z C]l(p—l(c) = Z aj]lAj,
ceIm(yp) Jj=1

wobei Im(¢) ={a1,...,a,,} und A; = (p_l(afj). Eine Darstellung wie in (ii) ist nicht eindeutig!
z.B.

Lo=Tp 1+ 1 =T+ 1y +1q g
Eine einfache Funktion ist offensichtlich .A-mefBbar.
Beispiele: Sei [a,b] R ein Intervall. Dann ist eine Treppenfunktion (siehe Def. eine
einfache Funktion auf ([a, b], B([a, b]), A1) oder ([a,b], L([a, b]), A1). Aber auch nicht-Treppenfunktionen
wie 1g, Ig\g oder 1 (wobei N eine Lebesgue-Nullmenge ist) sind einfache Funktionen auf
([a,b],L(a,b]),A1).

13.5.2. Definition. Sei (X, A, u) ein MaBBraum. Wir bezeichnen die Menge der nicht-negativen
einfachen Funktionen auf X mit £,(X). Ist ¢ € £(X), so heifit

(18.7) fX(pdu:: Y cuoHe)),

celm(yp)
das Integral von ¢ (bzgl. p).
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Beispiele: Ist ¢ € T([a,b]) eine nichtnegative Treppenfunktion, so gilt [, ,j9dA1 = fab pdx,
wobei die rechte Seite das Regelintegral von ¢ ist (Definition [6.1.4). AuBlerdem f[a,b] 1gdA =
M([@,61nQ) =0, fi, 5 Irmgdis = L1([a,b1\Q) =b ~a.

13.5.3. Lemma. Besitzt ¢ € €,(X) eine Darstellung ¢ = 27:1 a;jla,, sogilt
m
(13.8) f pdu=Y a;uA,),
X j=1

Beweis: Sei Q= Zaj]lAj = Zﬁl ]pr wobei X = IJjAj = IJlBl. Z.z. Zjajp(Aj) = Zlﬁlﬂ(Bl)-
Dannist X = I_Ij,l(Aj ﬂBl), Aj = I_Il(AjﬂBl) und Bl = IJj(AjﬂBl). Deshalb p(Aj) = Zl [J(Aj nBl),
u(By) =Y ; (A;NB). AuBerdem gilt a; = f§; falls AjnB; # @. Folglich

YajpAp=) ajuA;nB)= ) ajuA;nB)= ) PiuA;nBy)

j Jl i E

J>
AjﬁBl#Q) AjﬁBl#¢

=Y Biu(A;nBy) =) Bru(By).
gl !

13.5.4. Satz. Sei (X, A, u) ein Mafraum, ¢,y € E.(X). Dann gilt:

(i) a€l0,00) = apel, (X)und [yapdu=a[yepdpu

(i) p+y e &s(X) und [x(p+v)du= [xodu+ [xydu.

(iii) p<y = [xpdu< [xydu

(iv)AeA=1€l,(X)und [x1adu=pA).

Bemerkung: Ist X ein topologischer Raum und A = B(X) so gilt [y ¢ du < supg - u(suppg); in
der Tat, ¢ < s;p(p “Lsuppg - X

13.5.5. Definition. Sei (X, A, u) ein MaBBraum und f : X — [0,00] eine meBbare Funktion. Wir
wissen nach Beispiel [13.4.5](8), dass

(13.9) f:X —[0,00]ist meBbar < F(Yp)nen : Prn €4, 0n /[
Dann heif3t
(13.10) f fdu:zlimf (pnd,u:supf ndu,

X X X

fiir eine beliebige Folge (¢, )nen mit ¢, € E4, ¢, / f. das Integral von ¢ (bzgl. p). Ist A€ A, so
definieren wir das Integral von ¢ iiber A (bzgl. u) durch

(13.11) ffdu::f]lAfdu.
A X

Die Definition des Integrals ist von der Wahl der Folge (¢, ),en unabhéngig. Wir konnen
ndmlich beweisen, dass fiir eine wachsende Folge (¢, )nen aus €4 und w € €4 mit ¥ <limy, oo @y,
so gilt [y wdpu <lim,—o [x ¢ndp. Seinun ¢, / f, v, / [ zwei Folgen wie in der Definition.
Dann gilt ¢, < f =lim, oo ¢y also [y ¥ dp <lim, o [x ¢n dpund folglich lim,, .o [y wdp <
lim,, . [x ¢r dp. Analog erhalten wir lim, o [x @n dp <limy, oo [x W dp.

13.5.6. Satz. Sei (X, A, u) ein Mafraum, f,g:X — [0,00] seien mefibar.

(i) a€[0,00) = [yafdu=afxfdp.

(i) [x(f+@du= [xfdu+ [xgdu

(i) f <g = [xfdu< [xgdp

13.5.7. Satz. Sei (X, A, u) ein Mafraum, f : X — [0,00] sei messbar und A,B,E € A.
i) WE)=0= [ fdu=0.

(it) Ist AN B eine Nullmenge, so gilt [, gfdu= [, fdu+ [gfdp.

(iii) [z fdu=0 < p(lxe X :f(x)#0}) =0, d.h. f =0 p-fii.
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Der positive Teil £, und der negative Teil f_ einer Funktion f : X — R sind definiert durch
f+(x) =max{f(x),0} >0, f_(x)=max{-f(x),0}>0
Ist £ messbar, dann sind nach Beispiel [13.4.51(6) auch f, und f_ messbar. Offensichtlich gilt
f=fv—f- Ifl=Ffi+f-
und fiir |£| < oo folgt £+ = 3(If|£f).

13.5.8. Definition. Sei (X, A, y) ein Malraum und f : X — R eine meBbare Funktion.
(1) Gilt f f+du<oooder f f-dpu < oo, dann heifit
X X

[ rau= reau-[ r-ducw

das Lebesgue-Integral von f iiber X (bzgl. 1) und wir sagen, dass f f du existiert.
X

(ii) Sind beide Integrale f f+du, f f- du endlich, so sagen wir, dass f Lebesgue-integierbar
X X

ist.

(iii) Die Menge der integrierbaren Funktionen f : X — R wird mit £1(X, 1) bezeichnet.

(iv) Ist A € A, so definieren wir das Lebesgue-Integral von f iiber A (bzgl. u) durch

[ faus=| feau-| r-an.

falls ein von [, f+dpund [, f- dp endlich ist. Wir sagen, dass f Lebesgue-integierbar iiber
A ist, falls beide Integrale endlich sind. Eine dquivalente Definition erhalten wir, wenn wir die
meBbare Funktion f|4 : A — R betrachten, und das Integral

| raw=| fladua.

als das Integral bzgl. der MaBraum (A, A%, us) definieren, wobei A4 := {B€ A :B c A} und
HA = plga.
13.5.9. Satz. Sei (X, A,u) ein Mafsraum und f : X — R eine mefibare Funktion. Die folgende
Bedingungen sind dquivalent:
(i) f ist integrierbar.
(ii) f+ und f- sind integrierbar.
(iii) Es gibt integrierbare Funktionen ¢ >0, w >0 mit f = p—v.
In diesem Fall gilt [y fdu= [y edu— [xydu
(iv) Es gibt eine integrierbare Funktion g > 0 mit |f| < 8.

(v) |f| ist integrierbar.

13.5.10. Satz. Sei (X, A, ) ein Mafiraum, f,g: X — R seien integrierbar.

(i) a €R = af ist integrierbar und [yafdu=a [x fdpu.

(ii) f + g ist integrierbar, falls f + g definiert ist und [x(f +g)du= [x fdu+ [xgdp.
(iit) min{f, g}, max{f, g} sind integrierbar.

(iv) f<g= [xfdu< [xgdu.

© | [y fdu| < fxIf1du.

13.5.11. Folgerung. Ll(X,p) ist ein R-Vektorraum und die Abbildung LI(X,M) - R, f—
Jx f A ist R-linear.

13.5.12. Folgerung. Ist f integrierbar, so ist N :={x € X :|f(x)| = oo} eine Nullmenge.
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13.5.13. Folgerung. Sei f : X — R mefibar.
(i) Seien A,B€ A, A cB, so dass [ integrierbar auf B ist. Dann ist f integrierbar auf A.
(i1) Seien A,B € A, so dass f integrierbar auf A und B ist. Dann ist f integrierbar auf A UB

und
| rau=| rdus | fau.

13.5.14. Folgerung (Modifikationssatz).
(i) Sei f : X — R integrierbar und g : X — R mefbar, so dass f = g fast tiberall. Dann ist auch g

integrierbar und gilt[ fduz[ gdpu.
X X

(ii) Sei N c X eine Nullmenge und f : X \ N — R integrierbar. Sei f : X \N — R eine mefbare
Fortsetzung von f. Dann ist f integrierbar und gilt f f du= f f du. Wir setzen
X X\N

(13.12) fodu::fodu:[X\Nfdu

Wir sind oft in der Situation, dass eine Funktion f definiert und integriebar aulerhalb einer
Nullmenge ist. Der zweite Teil des Satzes besagt, dass wir das Integral von f auf dem ganzen
Raum definieren diirfen, denn sie hingt nicht von der Auswahl von f und sie stimmt fiir auf
ganz X definierte Funktionen mit der bisherigen Definition tiberein.

13.5.15. Definition. Sei (X, A,u) ein MaBiraum. Eine meflbare Funktion f : X — C heilit
Lebesgue-integierbar, falls Ref,Imf : X — R Lebesgue—integierbar sind. Das Integral von f
wird definiert durch

f fdu:f Refdu+if ImfduecC.
b'¢ b'¢ X
Die Menge der integrierbaren Funktionen f : X — C wird mit £é(X , i) bezeichnet.

13.5.16. Satz. L%(X,u) ist ein C-Vektorraum und die Abbildung L%(X,u) —C, f— [xfduist
C-linear. f € LE(X,p) genau dann, wenn |f| € LE(X,p) und dann gilt |fodu’ < [y Ifld .

13.6. Konvergenzsiatze.

13.6.1. Satz (Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz). Sei f3, : X — [0,00] eine mo-
noton wachsende Folge A-mefibarer Funktionen: f1 < fo<...<[fp<...
Sei f: X —[0,00], f(x)=limp,_ o, 1 (x). Dann gilt:

limf fdefodIJ-
k—ooJx X

Bemerkung: Ohne Voraussetzung der Monotonie gilt der Satz nicht. Z.B.: Seien f, :R — R,
fa(@)=nl1 2y, fr = 0=:f auf R, aber [ frdA1=1-»0= [pfdA;.

Gilt der Satz von Beppo Levi fiir fallende Folgen?

Beispiel: Sei f, :R — R, f, = ]l[n,oo)- Es gilt f, \N 0=, ffnd/ll = p1([n,00)) = co aber
ffd/ll <0.
13.6.2. Satz (Satz von Beppo Levi fir fallende Folgen). Sei f : X — [0,00] eine monoton
fallende Folge A-mefbarer Funktionen: f1>fo>...2 fr > ... mit f f1 <oo.

X
Sei f: X —[0,00], f(x)=limy,_ o, f1(x). Dann gilt:

limf fkdp=f fdu.
k—ooJX X
13.6.3. Folgerung. Seien f, : X — [0,00] mefbar. Dann gilt

anglfn=r§1 andll-

13.6.4. Satz (Lemma von Fatou). Seien f,, : X — [0,00] mefbar. Dann gilt
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(i) [xliminff, <liminf [y f,,
(ii) Ist sup,~1 fn integrierbar, dann ist limsup [ f, < [limsup f,.

Bemerkung: fiir ,,<“ in (i) sieche Bemerkung nach Satz von Beppo Levi.

13.6.5. Satz (von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). Seien f,,,f : X — C (n € N) mefibar,
so dass gilt:
(1) lim, o frn =f pfast tiberall,
(ii) es gibt eine integrierbare Funktion g : X — [0,00], so dass fiir alle n € N gilt |f,| < g
U—fast tiberall.

Dann sind f,, f integrierbar und es gilt

lim [ Vfo-fldu=0, lim [ fadu= | fdu.

Der Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz ist der am haufigsten benutzte Kon-
vergenzsatz (neben dem Satz von Beppo Levi). Wir verlangen lediglich punktweise Konvergenz
von (f),. Der entsprechende Satz fiir Regelintegrale oder Riemann-Integrale setzt gleichma-
pige Konvergenz auf kompakte Intervalle voraus. Die wesentliche Hypothese ist die Existenz
der integrierbaren Majorante g.

Beispiel: Die Funktionenfolgen (nz]l[o’%])nd\,, (LUn n+1DneNs (%]I[O,n])nEN von 11— integrierba-
re Funktionen konvergiert tiberall gegen 0, die Grenzwertfunktion ist integrierbar, aber die
Integralenfolge konvergiert nicht, weil die Funktionenfolge nicht dominiert ist. Z.B.sei g eine
beliebige Funktion, die alle f, = %]l[o,n] majoriert, d.h. f,, < g (alle Funktionen sind positiv).
Sei x € R, beliebig, n € Z,. mit n <x <n+ 1. Da auch g > f,,+1 gilt, haben wir fiir alle x € R die
Abschatzung g(x) > h(x) := ]l[0,+oo)[x]%, wobei [x] den ganzen Teil von x bezeichnet. Aber A ist

nicht integrierbar: [AdA; =32, ﬁ = oo0.

13.6.6. Satz (Ausschopfungssatz). Seien (X,A,u) ein Maffraum, (X,;)neny mit X, € A, X, C
X,+1 und X = UpenXnp. Sei f: X — R mefbar. f ist integrierbar genau dann, wenn:

(1) f ist iiber jedem X, integrierbar und
(ii) (Jx, |f1dnen konvergiert in R.

In diesem Fall:
limf fd,u:ffdu.
n—oo Xn X

13.6.7. Satz. Sei (f});, eine Folge von mefibaren Funktionen f : X — R mit

Zf|fk|du<+oo.
k=1

Dann konvergiert die Reihe )37 | fr fast iiberall und

(13.13) f(;fk)du =§1ffk d.

Beweis: Nach Folgerung I3.6.3 gilt [Y52,Ifxldu =X, [Ifrldp < oo also Y92 Ifi| ist in-
tegrierbar und damit endlich fast {iberall (Folgerung [13.5.12). Die Folge (¥} _, fz)» hat die
integrierbare Majorante Y77, |fz| und lim,, .o X.; _, fz = X3, fz- Nach dem Satz von Lebesgue

folgt (13.13D. O
13.7. Vergleich zwischen Lebesgue- und Regelintegral.

13.7.1. Satz. Sei [ € R([a,b]) eine Regelfunktion. Dann ist [ Lebesgue—integrierbar auf [a,b]
und

b
FdAy = f fdx.
[a,b] a

wobei die rechte Seite das Regelintegral von f ist.
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13.7.2. Bemerkung.
(1) Der Satz gilt auch fiir Riemann—integriebare Funktionen.

(2) Die Dirichlet-Funktion 19 1jng ist nirgends stetig (also keine Regelfunktion und nicht
Riemann-—integrierbar.) Sie ist aber Lebesgue—integrierbar, sogar einfache Funktion mit

fﬂ[o,lln@dh =0.

(8) Weil fi, ;1 fdA1= f: fdx fiir f € R([a,b]) schreiben wir f: f dx fiir das Lebesgue—Integral
einer belibigen Funktion f € £L1([a,b],11).

13.7.3. Satz (uneigentliches Regelintegral und Lebesgue—Integral). Seien I ein beliebiges In-
tervall in R und f : I — R eine Regelfunktion. [ ist Lebesgue—integrierbar genau dann, wenn
|f| uneigentlich regelintegrierbar ist. Dann stimmt das uneigentliche Regelintegral von f tiber
I mit dem Lebesgue—Integral tiberein.

13.7.4. Bemerkung. Sei f :[0,00) — R die stetige Funktion

sinx 40
f=4{ «  °
1, x=0

Dann ist f uneigentlich regelintegrierbar auf [0,00) aber nicht absolut uneigentlich regelin-
tegrierbar. Nach dem Satz [13.7.3 kann f nicht Lebesgue—integrierbar sein. Wir haben also
folgenden Verhiltnisse:

f ist Lebesgue—integrierbar auf I < |f| Lebesgue—integrierbar auf I.

f ist Lebesgue—integrierbar auf I < |f| uneigentlich regelintegrierbar auf I.
|f| uneigentlich regelintegrierbar = f uneigentlich regelintegrierbar auf I.
f uneigentlich regelintegrierbar 7= f uneigentlich regelintegrierbar auf I.

Vereinbarung: Sei I R ein Intervall, a =infl, b = sup!. I darf offen, halboffen oder unbe-
schrankt sein (@ € RU{—oo}, b € RU {+oc}). Wir schreiben

b b
ffd/h:f fd/ll=f fdx, firallefelYI,Aq).
I a a

Diese Schreibweise ist dadurch gerechtfertigt, dass {a} und {6} Nullmengen sind (falls a, b € R).
Ist z.B. f :[a,b] — R Lebesgue—integrierbar auf (a,b], dann ist f Lebesgue—integrierbar auf
[a,blund [, p1f dA1= [iq 51 f dA1

13.7.5. Satz. Sei D c R" Lebesgue-mefibar. Ist f : D — R beschrdnkt und fast iiberall stetig,
und gilt A,(supp f) < oo, so ist [ Lebesgue—integrierbar und gilt

(13.14) | fD fdr,| < fD IF1dAn < sup|f]- An(supp /).

Insbesondere ist jede stetige Funktion f :D — R mit kompaktem Trdger suppf integrierbar.

Beweis: Weil f fast iiberall stetig ist, ist f mefbar. AuBerdem gilt |f| < sup|f|-Lsupps und die
letzte Funktion ist integrierbar: [p, sup|f|- Lsuppr dAn =supl|f|- An(supp f) < co. Il

13.7.6. Bemerkung. Ein Satz von Lebesgue besagt:
f :la,b] — R ist Riemann—integrierbar <= [ beschrdnkt und fast iiberall stetig.

Es gibt also die Inklusionen:
R(la,b]) < {f :[a,bl — R: f Riemann—integrierbar} c £1([a, b])

Alle diese Inklusionen sind echt. Siehe auch die Bemerkungen [6.9.6] [13.7.2|
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13.8. Von einem Parameter abhangige Integrale.

13.8.1. Satz (stetige Abhéngikeit des Integrals von einem Parameter). Seien T ein metrischer
Raum, toe T, (X, A, ) ein Mafraum und f : T x X — R mit der Eigenschaften:
(i) Fiir alle t€ T ist f(¢,-): X — R mefbar.
(i) Es gibt eine Nullmenge N = N(tg) c X, so dass fiir alle x € X \ N gilt: (-, x) ist stetig in
to.
(iii) Es gibt eine integrierbare Funktion g : X — [0,00], so dass fiir alle t € T eine Nullmenge
N(t) c X existiert mit |f(t,x)| < g(x) fiir x e X \N(¢).

Dann ist die Funktion F: T — R, F(t) = f f(t,x)d u(x), stetig im Punkte tg.
X

13.8.2. Bemerkung.

(1) In vielen Anwendungen findet man eine Majorante g nur auf einer Umgebung U von &.
Das reicht um die Stetigkeit in ¢¢ zu zeigen, da die Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist. Sei

(13.15) f:[0,00)x(0,00) =R, flx,8)=—
t+x

Fur alle ¢ € (0,00) ist f(-,t) auf [0,00) integrierbar und wir betrachten das von dem Parameter
t abhangigen Intergral

o0
F:(0,00)— R, F(t) :f flx,t)dx.
0
In der Tat, mit Hilfe der Substitution y = % sehen wir leicht, dass

1 (o 1 71
F(t)=—f dy=2_—_.
Vil 1429722

Wir miissen nun eine eine von ¢ unabhéngige Majorante g wie in (iii) finden. Wegen x? < t + x2

fiir alle # > 0 die beste Majorante ist

1 1_'
2 S W,

sie ist leider auf (0,00) nicht integrierbar (wegen des Verhaltens in der Umgebung von Null).
Um die Stetigkeit von F' zu zeigen, legen wir ¢( fest und betrachten die Umgebung (¢(/2, c0).
Fur alle t € (£9/2,00) und x € [0, 00) gilt
1 < 1
t+x2 " (to/2)+x2

=go(x)

und die Funktion g ist eine von ¢ € (¢¢/2,00) unabhéngige Majorante von f(-,¢). Nach dem Satz
ist F stetig in ¢o. Da ¢ beliebig ist, ist F' stetig.

(2) Wenn wir iiber eine kompakte Menge integrieren und f stetig ist, ist eine lokale Majorante
automatisch vorhanden.

Seien T cR™ und K cR" eine kompakte Menge. Sei f : T x K — R stetig. Dann ist die Funktion

F:T—-R F(¢) =f f(t,x)d A, (x), stetig.
K
Beweis: Sei U eine kompakte Umgebung von ¢ in 7. Dann ist U x K kompakt und die stetige

Funktion f ist beschriankt auf U x K. Sei M := supy .k |f|. Die Funktion g = M 1 ist eine
integrierbare Majorante fiir f auf U x K. U
(8) Die Funktion £ :[0,00)x[0,00) — R, f(t,x) = t e t* ist stetig, also sind beide Voraussetzungen
(1) und (i1) des Satzes fiir ¢¢ = 0 erfiillt. Fiir € (0,00) ist die Funktion f(¢,-) integrierbar, und

(e

F()= f tetidy = —ot
0

_,=0-(-D=1

Fir ¢ = 0 ist die Funktion f(0,-) = 0 integrierbar mit F(0) = [;° f(0,x)dx = 0. Die Funktion
F :[0,00) = R, F(¢) = [5° f(t,x)dx ist also nicht stetig in ¢o = 0. Man kann keine integrierbare
Majorante g von f(t,-) fiir alle ¢ in einer Umgebung von Null finden.
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13.8.3. Definition. Sei f € qu:([R”,d/ln). Dann heif3t }?: R — C,

FO = [ Fwedr
R
die Fourier-Transformierte von f.

13.8.4. Folgerung (Riemann-Lebesgue Lemma). Die Fourier-Transformierte f von f ist stetig
auf R und gilt limye) oo 7 (&) = 0.
13.8.5. Satz (Differentiation unter Integralzeichen). Sei I c R ein Intervall und f : I x X — R,
Es gelte:
() f(t,-) e LYX,dp) fiir jedes t € I und
(ii) Es gibt eine Nullmenge N c X und g € L1(X,dp) so, dass fiir jedes t € I und x e X\ N
existiert a’;(t x) und | (t x)| < g(x).

Dann ist die Funktion

(13.16) F:I —R, F(t):f (&, x)d u(x)
X

differenzierbar und

(13.17) F=2 f F(t,0)d () = f Lt duc).

Gilt zusdtzlich in (ii), dass E(-,x) stetig fiir alle x € X \ N ist, so ist F der Klasse C! auf I
Unter der Hypothesen des Satzes kann man also Differentiation und Integration vertauschen.

13.8.6. Bemerkung.
(1) Eine dhnliche Bemerkung Wie in gilt auch fiir die Differentiation unter Integral.
Betrachten wir die Funktion B). f ist differenzierbar und
f 1
oD =" (t+x2)2°
Legen wir tg fest und betrachten dle Umgebung (¢0/2,00) von tg. Fur alle ¢t € (t9/2,00) und
x €[0,00) gilt

1 1
0)-| <
|at D= 22 S oD+ 22 S o)+ 22
Die Funktion g :[0,00) — R ist Lebesgue-integierbar. Wir kénnen also unter Integralzeichen

=:go(x)

| ~X

differenzieren und erhalten

T
F (to)—f—(x to)dx— !mdx

(2) Wenn wir iiber eine kompakte Menge integrieren und f stetig differenzierbar ist, ist eine
lokale Majorante automatisch vorhanden.

Seien I c R ein Intervall, K c R" eine kompakte Menge und f : I x K — R stetig, so dass 2 3 (t x)
existiert und ist stetig auf I x K. Dann ist die Funktion F aus der Klasse C! auf I und
gilt (13.16D.

(3) Die Abbidung f : R x [0,00) — R, f(¢,x) = t2e ! ist der Klasse C! und g—';(t,x) =(2-
x|t)te 1 fiir alle (¢,x) € R x [0,00). Fiir ¢ # 0 gilt

°° oo 1 o
F(t)=f f(t,x)dx=t2f e_xltldxth[——e_xltl] = |t]
0 0 |Z| x=0

und die Gleichung F(¢) = |¢| gilt auch fiir ¢ = 0. F ist also nicht differenzierbar auf R. Die
Ursache ist, dass es keine integrierbare Majorante g :[0,00) — R, I%(t,x)l < g(x) fir alle ¢ in
einer Umgebung von Null gibt.

13.8.7. Folgeru_ng Seien f € LYR™,dA,) und x;f € LYR™,dA,,) fiir jedes 1 < j < n. Dann ist

feCYR™) und —f = (—L)xjf.
0x;
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13.8.8. Bemerkung. Die Nullmengen spielen verschiedene Rollen in den Sitzen [I3.8.1]1 und
In Satz [13.8.7] (ii) darf die Nullmenge N(#y) von ¢y abhingen, wihrend in Satz
ist die Nullmenge N unabhingig von ¢ € I. Wir erkldren das durch ein Beispiel. Sei I =0, 1],
(X, A, ) =(0,11,£(0,1]), A1) und setze

1, x<t

:[0,11x[0,1] — R, f(t,x)=
! * A {O, x=>0.

1
Offensichtlich F(¢) = f f(t,x)dx =t. Die Voraussetzungen des Satzes[13.8.1] sind erfiillt:
0

+ fiir fast alle x (eigentlich fir x # ¢, d.h. N(¢¢) = {to}) ist t — f(£,x) stetig in tg
* |f(t,x)] <1 fur alle ¢ €[0, 1].

Der Satz[13.8 ]liefert somit einen neuen Beweis, dass die Funktion F(¢) = ¢ stetig ist!

Sei nun ¢y € [0,1] fest. Die partielle Ableitung %(to,x) existiert fur fast alle x (eigentlich
fiir alle x # tg) und sie ist Null. Die Voraussetzung des Satzes verlangt aber mehr: wir
miiten eine Nullmenge N < [0,1] finden, so dass fiir alle x ¢ N existiert %—’;(t,x). Das ist klar

unmoglich, da fiir alle x existiert %(x,x) nicht. Wirden wir unter Integralzeichen ableiten, so
géilte:

1=F'(t)= 16f(t dx= 1 dx=0, Wid h
= = s ot ,x)dx = A 0dx=0, iderspruch.

13.8.9. Aufgabe. Sei f :R— R der Klasse C! und definiere

fx)-fy)

X s

F:R?> >R, F(x,y):{ =y 7y
f'(x) x=y.

(a) Zeige, dass F stetig ist.
(b) Ist f € G2, soist F e CL.

13.9. ProduktmaBe und der Satz von Fubini.

13.9.1. Definition. Seien (X, A,u), (Y,B,v) Maflrdume, A+ B :={A xB: A € A,B € B}. Die
Produkt o-Algebra A ® B ist die o—Algebra o(A * B).

Das Symbol A®B sollte keine Angst machen. Es ist nicht méglich A x B zu nutzen, da A xB
das Kartesische Produkt bezeichnet.

13.9.2. Bemerkung. Sei A =c(M), B =c(N) mit M c P(X), NcP(Y). Dann gilt
AB=0c({M xN,XxN,MxY :MecM,NeN})

Daraus folgt, dass B(RP)® B(R?) = B(RP*?) (betrachte die Mengensysteme M = R, bzw. N =R,
der Figuren in R? bzw. RY).

13.9.3. Lemma. Sei M € A® B. Dann liegen fiir alle a € X, b € Y die Schnitte M, ={y€eY :
(a,x) € M} bzw. M® = {x € X : (x,b) € M} in A bzw. B. Fiir jede mefbare Abbildung f :(X xY ,A®
B) — (Z,C) sind die Schnitte f(a,-):(Y,B) —(Z,0C), f(-,b): (X, A) — (Z,C) mefibar.
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Y /

E
E'x{V}
y v

X)X E,

13.9.4. Satz. Seien i und v o—endlich. Dann gilt:
(i) Es gibt genau ein Mafi p®v:A®B — [0,00] mit

u®v(AxB)=puAv(B) AecA,BeB

Das Maf; u®v heifit Produktmaf von uund v.
(ii) Fiir jedes M € A® B sind die Funktionen X 3 x — v(M,) € [0,00] und Y 3y — u(M?) €
[0,00] mefibar und gilt

(13.18) (u@v)(M)ZfXV(Mx)du(x)ZLu(My)dv(y) )

Das Produktmal} einer Menge M € A ® B berechnet man, indem man die Mafle der Schnitte
integriert. Die Gleichheit (I3.18) heifit Prinzip von Cavalieri.

e
\\
/

\4

Zur Illustrierung, im Bild oben betrachten wir eine Menge M < R” x R und der Graph der
Funktion f :R" - R, x — A1(M,). Die vertikalen Schitte iiber x € R” von M und der Ordina-
tenmengen dieser Funktion haben dasselbe Mass per Konstruktion. Das Mass von M ist das
Integral der Funkftion f und das ist zugleich das Mass der Ordinatenmenge von f. Das Prin-
zip von Cavalieri kann man auch so aussprechen: Seien M,N € A ® B, so dass v(M,) = v(N,)
fur alle x € X, so ist u®v(M) = p® v(N). Das wurde schon von Archimedes benutzt, um das
Volumen der dreidimensionalen Kugel zu berechnen. Er betrachtete eine Halbkugel M von
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Radius R tber die xy-Ebene und ein Kreiszylinder vom Radius R mit der Hohe R mit der
z-Achse als Rotationsachse. Aus dem Zylinder entfernte er einen Kreiskegel mit der Spitze 0,
der die Grundfldche des Zylinders zur Basis hat; das ergibt einen Restkorper N. Man sieht
leicht, dass M, und N, dieselbe Flidche haben, somit haben M und N dasseble Volumen.

13.9.5. Beispiel.

(1) Es gilt (RP*9, B(RP*9), A p1q) = (RPT, B(RP)®B(R?), 1, ®A). Fiir die o-Algebren der Lebesgue-
mefbaren Mengen gilt L(RP)® L(RY) & L(RPTY) aber (RPTY, L(RPF9),A,,4) ist die Vervollstén-
digung von (RP*9, L(RP)® L(RY),A, ® Aq). Alle M € L(RP*9) haben eine Darstelung M = N UB,
mit B € B(R?*?) und N eine Lebesgue—Nullmenge. Deshalb gilt

/1p+q(M)=f /lq(Mx)d/lp(x)=f Ap(MY)dAy(y), fir alle M € L(RPTY).
RP R4

(2) Seien A € L(R") und f : A — [0,00] Lebesgue—-mefBbar. Wir definieren die Ordinatenmenge
Ur={(x,y)e R**1:.xe€A,y€[0,f(x)]}. Dann gilt

Mwsr(Up) = fA F@d A @) .

Das Integral entspricht unserer Vorstellung von einem Flidcheninhalt zwischen dem Graphen
und der x-Achse.

(8) Wir berechnen die Oberfliche der Kreisscheibe vom Radius R in R?. Fiir f :[R,-R] — R,
f(#)=VR2 -2 gilt Uy = Bg(0). Daraus folgt mit der Substitution ¢ = R cos:

2

_ R m/
A2(Br(0)) = 2[ VR2-t2dt=2R? cos?pdy
-R —n/2

Aber
/2 /2
f sin2<pd(p+f cos2pdp=n
/2

-m/2 -
/2 /2 9 /2 9
+[ sin (pd(p:f sin“pdg.
/ /2

—7/2 —m/2 —

und

/2 /2
[ cosz(pd(p:f cospsin’ pd¢ = cos@sing
/2

—7/2 —7I,

/2 T —

also f COSz(pd(p =3 und | A2(Bg(0)) =nR2 |.
—7/2

(4) Das Volumen der n-dimensionalen Kugel (I). Sei n € N und R > 0. Setze w,(R) :=

A, (Br(0)), w,(1) =: w, . Wir vereinbaren, dass wg = 1. Es ist klar, dass w1(R) := A1((-R,R]) =
2R . Nach dem Prinzip von Cavalieri (I3.18) gilt

R
wn(R):f wn_l( R2—x2)dx
-R

Behauptung:
w,(R)=R"w,.
Beweis durch Induktion: n =1v' (da w1 =2); n —1=> n:
R R .
wn(R) :f wn-1(VR2-x?)dx = wn_lf (R2-22)T du
R -R

1 .
:wn_lf (R2-R2)T Rdt
-1

1 n—1
:R”wn_lf (1-%) % dt=R"w,
-1
Dies zeigt auch, dass
W =0p-1-In, neENy

wobei

]

In::f_1 (\/1—1,‘2)n_1alt:f2 cos"pd¢p, neN

1 —

[NIE]
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(Substitution [-F, 513 ¢ — sing =t €[~1,1] ). Es ist klar, dass
Iop=m, I,=2

und wie in ergibt sich durch partielle Integration

z 1 z -1 (2 -1
(13.19) I, =f2 cos” xdx = —cos” L xsinx z” 42 fz cos" 2xdx=" I, .
0 n -3 n - n
also
2n—-1 2n-3 1 2n  2n-2
13.20 Iy, =——  —— o —. Iy, Iopy1=———— —— - —- Iq.
(13.20) T Ton 2n-2 2% TEHlT o Ton-1 !
Folglich
1 2
(13.21) Iy il,==Iol; =22,
n n
Somit gilt
2
wn:In'wn—IZIn—l'In'wn—2:7wn—2
und daher
w 21 27 27 " @2r)ym-1
=Wy 9= ——— —— f == w
2 om 2T omam—1) 24 om-2m—1)-2(m—2)-----4 2
_ (zn)m—l am

=9 =
om=1. 12" ‘mi

und
2 27 27
O =1 T o+ 1 2m—1 P

_ (2n)m _ 2m+1 L

T@m+D@m-1)..3" T @m+1)...3
SchlieBlich

am gm+l. gm
(13.22) wWom = m , Wom+1 = m , ME NO

Eine iiberraschende Konsequenz hiervon ist w,, — 0 fiir n — co (Beweis?).
Wir konnen die Formel fiir wg,, und wg,,+1 einheitlich schreiben:

(13.23) W, = neNp

In der Tat, bezeichnen wir mit x,, die rechte Seite. Wegen der Funktionalgleichung der Gamma-
Funktion, I'(x + 1) = xT'(x) gilt
Kn ni  T(%2+1) r(g) r(g) _2n
+

= . :”- ”-
ka2 T(g+1) % F(g+1) = 5T(5) n

Dies bedeutet, dass die Folgen (w,)nen, und (kp)nen, dieselbe Rekursionsformel gentigen. Wir
berechnen nun:
oo 0 1 oo
(13.24) I3 =f t75eldt :f e 2sds =2-f e ds=2- g =7
0 0 S 0

wobei wir das Gaullsche Fehlerintegral (6.12) benutzt haben. (Wir werden das Gauflsche Feh-

lerintegral mit anderen Methoden in (13.26) und (I3.31) berechnen.) Also
1 1
S L ST S W S Y
rG+y 3r@ v o

Es folgt, dass w, =x, fur alle n € N.
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13.9.6. Satz (Tonelli). Seien (X, A,w), (Y,B,v) o-endliche Mafirdiume und betrachte eine A® B—
mefibare Funktion f : X xY —[0,00] . Dann sind die Funktionen

Xaxﬁfyf(x,y)dv(y), Y3y-—»fo(x,y)dM(x)

messbar und gilt

f £, y)d(uev)= f ( f f(x,y)dV(y)) dp(x) = f ( f f(x,y)du(x)) dv(y).
XxY X \JY Y \UX

13.9.7. Satz (Fubini). Seien (X, A,uw), (Y,B,v) g-endliche Mafirdume und betrachte eine A® B—
integrierbare Funktion f : X xY — R . Dann gibt es Nullmengen N c X und M c Y, so dass
fx,) e LYY ,dv) fiir alle x€ X \N und f(-,y) € LYX,dp) fiir alle y €Y \ M. Die Funktionen

X\NBx-—»ff(x,y)dv(y), Y\MBy-—»ff(x,y)du(x)
Y X

sind integrierbar auf x€e X \N bzw. y€ Y \ M und gilt

f fl,d(uev)= ff(x,y)dv(y)) du(x) = (f f(x,y)du(x)) dv(y).
XxY x\N \Jy y\M \Ux

Im Sinne der erweiterten Integraldefinition (13.12) kénnen wir die Nullmengen M und N
in der obigen Formel weglassen. Wir benutzen die beide Sitze oft in der folgenden Form:

13.9.8. Folgerung (Fubini-Tonelli). Seien (X, A, u), (Y,B,v) o-endliche Mafirdume. Sei f : X x
Y — R eine A ® B—mefibare Funktion. Ist eines der Integrale

L[ remiavi)duco, [ ([ redue)avi
x Uy y Ux
endlich, so ist f A ® B-integrierbar und gilt

fX @y duev)= fX ( fY f(x,y)dv(y)) () = fY ( fX f(x,y)du(x)) dv(y).

Wegen (RP*9, B(RP*9),A1p4q) = (RP*, B(RP) ® B(R?), A, ® 14) gelten diese Sitze zunéchst fiir
Borel-Lebesgue—mefibaren bzw. integrierbaren Funktionen. Weil (RP*9, L(RP*?), A, ) die Ver-
vollstandigung von (RP*9, L(RP) ® L(R?),A, ® A4) ist, kénnen wir die Sdtze von Fubini und To-
nelli auch fiir Lebesgue—mef3baren bzw. integrierbaren Funktionen ausdehnen. Dabei ersetzen
wir (X, A, ), (Y,B,v) mit (X,L(X),1,), (Y,L(Y),A,), wobei X € L(RP) sind, und Y € L(R?) und
X xY,AeB,uev)mit (X xY,L(X xY),A,14). In diesem Sinne formulieren wir nur den Satz
von Fubini-Tonelli:

13.9.9. Folgerung (Fubini-Tonelli fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen). Seien X € L(RP)
undY € L(R?) und sei f : X xY — R eine Lebesgue—mefibare Funktion. Ist eines der sukzessiven

fX ( fY If(x,y)ldflq(y)) A, (), fY ( fX |f<x,y>|dap<x>) dAg(y)

endlich, so ist f Apiq—integrierbar und gilt

(%) Yf(x,y)d/lp+qzfX(fyf(x,y)d/lq(y)) d/lp(x)zj;

Integrale

X x

[ @ ndn,w)ar,o.

Bemerkung. Fiir die Integrierbarkeit einer Funktion iiber einem Produktraum unterscheiden
wir zwei Falle:

(1) f ist nicht-negativ. Dann berchenen wir eines der iterierten Integrale

fX ( fY f(x,y)dxlq(y)) A, (), fY ( fX f(x,y)dapoc)) dAg(y).

Ist eines endlich, so ist die Funktion integierbar und gilt ().

(2) f wechselt das Vorzeichen. Dann berechnen wir eines der iterierten Integrale des Betrages
von f. Ist eines endlich, so ist die Funktion integierbar und gilt (x). Es ist notwendig, die
iterierten Integrale des Betrages von f zu betrachten, und nicht nur die von f (siehe Beispiel
unten).
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13.9.10. Beispiele.
(1) Sei K =[ai1,b1lx[ag,balx - x[a,, byl mita; <b; (i=1,...,d). Es sei f: K — R stetig. K ist
kompakt, also gilt K € B(R"). Nach (I3.14) ist f € £1(K) und aus folgt

by by ( b1
ff(xl,...,xn)d/ln(x):f ((f ( f(xl,---,xn)dx1)dx2)---)dxn
K an as a1

Die Reihenfolge der Integrationen darf beliebig vertauscht werden.
(2) Seien a,b e Rmit a <b und I :=[a,b]. Weiter seien h1,hg € C(I) mit A1 < hg auf I und

A:={x,y)eR?:xeI,h1(x) <y < ho(x)}

Sei f: A — R stetig. Da k1 und hg stetig sind, ist A kompakt und somit gilt A € B(R?). Aus
Satz[13.7.5] folgt dann f € L(A). Definiere

fx,y) ,falls(x,y)eA

fiR? =R, flx,y)=
0 , falls (x,y)¢ A
Wir konnen der Satz[I3.7.5lfiir f anwenden und erhalten, dass f € £(R?). Dann ist

[ revden = [ feydey
B [ | [ Fa,dy)dx
R \JR

b ha(x)
T
a hi(x)

(3) GauBlsche Fehlerintegral (IT). Betrachte die nicht-negative stetige (also Lebesgue-mefbare)
Funktion
f:10,002 —R, flx,y) =ye L7,

Wir berechnen:

fooye_(1+x2)y2dy __ 1 e_(1+x2)yz 0 _ 1

0 2(1 +x2) y=0 2(1+x2)
oo ( oo 1/~ 1 1 © 7

13.25 ,y)dy|dx = —f ——dx = —arctan | =—

( ) fo (fo F.) y) ol 1+ 2 o T4

Weil f > 0 ist, konnen wir nach dem Satz[13.9.6] von Tonelli die Integrationsreihenfolge ver-

tauschen:
%: (f flx, y)dy)dx f (fo f(x,y)dx)dy
(fooye—(lﬂcz)y dx) dy= foo (fooe—xzyzdx)ye_yzdy
0 0 0
[ty ([l ([ as)
0 0
(e
0

(Substitution xy = ¢, dx = %). Daraus folgt eine Auswertung des in der Wahrscheinlichkeits-
theorie wichtigen und eindimensional nicht so leicht zu berechnenden Gaupfschen Fehlerin-

tegrals:

(13.26) f e dy=YE
0 2

Diese Methode stammt von Laplace (1778). Wir haben bereits in (6.12) das Integral mit einer
komplizierteren Methode berechnet. Die schonste Herleitung werden wir mit Hilfe des Satzes
von Tonelli und Transformationssatzes gewinnen (siehe (I13.37)).
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(4) Wir berechnen die Integrale

1 1 1 1
[ ([ revas)as, [ ([ ravas)as, [ |reyldi
0 ‘Jo 0 *Jo [0,1?

fiir die Funktion £ :[0,1]> — R:

2_,2
X =y
9 o\ (x,y)75(0,0),
flx,y) =1 (% +y2)?
0, (x,y)=(0,0),
Fir y #0 gilt
1 2_ .2 1 2 1 d
f xiyzdeZf xizdx_f sz (2= 92 =22 22— y?)
0 (x2+y2) 0 (x2+y2) 0 Xty
1 2xdx L dx . .
=] x 5~ s— (partielle Integration)
0 (x2+y2)" Jo 274y
3 x x:1+f1 dx _fl dx
Cox2+92lm0 Jo 22492 Jo x2+y2
3 x o=l 1
a2 4y2l=0 1492
Deshalb gilt

1 1 1 g 1
j(;(f() f(x,y)dx)dy=—2f0 1+3;2:—2arctany|0:—arctan1:—%.

Ganz analog (vertausche x und y) ergibt sich
1, r1 .
(x,y)dy|dx=—.
fo ( fo flx,y y) 1
Sei R :={(x,y)€[0,1]?: e <«?+y? < 1} fiir € > 0. Nach dem Satz von Beppo-Levi gilt:

(13.27) f |f(x,y)|d/lz=1imf )(Rflfld/h:limf If1dAsg.
[0,112 e—~0JR, e—~0JR,

Das Integral kann fiir jedes € mit Hilfe von Polarkoordinaten berechnet werden:

D) /2 14 1
f Ifld/lzf |COS2 ¢l rdrd(p=f |cos2(p|d<p-f ar =210gr| =—2loge,
R, R, r 0 e T €

also
f |f(x,y)|d/12=oo.
[0,112

Da f nicht intergrierbar ist, kann man den Satz von Fubini nicht anwenden, so diirfen die
iterierten Integrale verschiedene Werte haben.

(5) Sei .
73,2)2’ (x,y)75(0,0),

f-L1P—R, f(x,y)= { (?+y
0, (x,¥)=1(0,0)
Dann existieren die beiden iterierten Integrale von f und sind gleich, aber f ist auf [-1,1]%
nicht integrierbar. In der Tat, fiir x € [-1,1] ist die Funktion [-1,1] 3 y — f(x,y) stetig und
ungerade, deshalb

1 1 1
-1 -1 -1

Die iterierten Intergale sind ebenfalls Null.
Nehmen wir an, dass f intergierbar auf [-1,1]> wire. Dann miisste f auch auf[0,1]? inter-
gierbar sein; nach dem Satz von Fubini ist auch die Funktion

1
g(x) = fo fydy
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auf [0, 1] integrierbar. Wir berechnen jetzt g fiir x # 0:

fl xy dv fld(x +y) [ H i_ x

0 (x2+y2)2 Y9 0 (x2+y2) 22 y=0 2x 2x2+2°

Die Funktion x/(2x? + 2) ist stetig auf [0, 1], und 1/(2x) ist nicht intergrierbar, d.h. g ist nicht
intergierbar. Widerspruch.

13.10. Der Transformationssatz. Wir erinnern uns zunéchst die Substitutionsregel in R
(Satz[6.3.5). Sei I cR ein Intervall und f : I — R stetig. Sei [a, B] ein weiteres Intervall, a <
und ¢ € C1([a, 1,I). Dann gilt

B )
f f(qo(x))qo’(x)dx=f fydy.

¢(a)

Man beachte, dass diese Integrale eine Orientierung tragen, d.h. [ (p((aﬁ)) fndy=-[ (’;(ﬁog) f(y)dy.
Wir nehmen an, dass ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a, ). Dann gibt es zwei Félle:

Ist ¢'(x) > 0 fiir alle x € (a, B) d.h. ¢ ist monoton wachsend, so gilt

f(y)dy=f fday,
o(a) ¢(a,BD

Ist ¢'(x) < O fiir alle x € (a, B) d.h. ¢ ist monoton fallend, so gilt
9(B)
f f(y)dy=—f fdar.

¢(a) o([a,B])
Deshalb lautet die eindimensionale Substitutionsregel:
(13.28) [ eoriwrarn=[  ran.
[a,p] o([a,p])

Das Ziel ist, die Transformationsformel der mehrdimensionalen Integralrechnung zu bewei-
sen; sie lautet:

13.10.1. Satz (Transformationssatz). Seien U,V c R” offen und ® :U — V ein C1-Diffeomorphismus.
(i) Ist f : V —[0,00) Lebesgue-mef3bar, so ist (f o ®)|detJop|: U — [0,00) Lebesgue-mefbar und
gilt

(13.29) fvf(y)dxln(y)=fU(f0®)(x)|deth>(x)|d/1n(x).

(ii) Eine messbare Funktion f : V — R is genau dann integrierbar, wenn (f o®)|detJo| integrier-
bar ist, und es gilt dann (13.29).

Beweis: Wir werden (i) beweisen; (ii) folgt aus (i), indem wir f = f, — f_ zerlegen und die
Aussage (i) fir f., f- anwenden. Den Beweis von (i) zerlegen wir in mehrere Teiletappen.
(1) Der Satz ist d4quivalent zu einem Spezialfall.

Sei A c U eine Lebesgue-meBbare Menge. Wir wissen nach dem Satz [13.3.6] dass ®(A)
Lebesgue-mefbar ist. Der Satz angewendet fiir f = 14 besagt:

(13.30) An(@(A)) :f |det Jo(x)| dAn(x).
A

Umgekehrt liefert die Transformationsformel (13.29):
(i) Ist f eine einfache Funktion, so folgt aus (I3.30) und die Linearitét des Integrals.
(ii) Ist f eine mefBbare nicht-negative Funktion, so wihlen wir eine monotone Folge einfacher
Funktionen [}, / f und erhalten die Behauptung aus (i) und dem Satz von Beppo-Levi.

Daher reicht es, zu beweisen.
(2) Die Aussage ist lokal.

Weiterhin geniigt es, folgende lokale Aussage zu beweisen: Jeder Punkt p € U hat eine offene
Umgebung W so, dass fiir die Transformation @y : W — O(W) gilt. Ist dies gezeigt, so
iiberdeckt man U durch abzéhlbar viele solche offenen Mengen W}, j € N, z.B. durch Kugeln mit
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rationalem Durchmesser und Mittelpunkt. Dann zerlegt man A in disjunkte Teile A = U7 | Ay,
mit Az € Wj@) und benutzt, dass beide Seiten von (13.30) o—additiv sind.
(3) Die Formel gilt fiir n = 1.

Dies ist fiir kompakte Intervalle der Fall (vgl. (13.28)). Daher iibereinstimmen die Maf3e

p1:L(U)—[0,00], p1(A)=21(D(A)),

pa s L) — 10,001, pa(A) = fA 1D ()] d A1 ().

auf allen kompakten Intervallen. Da MafBle von unten stetig sind (Satz[13.1.8(ii)), und [a,b) =
Ugenla, b + %] gilt, stimmen beide Mafle auch auf halboffenen Intervallen tiberein. Aullerdem
sind p; und pg endlich auf kompakten Mengen und U 148t sich durch kompakten Mengen
ausschopfen. Folglich sind beide MaBe o-endlich. Nach dem Eindeutigkeitssatz[13.2.7stimmen
1 und pg auf L(U) tiberein.

(4) Die Formel (13.30) gilt fiir eine Koordinatenpermutation.

Vertauscht ® die Koordinaten x; und x;, so ist ® eine Spiegelung um die Hyperebene x; = x;
und detJp = det® = —1. Die Formel bedeutet also, dass 1,(A) = 1,,(®(A)). Dies bewei-
sen wir auch Schrittweise. Die Aussage ist wahr fir:

(1) Halboffenen Wiirfel A (offensichtlich).

(2) Offene Mengen A, denn eine offene Menge 146t sich als disjunkte abzéhlbare Vereinigung
von halboffenen Wiirfel darstellen. Daraus folgt die Aussage auch fiir abgeschlossenen Men-
gen.

(3) Beliebeige Mengen A € L(U). Das folgt aus (2) und Satz[13.3.2

(5) Die Formel (I3.30) fiir Komposition zweier Diffeomorphismen.

Gilt die Formel fiir zwei Transformationen ®:U — V und ¥ :V — W, so gilt sie
auch fiir die Hintereinanderausfithrung WY o® : U — W. Dies folgt aus der Produktregel fir
die Determinante

det Jyop(x) = det Jy(P(x)) - det Jp(x)

und der Aquivalenz von und (I3.29).

Aus (4) und (5) folgt, dass die Formel insbesondere fiir eine beliebige Permutati-
on von Variablen gilt. Wir konnen also oBdA Variablen im Bildbereich und im Urbildbereich
vertauschen, ohne die Giiltigkeit von zu verletzen.

(6) Beweis der lokalen Aussage (2) durch Induktion iiber n.

Fir n = 1 wurde die Behauptung bereits im Punkt (4) gezeigt. Wir setzen voraus, dass die

Behauptung in Dimension n — 1 gilt und schlieBen auf die Dimension n.

Sei @ : U — DU) =V ein Diffeomorphismus und p € U. Da Jo(p) # 0, kann man nach
900,
6x1

Permutation von Koordinaten in U und V annehmen, dass (p) # 0. Wir zerlegen nun @
lokal um p wie folgt in die Verkniipfung zweier Abbildungen:

Sei W(x1,...,x,) :=(P1(x),x9,...,x,). Dann gilt

w

0x1
Jy = 0 ' 1 0
0 0 1

Also ist detJy(p) # 0. Folglich ist ¥ lokaler Diffeomorphismus um p (Umkehrsatz). Sei nun U

so klein gewihlt, dass ¥ : U — W ein Diffeomorphismus von U auf eine offene Menge W ist.
Wir bezeichnen dann mit p : W — V die Abbildung p := ®oW~! . Dann gilt offensichtlich

oW1, Y2, .-, ¥n) = (1,23, ..., pn(y)). Wir haben also lokal um p den Diffeomorphismus @ in



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 217

die Verkniipfung zweier Diffeomorphismen ¥ und p zerlegt, die beide mindestens eine Koor-
dinate festlassen:

0]

DN

w

U |4

Entsprechend Punkt (5) geniigt es somit, die lokale Behauptung (2) fiir Abbildungen @ zu
beweisen, die die erste Koordinate festlassen. Sei also

@:(t,x)eU — (t,D;(x)) mit
®;:U;:={xe R (t,x) e U} — R* L.

Dann gilt

(1| o..0
J(D(t’x)_(* | J(Dt(x))

d.h. detJo(¢,x)) = detJo,(x). Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung, das Prinzip von
Cavalieri und den Satz von Tonelli an, und erhalten

An(@(A)) T2 fR A1 @A) d A1 (1) = fR Aa1(@A ) dA1(D)

= [[(]. 1det0, 0l dAn-10) daco
R JA;

[ taldetso,wldAn-100)dru
R Rnfl

Tonelli f 14]detIpldA,

Rn

Zf Ideth>|d/ln.
A

[

13.10.2. Folgerung (Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Mal3es). Sei F : R* — R" eine Eukli-
dische Bewegung, d.h. F(x) = L(x)+ x¢, wobei L € O(n), xo € R”. Dann gilt: Ist A € L(R"), so ist
F(A)e L(R™) und fiir die Mafe gilt 1,(F(A))=1,(A).

Beispiele:
(1) Polarkoordinaten in der Ebene. Sei U = (0,00) x (0,27), V = R?\ {(x,0) : x > 0} und sei
P:U—-YV,(r,0)— (rcosf,rsinf). Dann ist P ein Diffeomorphismus, und es gilt

Tp(r.0) = c?sﬁ —rsinf .
sinf rcosf

Also |detJp(r,0)| =r. Da {(x,0) | x > 0} eine Nullmenge ist, gilt fiir jede integrierbare Funktion
f:R2—C
[renarnen = [ rendisey

f (foP)(r,0)rdAs(r,0)
U

.. 0o 27
Fubini f ( f(r,@)rd@) dr
0 0
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GauBsche Fehlerintegral (III). Wir berechnen nochmal das GauB3sche Fehlerintegral (nach

Gaulf}):
2 2 2 2 2 2
rsaf = () (o)
R R R R \JR
Tonelli —(x2+92) & 2n —r2
= f e Y d/lg(x,y)zf (f e rdt)dr
R2 0 0
e —r2 . R —r2 2
= 271[ e rdr:thJTf e " rdr (uw=r°)
0 R—oo0 0
R2
= lim n[ e Ydu=n
R—oco Jo
-1
also
(13.31) fe_xzdx:\/ﬁ .
R

(2) Zylinderkoordinaten in R3. Polarkoordinaten in der (x, y)-Ebene und z unverindert:
W :(0,00) x (0,27) — B3~ {(x,0,2): x >0,z € R}
y(r,p,z)=(rcose,rsing,z) =(Pa(r,¢),z).

Die Ebenen r = Konstante in (r,¢,z)-Raum werden in unendliche Zylinder in (x,y,z)-Raum
abgebildet. Es ist leicht zu sehen, dass dete/, =r.
(3) Polarkoordinaten in R? oder Kugelkoordinaten. Wir haben in Beispiel 10.2.2] die Ku-
gelkoordinaten definiert:

P3:R, x(0,2m) x (-5,5) — R’

Ps(r,¢@,9) = (Pa(r,p)cosd,rsind) = (rcose@cosd,rsingcosd,rsind).

Mit der dort eingefithrten Notationen gilt P3 = Woo Wy, also Jy,ow, = Jy,(V1)-Jy,. Aber
detJy, (r,p,9) =r und detJy,(p,®,2) = p also

detJp,(r,p,9) =detJy, (r,p,9) -detJy,(rcosd,p,rsind) =r-rcostd = r2cosd.

Sei I < [0,00) ein Intervall. Die Kugelschale K ist die Menge K; = {x € R" : | x|2 € I}. Z.B.
K[O,oo) = Rn, K(O,oo) =R"\ {0}, K[O,R) =BR(0).

13.10.3. Folgerung. Eine mef3bare Funktion [ : K; — C ist tiber K1 genau dann integrierbar,
wenn (f o P3)(r,p,Nr2cosd auf I x (0,2m) x (=%, %) integrierbar ist und dann gilt

f fdA,= f f(rcosgcosd,rsingcosd,rsing)r? cosddAs(r,p,9)
Kap Ix(0,2m)x(-%,Z)

2n 2
:ff ’ f(reosgcos?d,rsingcosd, rsing)r? cos9d9dedr.
1Jo J-

L4
2

Beispiel: Das Volumen einer Kugelschale K7 < R%, mit @ =infI, b =supl, a,b € R, ist

/13(K1)=fab f:ﬂfé r2cos9d9dgdr = (fab r2dr)(f02”d(p)(f_% COSl‘)dl‘))

%
_b3—a3
3

P 4
_z

3 (b3 -a?).

-27 - (—sind)
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(4) Polarkoordinaten in R". Wir definieren die Polarkoordinatenabbildung in R” durch Re-
kursion:
P, :R; x(0,2m) x —%,%)n_2 — R {xeR"”:x1 >0,x9 =0}

Pn(r, (p,191, ceey 19n—2) = (Pn_l(r, (p,191, ceey 19n_3)COS 19n_2, r Sinf)n_Q)
Es ergibt sich P, (x) = y wobei

y1 =rcosg@cosdy---cos,_a,
y2 =rsingcosdy---cosdy,_a,

yg =rsindicosdy---cosdy,—_g,

Yn—-1=rsind,_gcos,_9,
Yn =rsind,_o.

In Beispiel [10.2.2](6) haben wir gezeigt:
P, ist ein Diffeomorphismus und

detdp, (r,p,01,...,9,) = " Lcos91(cos92)? -+ (cos 9,_9)" 2.

13.10.4. Folgerung. Sei f :R* — C, f : K, — C. f ist integrierbar genau dann, wenn (f o
Pp)ldetdp, | auf Ry x (0,27) x (-, %)"‘2 integrierbar ist und

oo p2m p-2 4
f :f f f L[ @ )l detdp 1d 9, ... dO dodr

z -z
2 2

Das Volumen der n-dimensionalen Kugel (II). Die Substitution y = Rx zeigt sofort, dass
w,(R)=R"w,. AuBlerdem gilt

wn = An(B1(0)) =fR 15,0 @An

1 p2n % _% n—1 n—2
:ff f f r* "cosdy---(cosVy_2)" “dip_2...d01dr
odo S5 )y
1

= (fo "n_ldr)(fjﬂ d(p)(j;% cos )y dﬁl)...( %(COSﬁn—Q)n_2d19n_2)

L _z
2 2

1
==.27-11---1,_9,
n

wobei I,, := fO§ cos” xdx. Wir wissen nach (I3.21D, dass I,_1I} = 217”, k > 1 und daraus erhalten
wir wie im Beispiel [13.9.5

nn/2

(13.32) wp = T+ .

Sei I c [0,00) ein Intervall und die Kugelschale K; = {x € R" : | x||2 € I}. Eine Funktion f :
K7 — R heilit rotationssymmetrisch, wenn es g : I — R existiert, mit f(x) = g(|lx|l2).

13.10.5. Folgerung. Sei g: 1 — R eine mefbare Funktion und sei f : Ki — R die rotations-
symmetrische Funktion definiert durch f(x)= g(||x|2).

(i) Ist g >0, so gilt

(13.33) fdA, =nw, f g(rr* 1 da(r).
K; 1

(ii) f ist genau dann integrierbar, wenn g(r)r*~' integrierbar auf I ist, und dann gilt (13.33).
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21 /2 /2
fdln=ff f f grr"tdodd,...d 9,
K; I1J0 —7/2 —7/2

:271[1---In_2fg(r)r”_1dr:nwnfg(r)rn_ld/ll(r).
I I

Beweis:

O
Das Volumen der n-dimensionalen Kugel (ITI). Sei f : R — R,, f(x)=eI® I”. Dann gilt:

o0
f 1 gy = no f e r"1dr (nach (TZ33)
n 0

925172

o0 —
= nwnf e_ssTl L_ds (Substitution: r2=s, 2rdr =ds))
0

n o s 21 ny(n

=§wnf0 e s2 “ds=5I(5)

=a)nl“(% +1).
AuBlerdem gilt

f e_”x”2deOIéelh(f e_x2dx)n =2,
n R
also
ﬂn/Z

13.34 ==/
(13.34) VY

Dies ist die wohl eleganteste Herleitung der Formel fiir w,. Man kann

(1) Das Gaufsche Fehlerintegral wie in (I3.31) berechnen.

(2) F(%) wie in (I3.24) berechnen.

(3) (@3.32) wie oben herleiten.

4T (% +1) mit Hilfe der Funktionalgleichung der Gamma-Funktion berechnen und schliefSlich
(13.22) erhalten.

13.11. Die L?-Raume. Sei (2, A, u) ein MaBiraum.

13.11.1. Bemerkung. Ist g: Q — [0,00] meBbar, so auch g? fiir alle p € R; (mit oo? :=00). In
der Tat, ist (s,) eine Folge einfacher Funktionen mit s, / g so sind s einfacher Funktionen
und s? /" gP.

13.11.2. Definition. Sei f : Q) — R meBbar. Fiir p € R, setze

1/p
||f||p::(fg|f|”du) € [0, c0l.
Fiir p = oo setze:
If lloo := esssup|f] :=inf{a€[0,oo] f1<a p—f.ﬁ.}E[O,oo].
13.11.3. Definition.
(i) Fir 0 < p < oo sei
LPQA, Q) = LP(u) = {f :Q — RI|f meBbar, [, < oo}.

Insbesondere
ffl(u) ={f:Q—R: f p-integrierbar}.

(ii) Sei N (1) := {f :Q—R: f meBbar, f =0 p-f.i’l.} < LP(w).
(iii) Betrachte auf £”(u) die Aquivalenzrelation f ~ g < f — g € A (u). Setze
LP(Q,A, ) :=LP(u):= LP(u)-.



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 221

(iv) Fiir f € LP(u) setze ||, := |f Il », wo f ein Reprisentant von f in %P (u) ist. (Dann ist || £,
offenbar wohldefiniert!).

Wir wollen zeigen, dass fiir 1 < p < oo gilt: £ (u), LP(u) sind Vektorrdume, || - |, ist eine
Norm auf LP(u), und LP(u) mit der zugehoérigen Metrik ist vollstéandig. Dafiir erst:
13.11.4. Satz (Holdersche Ungleichung). Seien 1 < p, q < oo, zla + % =1 f,g:Q — R mefbar.
Dann gilt
Ifgllh<Ifllp-lglg-
Beweis: Falls p =oco:  |fgl=Ifllgl < IfIllglleo p-fi., also [Ifgldu < [1fldu- gl (analog
falls g = 00).
Seien 1< p, g <oo. Falls ||fll, =0, so |f|P =0 u-f.i., also f =0 p-fii., also fg =0 p-fii. und
die Behauptung folgt.
Seien ||, lgllg > 0. Falls [|fl, = 0o, so ist die Behauptung trivial.
Seien 0 < [|f |, llgll4 < oo. Nach der Youngsche Ungleichung8.2]gilt Va,b € [0, 00]: aVP.pla
a+ %b, also Vx € Q:

F@I @l LI @P 1@l Jp-du
Ifllp lgly ~p IFI;  a lelg

LIFIE 18]
P R
plfly alsglg

1
p

Ilfg||1<||f||p-||g||q-( ):”f”p'"g”q- U

13.11.5. Folgerung (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Seien f,g:Q — R mefibar. Dann gilt
Ifglli<Iflz-lglz,

[irgian< ( | Iflzdu)m-( | |g|2du)1/2.

13.11.6. Satz (Minkowskische Ungleichung). Seien 1 < p <oo, f,g : Q — R mefSbar. Dann gilt

If+glp <Ifllp+lglp.
Beweis: e Falls p =1: Klar wegen |f +g| < |f|+]gl.

d.h.

o Falls p =c0: zz esssup|f + g| < esssup|f|+esssup|gl:
Linke Seite ist < a+ fVa = esssup|f|, f = esssup|gl:
Klar, da aus |f| < au—fi., |g] < Bu—fu. folgt: |f + gl < a+ Pu—fi..
e Seil<p<oo. Seiq:=p%1,also ;1)+$:1.
Behauptung Inv., falls || f + gll, =0 oder [ f]l, = oo oder [Ig|l, = co.
Gelte also keine dieser Aussagen. Dann auch | f +g|l, < oo, denn |f + g|? und:

If +glPdu< fQ |f||f+g|”_1du+fg gl f +glPLdy

Q =|f+gl}
Holder -1 -r
< (IF1p+1gl,)-||1F +8” |||’-||f+g||pq
N———
=lIf+gly
p-t=1
=>f+gll, <Uflp+lglp.

Korollar: 1 <p <oco=
e (i) LP(u)istein R—VR
r
feLP(,aeR=> lafl,=lallfl,<oco v
f.eeLP(w,aeR=If +glp, <Iflp+lglp<oco V.

L
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e (ii) L (u) ist ein R— VR (klar, da .4 (1) Unterraum, also L¥ (1) Quart.-Raum).
o (iii) || - Il , ist eine Norm auf L¥ (w).

r

Ifl,=0Klar, [fl, =0 = [olfIPdu=0 =|fIP=0u-fi. =f=0u—fi. =f=

0 v.
lafllp, =lalllfl, klar (da af := Klasse von af, wo f Rep. fiir f).
~ MINK
If+glp= If+&lp < Mflp+lglpy=1flp+lglpy.
——

Rep. fiirf+g(f+g so def.)
L

o (iv) Mit dp(f,8):=IIf —gllp ist LP(u) ein metrischer Raum. (y/).
13.11.7. Bemerkung. Hoélder, Cauchy-Schwarz, Minkowski gelten auch auf {meBbare Funk-
tionen: 2 — IR}JV(M).
13.11.8. Bemerkung. Im folgenden betrachten wir nur die Funktionen-Klassen in L (1), also
“Funktionen” auf (2, d.h. wir meinen stets Repriasentanten (eindeutig bestimmt bis auf Unter-

schiede auf y-Nullmengen).
Ist ungefdhrlich, da VR-Str. und | - ||, durch Repréisentanten definiert (und wohldefiniert).

13.11.9. Satz (Satz von Fischer-Riesz). 1< p <oco=>
(LP (w,d p) ist ein vollstindig metrischer Raum, d.h.
(Lp(u), II- ”p) ist ein Banach-Raum.

Beweis zu Fischer-Riesz: Sei (f,,),cn eine Cauchy-Folge in (LP (w,d p).
Zu zeigen: 3f € LP(w) mit ||f,, — Il , — O fiir n — oo.
e Falls 1< p <o0:
Wihle Teilfolge (f,)nen it [|f — fny llp < 55 V& € NVm = n, (geht, da CF).
Schreibe g1, := f,, — fn,.,- Dann Vn e N:

£l

p p
Satz iiber non. Konv. (angewiesen auf Reprisentanten der g, und (22:1 g% I) — (220:1 lgu I) ):

MINK L |

i lenls < X 57 <

||ZZ°:1 lgul ||p < 1, insbesondere gilt u—f.i. (ch’zl ngl)p < 00, also ch’zl lgyl <oou—fii..

= Y% g}, konv. u—fii., d.h. (fnl - fnk)kel\l konv. u—fii., d.h. (fnk)kel\l konv. u—fi..
Sei f: Q2 — R meBbar mit f,,, — fu—fi.

Behauptung:

If1—fll, — 0 und (da insbesondere || fll, < I fxllp + | fn — fll, <co):f € L.
Beweis:

Sei £ >0. Sei N so,daB [|[f¢— fmlp<eVl,m=N.

Dann Vm = N:

_ FATOU
JLif = futrdu= [ im ify, <P < limint [ (£, - FPdp<e”
Q Qk—o00 k—o0 Q
_
<ePVEk mit np=N

Also If = fmllp <€P.
e Falls p = oco: Nach Definition von | - || ist
C:= JlxeQlfi>frllctu U x€Qlfinx) =) > Ifm = falloo}
neN m,neN
eine u-Nullmenge. AuBlerhalb von C gilt: f,,(x) € R und |f,(x) — [ (O] < 1 fimn — [ oo, also
(f n(x)) CF, also konw.
=>?f :Q — R meBbar: f, — fu—£fi., d.h. — f auBBerhalb von C.
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Behauptung:

lfn=Flloc—0 ( insbesondere 1 oo <oo,d.h. fe L°°(u)).
=Nfnll+f=1flloo

Beweis:

&> 0 vorgegeben, N so, daB ||f;, — fmlloco <€Vn,m=N.
Dann Vn=NVx¢C:

[Fn@) = F @) =K f(@) = frn(@)] <M = Frloo < &
Also |Ifn—flloo <EVR3N.

L

13.11.10. Bemerkung. Fiir f,g € L?(u) setze (f,g) := Jofgdu (|...| < oo wegen Hélder). Of-
fenbar f, g R-bilinear, symm., {(f,f)=0,“=“ o f =0, also (,) ein SKP. Dann zugehorige Norm

Vi =1"-l2.
Korollar: (L2(u), (,y) ist ein Hilbertraum, d.h. ein VR mit einem SKP, so da3 der VR mit der

zugehorigen Norm ein Banach-Raum ist.

§2.10 Konvergenz dem MaB nach

Sei (Q,A, u) MaBiraum.

13.11.11. Definition. Seien f, f1,f9,... meBbare Funktionen: Q — R.
(fn) konvergiert dem Mal} nach oder u-stochastisch gegen f, Bez.: [, £ f, wenn gilt: Va >
0VA € of mit u(A) < oo:

/J({Ifn—f|>a}r1A)—>Of1'irn—>oo.

(iberfl. falls u(Q) < o).
13.11.12. Satz. Sei u o-endlich, f, = f, fu = g. Dann f = gy —fii..

Beweis: Ist A € of mit u(A) < oo, so

1 o 1 o
u({f;ég}mA)éu(U{If—glz—}mA)<Z u({lf—glz—}nA =Y 0=0.
keN k k=1 k k=1

N

<u(Ufa—F12 210 AY+u({f—g12 )N A)
Wende dies an auf Folge A1,Ao mit UJ,Ar =SL = u{|f #gl}=0.
13.11.13. Satz. Falls f, — fu—fi. (reicht: fnja — flap—fii.VA € o mit u(A) < oo), so auch
ot f.
Beweis: Sei ((A) <oound a > 0. Weil}:
Ozp({ lim supl|f, —f1= a}ﬂA) :u({ inf(suplfm —fl) = a} mA)
n—oo neN\m=n
=p(suplfm-flza}nA) = ,}Lrgou({suplfm -flza} ﬂA) > ,}Lr&u({lfm -fl= a}).
13.11.14. Satz. [, £ [ © VA € of mit u(A) endlich: Jede Teilfolge von (f,) enthdlt eine Teilfolge,

die auf A u—f.i. gegen f|a konvergiert.

43

Beweis: “ = “: Sei Teilfolge gegeben, ebenfalls £ f = sei oBdA die ganze Folge. Zu k£ € N
wiihle nj, € N mit ,u({|fm — ful = k—lz}mA) < &Vm =ny. (Geht, da ... < u({lfm —fl= #}OA) +

u ({Ifnk —fl= 2—]12} mA) und Vorauss.). Wihle (n) aulerdem strikt mon. steigend. Setze

leNk=0 —0 \k=2¢
< 1
HCIS 37 KLpzr

c=Nu ({lfnkﬂ—fnklzk—lZ}ﬂA)=>u(C)=[lim ﬂ(U) =0.

~

Tl
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Fiir jedes w € A\C ist |y, ()~ fr, ()| < 5 fiir fast alle &, also T (fn,., )~ fn, () (@bs.)

konvergent, also (fnk(w)) konvergiert gegen =: f*(w). f meBbare Funktion auf A\C, nach
Forts. durch 0 oder auf A.

Satz 2 Satz 1
NunfnklAqf*u—f.ﬁ. = fnklAﬁ)f* = f|A=fyﬂ—fu=‘fnk‘A—’f|Aﬂ—fu
HA)<o0

“ < “ Sei u(A) <ocound a > 0. Sei (fnk) eine Teilfolge von (f,).

Voraussetzung = (fnk) hat Teilfolge, die u—f.ii., also auch u-stoch., auf A gegen f|4 kovergiert.
Also: pi({Ifn, — 1= a}n A) hat Teilfolge — 0.
Dies Vrr(f, | = u(llfn~ 1= @}n A)— 0.
Korollar: f;, £ f,7:R—Rstetig = yof,u—yof. [Klar mit Satz 3!]
13.11.15. Satz. Sei 1< p<oo, |fn—fl,— 0= fr 5.
Beweis:

Lemma su. 1
wA)<oo,a>0=>pullfn—flzalnA)<ulfn—flza) < a—p[ﬂlﬂ—fl”du—»Ofﬁrn—»oo.
Auch fiir p =0 mit || f,,, — fall1 nach UA 22.

13.11.16. Lemma (Tschebyscheff-Markov-Ungleichung). f :Q — R mefbar (p =2), a >0, 1 <
p<oo

1
= u({IfIZa})<a—pr|f|pdu.

Beweis:

f Iflpd,uzf Iflpduzf apd,u:ap-u({lflza}).
Q {IfIza} {Iflza}
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14. INTEGRATION AUF UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

14.1. Das Integral einer Differentialform. In §12.6| haben wir das Integral einer 1-Form
langs einer Kurve definiert. Analog fithren wir das Integral einer n-Form auf einer n-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit.

14.1.1. Definition. Sei A € L(R"). Fiir jede n—Form w : A — A™(R")* gibt es eine eindeutig
bestimmte f : A - Rmit w = f dx1A...Adx,. Die Form w hei3t nicht-negativ, geschrieben w > 0,
falls f > 0. Die Form w heilit mefibar (bzw. integrierbar), falls f meBbar (bzw. integrierbar) ist.
Nehmen wir an, dass w mefBbar und w > 0 oder w integrierbar ist, so definieren wir

wa:=fAfd/ln.

14.1.2. Satz (Transformationssatz fiir n-Formen). Seien U,V cR" offen, ® : U — V ein G-
Diffeomorphismus mit konstanten Vorzeichen e(®). Sei w eine mefibare n-Form aufV.

(i) Ist w nicht-negativ, so ist e(P)D* w nicht-negativ und mefibar und gilt

(14.1) fwzs((l))f D*w.
v U

(ii) w is genau dann integrierbar, wenn ®*w integrierbar ist, und es gilt dann (14.7).

Beweis: Seiw=fdyiA...Ady,. Dann gilt ®*w = (f o ®)detJp dx1 A... Adx, also
fw::f fd/lnf(fo@)ldet@ld/lnzs((l))f(fo(D)deth) dA,
1% \%4 U U
:s((l))f D*w. O
U

14.1.3. Definition. Sei M eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Teilmenge A c
M heilit Lebesgue-mefibar (bzw. Nullmenge), wenn fiir jede Karte (U, ¢) von M die Menge
@(ANU)cR* Lebesgue-mefBibar (bzw. Nullmenge) ist.

Diese Begriffe sind wohldefiniert, da Lebesgue—mefBbare Mengen und Nullmengen in R” un-
ter C1—Abbildungen in ebensolche iibergehen und die Karteniiberginge zwischen zwei Karten
der Klasse €! sind.

14.1.4. Satz. Sei A c M. Die folgenden Behauptungen sind dquivalent:
(1) A ist Lebesgue—-mefibar (bzw. Nullmenge) in M,

(2) Fiir jedes a € A, gibt es eine Karte ¢ :U — V mit a € U derart, dafi p(ANU) eine Lebesgue—
mefibar (bzw. Nullmenge) in R" ist.

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir Nullmengen. Der Fall der Lebesgue-mef3baren Mengen
ist ganz analog.

(1) > (2) ist offensichtlich. Zu (2) = (1): Sei ¢ : U1 — V7 eine Karte. Falls AnU; = ¢ ist
¢1(A) = @ eine Nullmenge. Falls AnU; #® seia € AnUj. Es gibt ¢ : U — V mit a € U und
¢(A) Nullmenge in R*. Sei W = U nU;. Die Abbildung © : p(W) — ¢1(W), © = @1 0¢ ! ist ein
Diffeomorphismus. Der Satz impliziert, dafl @(p(W nA)) = ¢1(A NnW) eine Nullmenge
ist. Weil der Punkt a willkiirlich gewahlt ist, finden wir eine Uberdekung U von A NU; mit
Kartengebiete U, so dass ¢1(ANU) eine Nullmenge ist. Weil A c R, besitzt A eine abzihlbare
Basis also nach dem Satz[8.6.9]von Lindelof gibt es eine abzihlbare Teiliiberdeckung AnU; =
Ur>1(A N W) mit ¢1(A N W) Nullmenge. Dann ist auch ¢1(ANU;p) = Up>1901(A N W) eine
Nullmenge. O

14.1.5. Satz. Die Menge L(M) aller mef3baren Teilmenge von M bildet eine g-Algebra, die die
o-Algebra der Borelmengen von M enthdlt. Die Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen ist
eine Nullmenge.
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14.1.6. Definition. Sei M” c RV eine orientierte n—dimensionale Untermanigfaltigkeit und
wys die Volumenform von M. Fiir jede n—Form w auf M gibt es eine eindeutig bestimmte [ :
M — R mit w = f wy;. Die Form o heiit nicht-negativ, geschrieben w > 0, falls f > 0. Setze
Wi :=fyowy und w_ := f_wpy. Die Form w heiit mefbar, falls f (L(M), B(R))-meBbar ist.

14.1.7. Bemerkung. o ist meibar < Fiir jede Karte (U,¢) von M ist (¢~1)*w meBbar auf
pU)cR".

Wir definieren das Integral einer mef3baren nicht-negativen n-Form in drei Schritten. Zu-
néchst auf kompakte Teilmengen enthalten in Kartengebiete, dann auf beliebige kompakte
Teilmengen und schlieBlich auf der ganzen Untermannigfaltigkeit durch eine kompakte Aus-
schopfung. Fiir den zweiten Schritt brauchen wir den folgenden Begriff.

14.1.8. Definition. Sei K c M eine kompakte Teilmenge. Eine fast disjunkte Zerlegung von K
ist eine Menge {K1,...,K,;} von kompakten Teilmengen mit

(1) K=u" |K;

(2) Vi#j K;nKj ist eine Nullmenge in M.

Beispiel. Sei W ein kompakter Wiirfel. Eine Unterteilung von W durch fortgesetzte Kanten—
Halbierung ist eine fast—disjunkte Zerlegung.

14.1.9. Satz. Jede kompakte Teilmenge K ¢ M hat eine fast disjunkte Zerlegung {K1,...,K,}
mit K; cU;, wobei (U;,p;) sind Karten mit konstanten Vorzeichen.

Beweis: Fiir x € K wihle eine Karte (U, ¢,) mit x € U, und U, zusammenhéngend, also mit
e(py) konstant. Sei B, eine kompakte Kugel mit ¢(x) € B, < ¢,(U,). Dann ist {¢;1(éx)} eine
offene Uberdeckung von K. Wihle eine endliche Teiliiberdeckung {(pi_l(é D

Sei K = ¢;1(B1), und K| = ¢; B\ Ui<; ¢; 1B)) fiir i = 2,...,m. Fir i < j ist K| NK)c
(pi_l(aBi) eine Nullmenge. Wir setzen K; = KNnK ; Dann ist {Kq,...,K,,} eine fast disjunkte
Zerlegung von K. Il

14.1.10. Definition. Seien M" c RN eine orientierte n—dimensionale Untermannigfaltigkeit
und w eine mefBbare nicht-negative n—Form auf M.

(i) Sei K eine kompakte Teilmenge von M und (U, ¢) eine Karte mit konstanten Vorzeichen
und K c U. Wir setzen

(14.2) f w := &(¢p) (¢ o
K @(K)
Ist w = fwy, so gilt nach (12.29)

= o 1)\ /det ii)d A, .
wa f(p(K)(f @~ )y/det(gi;)

(i1) Sei K eine beliebige kompakte Teilmenge von M und {K1,...,K,} eine fast disjunkte Zerle-
gung von K. Wir setzen

E —Z Zs(qol f K)((pl D (@)

i

(iii) Sei {K;};en €ine Ausschopfung von M mit kompakten Teilmengen. Definiere

f w:=lim | w
M i—ooJK;

Ist A € L(M) eine mel3bare Teilmenge, so setzen wir

fw::f Taw
A M

(iv) Das Volumen einer mefibaren Teilmenge-1n A € L(M) wird definiert durch

vol(A):zvoln(A)::f wM:f Taoym
A M
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Wir setzen ein Index in vol,(A) weil z.B. vol,,(S” 1) = 0 (da 8™ ! eine Nullmenge in R” ist) aber
vol,,_1(S n=1y 2+ 0 (das ist das Oberflicheninhalt der Einheitssphére).

14.1.11. Satz. Das Integral einer nicht-negativen mefibaren n-Form ist wohldefiniert.

Beweis: (i) Sei @1 : U — V; eine weitere Karte mit £(¢1) konstant. Dann ist (pO(pI1 Vi—W
ein Diffeomorphismus und e(¢1 o @) = e(¢1) - e(¢). Nach dem Transformationssatz[14.1.2] gilt

fV((p_l)*w=£((p0<pfl)fv(<p0(p11)*(<p_1)*w=s(wl)s((p)fv(w{l)*(p*(w_l)*w
~epuetp) | (o)

weil *(p~1* = (¢ lp)* =1d* = Id. Also E((p)fv((p_l)*w = g(qol)fv (p1H*w.

(ii) Sei {L1,...,L4} eine andere fast disjunkte Zerlegung von K mit L j < W; wobei (W;,y ;) Kar-
ten konstantem Vorzeichen sind. Dann ist {K; NL1,...,K; N Ly} eine fast disjunkte Zerlegung
von K; fiir jedes i = 1,...,m und daher {¢;(K; NL1),...,¢;(K; nL,)} eine fast disjunkte Zerle-
gung von ¢;(K;). Dann gilt

m
e(g;) (p;)w= e(g;) ;) w
; l ¢i(K;) LZiJZ:l ' ¢i(K;inLj)
q
= e(y;) W Hh =) ew)) wHo.
lzljz v w;(K;nL;) v J; Vi vi(Ly) Vi

(iii) Seien K < L kompakte Teilmengen. Eine fast disjunkte Zerlegung von L induziert eine fast
disjunkte Zerlegung von K. Daher folgt, dass [, w < [; w. Diese Bemerkung impliziert sofort,
dass fiir zwei Ausschépfungen {K;};en und {L j} jen gilt

lim | o<lim | o
1= JK; J—oJL;

und auch die umgekehrte Ungleichung. O

14.1.12. Definition. Sei M" c RV eine orientierte n—dimensionale Untermanigfaltigkeit. Eine
meBbare n-Form o auf M heillt integrierbar auf M, falls

[
o Lo

Sei A € L(M). Wir sagen, dass w ist integrierbar auf A, falls 14 w inegrierbar auf M ist. Wir

setzen
fw::f law.
A M

Eine mefBibare Funktion f : M — C heil}t integrierbar auf M, falls die n-Form fwjs integrier-
bar ist, wobei wjys die Volumenform von M ist. In der klassichen Vektoranalysis schreibt man

dS :=wpy und
fde=f fou.
M M

ds = o Yy /det(g;)dA,.
fo fq)(w(f o)\ /det(g))

(i) Eine meBbare n—Form ist auf einer Nullmenge A integrierbar und [, w =0
(ii) Ist w integrierbar auf A € L(M) und B € L(M), Bc A, so ist w integrierbar auf B.

(iii) Eine stetige n—Form ist auf einer kompakten Teilmenge integrierbar. Insbesondere ist das
Volumen einer kompakten Teilmenge endlich.

Wir setzen dann

Ist (U, ) eine Karte, so ist

Beispiele:
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(iv) Wir berechnen das Volumen x,_1(R) der Sphére S;‘E_l ={x e R": |x|lg = R}. Wir orientieren
dabei die Spére als Rand der Kugel Br(0). Die Volumenform ist

L : —_~
(1Y x;dxg A Adx AL A dxy
J=1

1
Ll)s;zefl = E

Betrachte die Parametrisierung ist
P :(0,27) x (=%, 22 — SE I\ {x e R" : %1 > 0,x2 = 0}
Y(p,01,...,9,-2) =P,(R,p,91,...,0n-2)
Sie ist orientierungserhaltend, da
W wgn1 = R" H(cos91)(cos 93)° -+ (cos O—2)" 2dp Ad D1 A... A dDn-3,
und der Koeffizient von dg Ad91 A ... AdD,_o positiv ist. AuBerdem ist
A={xeSE a1 >0,200=0}

eine Nullmenge in S ;%_1 ist. Dann gilt

VOI(S;LE_]-) = f wsln?—l = f wsln?—l = f \y*(,()s}n?—l
SFI S;l{l\A (0’2”“(_%’%)#2
also
Kp-1(R) = f R™ (cos91)(cos92)? - (cos 9p_9)" 2 depd?dy...d0,—o
©2mx(-3.8)"
(14.3) Kn-1(R)=R" k,_1,
wobei
(14.4) Kn_1:=vol(S" V) =nw,, wobeiw, =21,B1(0))

(v) Es gilt die folgende Form des Satzes von Fubini (zwiebelweise Integration): Ist f : R" — R
integrierbar, dann ist fiir fast alle r e R, die Funktion f tiber S ?‘1 integrierbar und es gilt:

fd/ln:foo( de)dr:foo( f(rx)ds)r"—ldr
R? 0 \Jspt 0 \Jsrt

14.1.13. Satz.
(i) Sind w1,wq integrierbar auf A € L(M) und A1,A9 € R, so ist Aiw1 + Agwq integrierbar auf

A € L(M) und gilt
f(/llwl +/12w2):/11f a)1+/12f w2 .
A A A

(ii) Sei w integrierbar oder mefbar und nicht-negativ. Sei A € L(M) und A =2 A; eine
Zerlegung von A mit A; € L(M). Dann gilt

o0
w = w.
fe=2],

(iit) (Transformationssatz) Seien M, N orientiert und f : M — N ein Diffeomeorphismus mit
konstantem Vorzeichen. Dann gilt: Eine n-Form w € Q™(N) ist genau dann integrierbar, wenn
[*w e Q™ (M) integrierbar ist und dann

(14.5) fNa)=£(f)fo*w.

Wir geben nun eine Anwendung des Integrals.

14.1.14. Satz (Satz vom Igel, Hairy Ball Theorem). Sei n gerade, dann hat jedes Vektorfeld auf
S" eine Nullstelle.
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Beweis: Sei X € X(S") d.h. X : 8" — R"*!, X(p) L p (weil T,S™ = {v e R"*!:v L p}). Nehmen
wir an, X (p) wére verschieden von Null fiir alle p € S™. O.B.d.A. kann dann | X(p)|| = 1 gesetzt
werden. Sei € > 0. Eine leichte Rechnung liefert |p + eX(p)II2 =1+¢&2. Sei ne) =1 + )12,
Betrachte

fe: 8" — 85, felp)=p+eX(p)
Seiw = Z;.L;“ll(—l)j”xjdxl A AdxI AL Adx" e Q"(R"*1). Dann ist w, := w|gr positiv fiir die
Orientierung von S7 als Rand von B,(0).
Wir berechnen zunichst fw = f w;(). Dafiir erweitern wir f, auf einer Umgebung U von
S" (indem wir X erweitern zum Beispiel zu X (p) = X(p/|pl)), berechnen fw in dieser Umge-
bung und dann schrinken wir wieder auf S ein. Es ergibt sich

n+l

fro=Y (~Wrldfin. . adfin.. . adfrt?

J=1
—w+eag+...+e"Ma, =w+elag+...+e%ay),
mit ay,...,a, glatte n-Formen in einer Umgebung von S”. Es folgt

fowlgn =w+el@o+...+€"ay)lgn =(1+(go +...+£"gp)e)w,

wobei gg,...,g, € C°(S™).

Behauptung: Die Abbildung f. ist ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus fiir € genii-
gend klein.

Der Beweis der Behauptung erfolgt in drei Schritten.

Schritt 1: f, ist eine orientierungserhaltende Immersion fiir € geniigend klein. In der Tat, man
kann ¢, finden, so dass fiir e <gg gilt 1 +e(gg +...+&"gy,) > % Damit ist fw > 0 und daraus
folgt leicht, dass f¢ eine orientierungserhaltende Immersion ist.

Schritt 2: f. ist injektiv fiir genligend kleine . Ware dem nicht so, dann wiirden Folgen €, \, 0
und py # q € S™ existieren, so dass f,(pr) = pr+€rX(pr) = qr +€1.X(qr) = fe(qr) . Dann wére
aber 2:=%: — g X@-X@) N\ap gieht sofort, dass die linke Seite Norm 1 hat und die rechte

Ipr—qrl — “* X(qn)—X(gp)l*
Seite gegen Null konvergiert. Widerspruch.

Schritt 3: f¢ ist ein Diffeomorphismus fiir € gentigend klein. Im f, ist offen, weil f, lokaler Dif-
feomorphismus ist (da Immersion zwischen Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension ist). Im f¢
ist weiter kompakt (f; ist stetig, S™ kompakt), also abgeschlossen. Aullerdem ist das Bild von
fe nicht leer. Daraus folgt, dass Im f; = S:}‘(E) (weil S;L(E) zusammenhingend ist). Also ist f;
bijektiv und somit f. Diffeomorphismus, da ein bijektiver lokaler Diffeomorphismus ein Dif-
feomorphismus ist. Die Schritte 1-3 beweisen die Behauptung.

Die Form %wr ist die Volumenform von S} also vol(S}) = fgn %wr. Nun gilt nach (I4.3):
vol(S?) = r’*x, mit x, = vol(S™). Es folgt fS;L w, = r"*1x, . Mit Hilfe des Transformationssatzes

[14.1.73(i1i1) erhalten wir:

n(e)* x, = f w:ffg*w:f(w+£a0+...+£"+1an):1<n+£fa0+...+£"+1fan,
Sn

sr, s Sn Sn

Man hat also insgesamt

(1+£2)nTHKn :Kn+£fa0+...+£”+1fan
Sn Sn
Man sieht, dass auf der rechten Seite ein Polynom in ¢ steht. Auf der linken Seite steht nur

dann ein Polynom in €, wenn n ungerade ist. Fur gerade n erhélt man einen Widerspruch, es
existiert also kein nullstellenfreies Vektorfeld. U
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14.2. Der Satz von Stokes.

14.2.1. Satz (Stokes). Seien M eine n-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit von RN
und D c M eine glatt berandete Teilmenge. Sei w eine (n —1)-Form der Klasse CL, so dass D N
suppw kompakt ist. Dann gilt

(14.6) f t*w:fdw
oD D

wobei 0D mit der Randorientierung versehen ist und 1:0D — M die Inklusion ist.

fw::f Fw,
oD oD

wobei ( : 0D — M die Inklusion ist, d.h. " ist die Einschinkung von w auf dD. Der Beweis
zeigt auch:

Meistens wird kurz geschrieben

14.2.2. Satz. Ist M n-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit, so gilt fiir alle (n —1)-
Formen w der Klasse C1 mit kompaktem Triger auf M:

(14.7) f dw=0.
M

Insbesondere gilt (4.7 fiir alle (n — 1)-Formen w der Klasse C! mit auf einer kompakten Man-
nigfaltigkeit M.

Wenn 0D = ¢ vereinbaren wir, dass

f a)=fw::0.
oD )

Wegen Satz[14.2.2] gilt dann mit dieser Vereinbarung den Satz[14.2.3lauch wenn 6D = @.

Beweis: 1. Schritt. Wir reduzieren zunéchst das Problem zum Fall, wenn den Trager von w
in einem Kartengebiet enthalten ist. Dies geschiet typischerweise durch Benutzung einer Zer-
legung der Eins. Sei K := D nsuppw und sei (U1, @1),...,(Un,¢,) Karten auf M mit folgenden
Eigenschaften:

o Alle (Uj, ;) haben konstanten Vorzeichen,

e Kc U;’i 1Ui,

o (Uj, ;) ist eine D-Karte, falls U; N 6D # @.
Dies erreichen wir, indem wir fiir jeden Punkt x € D N K eine D-Karte (U, ¢,) und fiir jeden
Punkt x € K\ 0D eine Karte (Uy, ¢,) mit U, N6D = @ und jeweils x € U, wahlen. Die U, werden
dabei zusammenhéngend gewéihlt, also mit konstanten Vorzeichen. Wegen der Kompaktheit
von K besitzt die offene Uberdeckung {U,} ek eine Teiliiberdeckung.

Dann ist {Uj,...,U, X \K} eine offene Uberdeckung von M. Sei {11, ..., Adm, Am+1} €ine unter-

geordnete Zerlegung der Eins. Da A,,+1 =0 auf K gilt Y7 ; A; =1 auf K. Wir werden beweisen,
dass

(14.8) Adiw :f d(Aw), fiurallei=1,....m
oD D

faDw B faDan B faDnK (i’:/li)w - faD (i_il/li)w

und weiter erhalten wir

m m m m
Ailw= Aiw = dA;w) = d(A;
Jop (Zyeho= 2 20 B 1, [ 0= [ 3t

Nach der Leibniz-Regel gilt:

Es gilt

id(/liw)= i (d/li/\w+/lidw) =d(i/li)/\w+(

=1 i=1 i=1 =1

NgE

/li)dw
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Nunist o =0und do=0auf M\ K und 37" ; A; =1, d(Z;’ilxli) =0 auf K also

fDiild(/liw):fDd(i/li)/\w+(i/li)dw=f1{d(i/li)/\w+(i,li)dw

i=1 =1 i=1 =1

:fdw:fdw
K D

Diese Kette von Gleichungen zeigt, dass aus (I4.8) folgt. Wir beweisen nun (14.8).
2. Schritt. Den Beweis von (14.8) reduzieren wir zu einer Rechnung in R”. Der Einfachheits-
halber schreiben wir U = U;, A;w =1, ¢; = ¢. Wegen der Definition [14.2] gilt

(14.9) fdn =e(p) ((p_l) (dn) =) d(qfl)*n
eUnD oUnD

Ist UndD = @, so gilt n =0 auf dD also

(14.10) f n=0.
oD

Ist U;ndD # @, so ist (U, ¢ = (x1,...,x,)) eine D-karte. Laut Beispiel 12.4.8]ist das Vorzeichen
der Abbildung ¢lspnu = @otsp : 0D NU — OR” auch (). Es gilt (qolaDmU)_1 = L(;]% O(p_lotam und
deshalb (9lapnr)™)* = 3. o (™1 0 (i35)*. Mit (T45) folgt

(14.11) f 15nn = () («( Y Ok n=¢ f g (e H*
spog 001 &P PODAT) Plopat) ) t3pT = €(@) . are (@ )M

Die Gleichheiten (d4.10), @4.11D zeigen, dass um zu beweisen reicht es, fiir die
Form a := (¢~1)*n folgendes zu zeigen:

(14.12) da 0,

(14.13) f da= f
n aRn

3. Schritt. Wir beweisen nun (IZ.12) und (IZ13). Sei a eine C! (n —1)-Form in R*, mit kom-
paktem Triger, suppa c [—-r,r]”, fur r > 0; « hat die Form

n ) .
a=Y (-1 fidxi A ndx A Adxy

j=1
mit £; € CJ([-r,r]"). Daher
n 0fj 6fJ

da—(J;aj)dxl/\.../\dxn, da=) fnaxj‘“
Sei j€{1,...,n} fest. Nach dem Satz von Fubini gilt
(14.14) An = f f o dx d/ln 1&1y ey Ky ey Xn)

R™ ax] Rr— 1 a ‘] ’

Der Hauptsatz angewendet auf ¢t — f(x1,...,t,...,x,) liefert

0
(14.15) de U] da; = fi(x1, 0T, ) = (@1, T, X0) = 0

R 0x; —r 0x;
weil fi(x1,...,7,...,x,) = fj(x1,...,—1,...,x,) = 0. Daher verschwinden alle Integrale aus (14.14)
und

da= % 43, =0
R j=1JR" axj

und somit gilt (I4.12). Wir beweisen nun (I4.13). Es ist

ofj
(14.16) dA,
[Laa=2 [ 5
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Sei j€{l,...,n—1} fest. Nach dem Satz von Fubini gilt

a .
f ﬁdan—f f o - daj)dAn 1(e1, ., T )
n 0X;j R"2 x(—00,0]

und liefert

(14.17) of; dA, =0, jefl,...,n-1}.
Rr OX

Fur j = n gilt nach dem Satz von Fubini

Ofn 0 ofy
B _fw_l( a—dxn)d/ln g Xn1)

und der Hauptsatz liefert

09 0o
fnd ﬁdxn fn(x1>"'7xn—170)_fn(x17'"axn—ly_r)
o0 0xp, —r Oxp,
- fn(xl, . "xn—lyo)
Folglich
Ofn
(14.18) —dA, fn(x1,...,%0-1,0)d Ay —1(x1,...,%0-1)
R axn Rr-1

Nach Definition des Integrals

f L*(X:E(l[/)f vra
OR™ Rr-1

wobei  : R" 1 - 9R” die Parametrisierung (x1,...,%,-1) — (x1,...,X,-1,0) ist. Da a der dulle-
re Normalenvektor zu R” ist, ist das Vorzeichen dieser Parametrisierung das Vorzeichen der
Basis (32, 52+ o) = (€n,€1,...,€,-1), dh (=1)" 1,

Es ist klar, dass toy =y, w*1* = (loy)* = w* und die zuriickgezogene Form y*a auf R*~!
erhalten wir, indem wir ,x,, = 0 in der Ausdruck von a ersetzen®:

yvira=yra= (10" (xr,. ., x0-1,00dx1 AL Ad X,
Also

f Fa =(—1)n—1f 71(_1)n+1fn(x1,...,xn_l,O)dxl/\.../\dxn_l
(14.19) oR™ R
=jl;n—l fn(xly...,xn—l,O)d/ln_l(xl,...,xn_l)

Nach (I4.36), (@4.17), (I4.18) und (I4.79) erhalten wir schlieBlich

)
da—z o1 d/ln:f ﬁdanzf fa®1,ees%n-1,0)d An_1(x1,. .., %n—1)
,] 1 R ax] n a n—1

:f Ca
ARn
d.h. @4.13). O

14.2.3. Satz (Satz von Gauss-Ostrogradski, Divergenzsatz). Seien M eine n-dimensionale ori-
entierte Untermannigfaltigkeit von RN und D c M eine glatt berandete Teilmenge. Sei X € X(M)
ein Vektorfeld der Klasse @, so dass D nsuppX kompakt ist. Dann gilt

(14.20) f div(X)wys = f (X, v)wsp
D 0D

R

wobei 0D mit der Randorientierung versehen ist, v das dufSere Einheitsnormalenfeld von D ist
und wsp das Volumenform von 0D ist.
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15. LOSUNGEN ZU DEN AUFGABEN

Aufgabe Wir betrachten zunichst den Spezialfall x;...x, = 1. Dann lautet die Un-
gleichung x1 +...+x, = n. Fur n = 1 lautet die Aussage x1 =1 = x1 = 1, sie ist also wahr.
Induktionsschluss n ~» n + 1. Seien x1,...,%,+1 > 0 mit x1...x,+1 = 1. Sind alle x; = 1 so ist
X1+...+x,+1 = n+1und der Beweis ist fertig. Ansonsten gibtes £ € {1,...,n+1} mit x; # 1; durch
Umnumerierung oBdA k2 =1, d.h. x1 # 1. Ist nun x; <1 so muss ein ¢ € {2,...,n + 1} existieren
mit x, > 1 (sonst gilt x, <1 fiir alle £ €{2,...,n+ 1} und x1...x,+1 < x1 <1, Widerspruch). Wir
konnen oBdA annehmen, dass ¢ =2, d.h. xo > 1. Sei b = x1x9. Wegen bx3...x,+1 = 1 (n Fakto-
ren) folgt aus der Induktionsvoraussetzung x1x2 +x3+...+x,+1>n. Nun gilt (1-x1)(1—-x2) <0
und das ist Aquivalent zu 1 —x1 —x9 +x1,%9 <0 also x1x9 < x1 +x9 — 1. Daraus folgt:

n<xixo+x3+...+xp+1<x1+x2—1+x3+...+xp+1

also

n+l<xi+...+%x541.

Ist x1 > 1,somussein £ € {2,...,n+1} existieren, mit x; < 1 0BdA x9 < 1. Dann gilt (1 —x1)(1 —x2) <
0 und der Beweis folgt wie oben. Allgemeiner Fall. Setze A = x1...x,. Gibt es £ € {1,...,n} mit
x¢ = 0 so ist die Ungleichung trivial und die Gleichheit tritt ein, genau dann, wenn x; =... =
x, =0. Sind alle x; >0, soist A > 0.

I X :
Setze X = r Dann ist

X1...Xpn
A

=1.

/ I
xl...xk-

Nach dem Spezialfall folgt x| +...+x), = n also x1 +...+x, = n /A . Dabei gilt das Gleichheits-

zeichen genau dann, wenn alle x;e =1, dh. x = VA.
Aufgabe (i) Die AGM- Ungleichung liefert:

n n
Zakznm, Z iznn
il io1Qk ai...an
Durch Multiplikation folgt die Behauptung. Die Gleichheit tritt ein, genau dann, wenn Gleich-
heit in beiden obigen Ungleichungen eintritt, also genau dann, wenn a1 =...=ay,.

(i1) Zur 1. Ungleichung. Wende die Bernoulli- Ungleichung an: (1 + “T_l)n >1l+n- “T_l =a oder
p =1in der 2. Ungleichung. Zur 2. Ungleichung. Die AGM-Ungleichung liefert:

= 1
VaP=Va-..a1...1<—(p-a+n-p)=1+L@-1).
n n

wobei unter der n-ten Wurzel @ p-mal und 1 (n — p)-mal vorkommt.
Aufgabell.8.4 Wir wenden den binomischer Lehrsatz:

(15.1) A+2n =Y [7]«*.
k=1 k

Zu a): Setze x = 1 in (I5.3) ~> Behauptung.

Alternativ: Die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen Menge ist 2. Diese Anzahl ist
aber auch die Summe der Anzahlen der 0-elementigen Teilmengen (d. h. ({)), 1-elementigen
Teilmengen (d. h. (rlb)), ..., k-elementigen Teilmengen (d. h. (Z)), ..., n-elementigen Teilmen-
gen (d. h. (7).

b): Wir nutzen die Formel
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(fiir £ = 0 beide Glieder sind Null, weil () = 0 fiir / <0). Dann gilt

o (n—-1
= Z n ( 5 1) nach der obigen Formel
k=1 -
nlin-1
=n . Indexverschiebung: j:=k—1
j=o\ J
=n.-2"1 nach a)

¢): Setze x = —1 in (I5.3) ~~ Behauptung.
d): Wir nutzen die Formel
1 n| 1 [n+1
E+1\k] n+1lk+1)
1 1 (n 1 1 [n+1
_1) T
,;0( )k+1(k) ; )n+1 k+1)
re1[ntl
Z( 1 (k+1)

n+l

1
Z -1y (n " ) Indexverschiebung: j:=k +1

e )

=———[0-1] nachec)
+1

Damit folgt

n+1

Aufgabe[1.8.8 (a) Fall 1: > m. Dann (}) =0<(}). Fall 2: k <m. Dann gilt m <n,m-1<
n—1,...m—-—k+1<n—-k+1und alle diese Zahlen sind positiv. Durch Multiplikation folgt
m(m-—10)...(m—-k+1)<n(n-1)...(n —k + 1) und durch Division mit %! folgt die Behauptung.
(b) Zur 1. Ungleichung. Klar falls £ > m. Sei & <m, dann

1 [m 1 m m- 1 m—k+1<1 n n-1 n-k+1 1 [n
mi\ k) R m m m El'n n n nklk
denn "= = gfﬁrée{l,...,k—l},denn —%<—%.
Zur 2. Unglelchung.
-1 -k+1 -1 -k+1
nn LD ket <1, Weﬂn <1,...,m<1.
n n n n n
Zur 3. Ungleichung.
11 1 1 1 1
— = — e — - <1 —ee= = —
kRl 1 2 k 2 2 2k-1
—
(k —1)-mal

(¢c)Fall 1: m =1 (dann n = 2). Dann (1+ %)m =2, (1 + ) >1+n-= =2, nach Bernoulli. Fall 2:
m,n =2. Dann

(1+%) _1+1+Z(m) L @11y Z() <1+1+i( )ik_

Aufgabe (a) 2+ % ist eine obere Schranke von M1, denn 2 + % L2+ %, ... sind kleiner,
ubrige Elemente sogar negativ. Weil 2 + % € Mq,ist 2+ % =maxM1, also auch 2+ % =supM;.

1 n
1+ ) .
n
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-2+ %) = —5 ist untere Schranke von M7, denn —(2 + %), -2+ %), ... sind grosser, ubrige
Elemente von M sogar positiv. Da -5 € M, gilt -5 =minM{,—5 = sup M.
(b) Seien M/, = —%,é, 217,81, 3, My = {5,2,2,4, .}. M enthilt alle Summen von je einem

Element von M/, bzw. M. Sowohl M, ; als auch M haben ein grosstes Element: % bwz. 5. Also
ist 5+% eine obere Schranke von My und in My enthalten, also 5+% = max My und deshalb auch
5+ % =supMsy. Nun ist —% eine untere Schranke von My, da —% =minM. ’2 und alle Elemente
von M sind positiv. —% ist auch die grosste untere Schranke. Denn wiére ein s > —% untere
Schranke, so fiir n € N mit % <s-— —%) (existiert nach Eudoxos) wére —% + %
zur Wahl von s als untere Schranke! Also ist —% =infMy . Da —% ¢ My hat Mgy kein Minimum.
(c) Sei f(x)=(x+a)x+b)x+c).Dann gilt f(x) <0 fiirx<—cund -b<x<—-a und f(x)>0
fir —-c<x<-bund x>0. Also Mg={xeR:—-c<x<-boderx >a}, infMg = —c ¢ M3 und
M3 hat kein Minimum. Ausserdem hat Mg keine obere Schranke, also kein Supremum und

< s. Widerspruch

Maximum.
Aufgabe (1) Induktion nach n € N. Fiir n =1 gilt, nach der AGM- Ungleichung

b 2
b2=(“°; 0) > aobo=b

(die Ungleichung ist strikt, da ag # bg, wegen a?#b). Es folgt b1 > b% =ai.

Induktionsschluss n ~~ n + 1: nach der AGM- Ungleichung gilt

a,+b
2

b2

n+l =

2
n) >a,b,=b

(die Ungleichung ist strikt, da a, # b, nach der Induktionsannahme). Also 6,11 > 7 — =

(i1) Sei I, =lan,b,]l. Zu zeigenist a, <ap41 <bpi1<bpi1,dh. I, 1 c1,. Zunachst gllt bpi1=

“”;b” <b, ©a, <b, und dies ist wahr, nach (i). Ausserdem a,,1 = # b

> - = a,. Berechne
1 bn
(wegen a, <ap+1):
a,+b, an,—2an,+1+b, b,—a

g @n+1= 5 < 2”=§|In|

Durch Induktion folgt |1,,] <3z |I 1| also (I,) ist eine Intervallschachtelung (da ( ) eine Null-
folge ist). Sei {x} = NnI,. Dann gilt a, — x, b, — x, n — co. Wegen x =limx, = 11mbi b ~ folgt

ns1l=bps1—aps1=

x2 =10, also x = vb. (Beachte, dass 0 <aj <a, < b, fir alle n €N, also x > 0).

Aufgabe (a) Tip folgt leicht mit g — A = 1. AuBerdem gilt

P-1=G-DC*+22+22+z2+ 1) =G -1)E2+gz+ )22 —hz+1)

Die Gleichung z? — hz +1 = 0 hat Losungen % +4/ hTQ —1, wobei h; -1<0, also ist { = %(h +
iV4 —h2) eine Losung von z2 —hz +1=0, daher auch von 2° -1 =0.
(b) Wegen ¢(°® =1 gilt |{| = 1 und |¢*¥| = |¢|¥ = 1 fiir alle % € N. Die angegebenen Punkte liegen
also auf dem Einheitskreis. Sie sind paarweise verschieden: { #1= (2 #{,(3 #¢2,(* # (3. Ware
z.B.2=1 (eB¥=(o*=0%soauch®=0"2=1/2=1also(=¢3/2=1. Wire (® =1, so
C=03/103=1, Widerspruch.

Das von 1,(,...,{* gebildete Fiinfeck ist regelmissig wegen |k gk = 10 =110k = 10 - 1]
unabhéngig von k. Es gilt:

|C2—1|:|(—1|=|C+1|=\/(1+C)(1+Z)=\/1+(+Z+1=\/2+h=\/1+g=\/;=g.

Aufgabe (a) Beweis mit vollstidndiger Induktion iiber n e N :
(TA)n=1::x1=1€(0,2) wahr v

Induktionsschritt, n ~~n + 1:

(IV): Sein n € N und es gelte x, €(0,2).

Induktionsbehauptung: dann gilt x,.1 € (0,2).

(IS): 2, €(0,2) > 2<%, +2<4=>0<V2< VX, +2<V4=220< 2,41 <2V
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Dabei wurde die Monotonie von x — /x benutzt.

(b) x,, €(0,2) > x, liegt zwischen den Nullstellen von x2—x—-2=0 (d. h. zwischen —1 und 2)

?L-{-l; da x,, x,+1 > 0 folgt x,, < x, .1 fur alle n e N.

(¢) (xp)nen monoton (nach (b)) und beschriankt (nach (a)). Monotonieprinzip ~ (Xn)neN
konvergent. Sei x = nlim x,. Da x, > 0 impliziert das Vergleichsprinzip dass x = 0. Aulerdem
—00

also x2 —x, -2<0=>x2 <x,+2=x

x= r}im Xp+1. Durch Limesiibergang in x, .1 = v/2 + x, folgt
—00

x=lim x,41 = lim v/2+x, = \/2+ lim x, = V2+x,
n—oo n—oo n—oo

wobei die Stetigkeit der Funktion x — v/x benutzt wurde. SchlieBlich x = v/2 + x, also x> —x—2 =
0, also x = —1 oder x =2. Da x = 0, folgt x = 2.

Aufgabe2.5.3l (a) Monotonie: Fiir alle n € N gilt x,, < x,41:

A n=1:x=2<1+V2=xo.

(IV) Sei n € N und gelte x,, < x,,+1 fur dieses n.

(IS) Es gilt xp49 = 1+/Xp51 1;7 14+ /%, = xp+1. Mit dem Induktionsprinzip folgt die Behauptung.
(b) Beschranktheit: Fiir alle n e N gilt 2< x,, <4:

TA)n=1:2<x1=2<4.

(IV) Sei n e N und gelte 2 < x,, <4 fiir dieses n.

(IS) Esist 2< 1+v2 I; 1+ /%, = xp41 I;] 1+ v/4 =3 < 4. Nach dem Induktionsprinzip ist die
Behauptung bewiesen.

(c¢) Nach (a) und (b) existiert wegen des Monotonieprinzips 2. 1.5]

i 1 1 (1 )\/stetigl
X .= 1m x, = 11m x = 1m + VX =
n—oo n n—oo n+l n—oo n GWS

+Vx.

Nunistx=1+yxoxr-1=yr=>a?-2x+1=xox?-3x+1=00x=3+/2- =§i\/§=
%(3 +/5). Da 3—v/5 <4 und damit %(3 —V/5) < 2 gilt, aber alle Folgenglieder grofer/gleich 2
sind, muss x = %(3 ++/5) der Grenzwert der Folge sein.

Aufgabe2.5.6) (i) 1. Fall: Sei (x,41—%,)/(yn+1—Yn) = x €R, n — oo. Fiir € > 0 beliebig, gibt es
no €N, so dass fir n =ny
(15.2) x—e<m<x+£ und y, >0.

Yn+1—Yn

(yn) monoton steigend ~~ y,,+1 — ¥, = 0 also (15.2) impliziert

(x—&)Yn+1—Yn) <Xp+1—%pn <(x+E)Yn+1—Yn)

= Z (35_5)(.3/n+1_yn)S Z Xn+l—Xp < Z (x+£)(yn+1—yn)

J=no J=no J=no

= (X =€) Yn = Yny) <Xn —%Xny <(X+ENYn —Yny) |:¥n

j(x—f)(l—ﬁ%ﬁ<x—”<(x+£)(1—&)+xﬂ

Yn Yn In In In
no fest und y,, — 0o = %,/ , Yno/¥n — 0. Durch Limestibergang fiir Teilfolgen von (x,/y,) die
gegen liminf(x,/y,), limsup(x,/y,) konvergieren,

xX—¢€ <liminf Slimsupx—n <x+¢
Yn Yn
€ beliebig = liminf(x,/y,) = limsup(x,/y,) = x, d. h. (x,/y,) konvergiert und lim(x,/y,) = x.
2. Fall: (x,+1— x,)/(yn+1—yn) — 00, n — oo. Fiir M > 0 beliebig, gibt es ng = n(M) € N sodass
fir n = ng gilt x,+1 — yn > M(y5+1 — ¥»). Durch Summation von n¢ bis n wie oben,

Xn —Xng >M(yn_yn0) |1y, >0
Xn

X X X
=X %m0 = 20 S liminf Y = M = lim 2 = co.
Yn Yn Yn Yn Yn
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3. Fall: (x,,+1 — x,)/(Yp+1 — ¥n) — 00, n — 0o behandelt man analog.

(1) Fir x, =a™ ,y, =n ~

0, 0<ac<1
1 A+l xn—hman(a—l):
Yn+1—Yn oo, a>
=lim— =

FﬁI‘xn =1P +2P+...+np’yn :np+1 gllt

Xn+l—Xn _ (n+1)? np+(ll’)np—1+,,, 1 Xn 1

—_— —

= = —_— fn .
Yo+l —Yn (n+1)Pt1_pp+l (Pirl)np.g_(l’;l)np—l.;_... p+1l 'y, p+1

+ +---+ fa— +---+ +---+
Letztlich (1 + x5 *n+1) = (41 *n) =Xx,+1 also limu =limx, .
(n+1)-n n
Aufgabe 2,57 (i) Wir zeigen limsup {/a, < limsup ag:l =:a. Falls a = oo O.K. Falls a € R sei

€ > 0 vorgegeben. Es gibt hochstens endlich viele Glieder von (a,+1/a,) groBBer als a +¢, d. h. es

gibt ein n¢ € N mit #22 < g + ¢ fiir alle n = n,.
n

2
S apr1<@+E)an,, ap,+2<(@+ée)an,+1<(@+e)ay,

Durch Induktion a1, < (a +¢&)Pa,, fir p €N, oder a, < (a +¢)" a,, fiir n = ng. Es folgt:

Van < (/(a +e) g, = (/(a +e)a, (a+é).

Nun gilt: limsup(x, y,) <limsupx, limsupy,, also

limsup {a, <limsup {/(a +&)™a,(a+e)=a+e¢

weil {/(a +¢€)"™a,, — 1,n — oco. Da € > 0 beliebig ist ~~ limsup /a, < a.
(i1) (a) Wahle a,, = n!.

n" aps1 (+ D™ Al (m+1)” 1\n
b = —_— = —_— = = 1+— —_— — .
() ay n!’ a, n+1VY n» nn ( n) & e
"V(n+ 1! 3 “Yim+1D)! n n+l 1

— ~.e-1=1, n— oo (nach (b)).
Y n+1 Vol n €

Aufgabe 3.5.31 Mit der Eulersche Formel (3.12), der Funktionalgleichung der Exponential-
funktion (3.5) und mit dem Tipp gilt

cos(z +w) +isin(z + w) = exp (i(z +w))

(c)

n

=exp(iz)-exp(iw) =(cosz +isinz) (cosw + i sinw)
=coszcosw —sinzsinw + i(coszsinw + sinz cosw)
Analog gilt
cos(z +w)—isin(z + w) =exp (—i(z +w))
=exp(—iz)-exp(—iw) =(cosz —isinz) (cosw — i sinw)
=coszcosw —sinzsinw — i(coszsinw + sinz cosw)

Hier wurde benutzt, dass cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz. Addiere bzw. subtrahiere die Glei-
chungen ~~ 1. bzw. 2. Behauptung.
(b) Berechne

1 1 1
cos’z+sin?z = £ (©xXp(212) + 2+ exp(~2i2) + 5 (exp(2iz) 2 + exp(-2i2)) = 1 (2+2) = 1.
l

a) . .
cos2z @ cos?z —sin?z = 2cos’z —(coszz +sin? z2)= 2cos?z—1
also 1 1
z z +cosz L0z z —cosz
cosz=2c0s’=—1 ~» cos?==———" ~s gin?= =1-cos’ == ——~
2 2 2 2 2 2
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(c) Es gilt
@ Z+w z-w | z4+w . z-w
coSz = COoS cos —sin sin
2 2 2 2
@ Z2+w —-z+w | z+tw | —z+w
COSW = COS cos —sin sin
2 2 2 2
z+w  z—w . z4+w | zZ—-w
=cos cos +sin sin
2 2 2 2
Addiere die Gleichungen ~~ 1. Behauptung. Aullerdem
L @ Etw . z-w . z+w  z-w
sinz = cos sin +sin cos
2 2 2 2
. @ ztw . —z+w+ . zZ+tw —-z+w
sinw = cos sin sin cos
2 2 2 2
z+w , z—w |, zH+w  z-w
= —cos sin +sin cos
2 2 2 2

Addiere die Gleichungen ~~ 2. Behauptung.
Aufgabeld.6.1l (a) Sei zg € C und £ > 0. Fiir z € C gilt
|22 — 231 = |2 — 20| 2% + 220 + 25| < |2 — 20l (12 + |2] - |20| +|20/%) < |2] - z0[(|2] + |20])?

und |z| = |z — zo + 20| < |z — 20| + 20| also (2] + |20]?) < (|2 — 29| + 2|20])2. Fiir § < 1 gilt |z — z¢| <
8= (Iz] = lzoD) < 1= (2] + |20/2) < (1 +2|20])%. Wihle & = 6(¢, z0) := min{l,m}. Dann gilt
2% — 23] <12 — 20l(1 +2l20)” < g7 @lzol + 1)? = ¢ fiir alle |z — 20| <&.

(b)Z.z 3 eg V6 >0 3z =2(0)mit |z| < und |f(2)— f(0)] = 9. Wahle g9 = 1. Sei § > 0 beliebig.
Wihle n € N mit £ < & und setze 2(5) = 1. Dann gilt |2 — 0] < § aber |f(2)— £(0)| = |f(2)| = % =
1>1.

(c) Sei € > 0. Wahle 6 = e. Fir |2 <& gilt [£(2)~ £(O)] = |f(2)] = B2E < L = 1) < ¢ (weil
|[Rez|<|z|).

Aufgabe (a) Funktionalgleichung der Exponentialfunktion exp(z + w) = exp(z) - exp(w)
impliziert durch Induktion exp(nz) = exp(z)* fir n € N. Daraus folgt mit nz = w: exp(w) =
exp(%w)”. Ist w € R, so exp(w) > 0 und exp(%w) ist die n-te Wurzel von exp(w): exp(%w) =

Y exp(w). Also exp(%w) = exp(%w)m = {/exp(w)™. Fir w =logx ~~ xn = Y/ exp(logx)m = (Yx)™
und das ist genau die Definition[1.5.8
(b) Es gilt

(xy)? = exp(zlog(xy)) = exp(zlogx + zlogy) = exp(zlogx) - exp(zlogy) = x* - y*

also

¥ = expl(z + w)logx] = exp(zlogx + wlogx) = exp(zlogx) exp(wlogx) = x*x%*
und
a)z

(x®)? = exp(zlog(x®)) z exp(zalogx) = x%*

wobei (x): x% = exp(alogx) also log(x?®) = alogx. Aullerdem
x> 1= log(x) >log(1) = 0 = blog(x) > alog(x) = exp(b logx) > exp(alogx) = x® > x°
und

0
x<y=logx <logy S alogx <alogy = exp(alogx) < exp(alogy) = x% < y®.

Aufgabe Wir konstruieren eine Intervallschachtelung I,, = [a,,b,] mit f(a,) <y <

f(by,)und b, —a, = bz_n“. Setze 1o =[a,b]. Sei I,, gegeben, ¢, = %. Definiere

[an,cn,] falls y<f(cy,)
n+l=
[c,,b,] sonst

Sei x =n1i_>rgoan = r}l—>ngobn Dann f(x)= r}i_)rgof(an) =n1i_>rgof(bn):' f@)<yund f(x)=y.
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Aufgabe Stetigkeit in (a) und (b) ist klar (da Einschrinkungen stetiger Funktionen
stetig sind-Satz [4.1.3).

(a) Wir zeigen, dass sinh : R — R streng monoton wachsend ist: Da exp : R — R, streng
monoton wachsend ist (Satz [4.3.4), gilt fiir x < y:

1 1
sinh(x) = §(exp(x) —exp(—x)) < §(exp(y) —exp(—y)) = sinh(y)

(es ist exp(x) < exp(y),exp(—x) > exp(—y)). Insbesondere ist sinh : R — R injektiv. Wir zeigen,
dass sinh : R — R surjektiv ist; sei y € R. Weil exp : R — R, surjektiv ist und streng monoton
wachsend, gibt es x; > 0 mit %(exp(xl) —1)>|y| also auch

. 1
sinh(x1) = —(exp(x1) —exp(—x1)) > [yl
2 — L
<1
und sinh(—x1) = —sinh(x7) < —|y|.
Zwischenwertsatz[4.3.1] ~ es gibt x € [—x1,x1] mit sinh(x) = y.

(b) Fiir x = 0 gilt
2 4

x° x
coshx:1+2—!+z+...>l

also ist das Bild von cosh|jg o) in [1,00] enthalten. Es gilt cosh0 = 1. Sei y € (1,00) und wéhle
x1 > 0 mit exp(x1) > 2y. Dann auch cosh(x1) = %(exp(xl) + exp(—x1)) > %exp(xl) > y. Zwischen-
wertsatz[4.3.1~ es gibt x € (0,x1) mit coshx = y ~> das Bild von cosh|(g o) ist (1,00).

Wir zeigen, dass cosh : [0,00] — [1,00] streng monoton wachsend ist. Voriiberlegungen: 1 <
u<v:>u+%<v+%,dennv+%—u—%=v—u—%<v—u—%=0.
Also fiir 0<x <y : 1<exp(x) < exp(y) und

cosh(x) = %(exp(x) + )< %(exp(y) + ) = cosh(y).

exp(x) exp(y)

Andere Moglichkeit: Benutze sinh(x) = %(exp(x) —exp(—x)) > 0 fiir x > 0 also sinh? 10,001 Streng

monoton wachsend und cosh?(x) = 1 + sinh? x.

Aufgabeld.6.17 (a) Es gilt p(0)=a(<0. Fiir x =1 ist

-1 -1
p(x) > anx” —la,_11a" " —...~lagl = anx” —(lap_1]+... +laghx™ " >0,

falls x > Ian_1|+...+|a0| )

Qn
Insbesondere gibt es x; > 0 mit p(x1) > 0. Da p stetig ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz: Es
existiert x € [0,x1], p(x) = 0. Dieses ist > 0 wegen p(0) <O0.
(b) Sei f :[0,00] — R, f(x) = exp(x)—x2—2. Es gilt £(0) = —1 < 0. Fiir x > 0 ist f(x) > %—x2—2 >
0 falls x > max({1, %}. Insbesondere gibt es x1 > 0 mit f(x1) > 0. Da f stetig ist, folgt mit dem
Zwischenwertsatz, dass es x € [0, x1] existiert, mit f(x) = 0. Wegen f(0) <0 ist x > 0.

Aufgabe Sei 0.B.d.A. f monoton wachsend. Falls f monoton fallend, betrachte man
g:=-—f.

(a) Die Menge {f(y) | ¥ € (a,x)} ist von f(x) nach oben beschrinkt. Damit existiert [ :=
sup{f(¥) |y € (a,x)} und I < f(x). Wir werden zeigen, daB3 [ = f(x—).

Sei (x,) eine in (a,b) gegen x € (a, b) konvergente Folge fur die gilt Vn e N: x, <x.
Behauptung: (f(x4)),
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Nach der Definition des Supremums gibt es ein y € (@,x) mit [ —e <
f(y). Da (x,) konvergiert gegen x, gibt es ein n(¢) ab dem fiir alle n = n(e) gilt y < x, < x.
Aufgrund der Monotonie von f gilt dann auch f(y) < f(x,), unddal—-e < f(y) gilt auchl—e<
f(x,). AuBBerdem ist f(x,) <[, damit natirlich f(x,) <[ + ¢, also folgt:

konvergiert gegen [.

—e<flxp)—l<e = |f(xy)-1ll<e

Damit konvergiert (f(x,)) gegen [ =: f(x—). Der Beweis fir f(x+) =inf{f(y) | y € (x, b)} verlauft
analog.
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(b) Richtung ,—*“: Sei f stetig an der Stelle x € (a,b). Fiir jede Forlge (x,) in (a,b) mit Grenz-
wert x gilt daher, dass (f(x,)) den Grenzwert f(x) besitzt, so also auch die Spezialfille davon
mit x, < x bzw. x,, > x fiir alle n, damit ist f(x—) = f(x+) = f(x).

(b) Richtung ,<=“: Sei f(x—) = f(x+). Nach 2a gilt:

f(x=)=sup{f(y) |y €(a,x)}

fx+)=1inf{f(y) | y € (x, b)}

Da f monoton wachsend, gilt damit f(x-) < f(x) < f(x+), folglich f(x) = f(x—) = f(x+).

Sei (x), x, € (a,b), konvergent gegen x. Sei N.:={neN|x, <x}, N> :={n e N|x, > x} und
N_:={neN|x, =x}. Dannist N= N_.UN-UN-. Sei € > 0. Dann existiert es n1(¢) derart, dass
aus n>n1(e) und n € N,

If Cen) = F) = 1f(x,)— fx-) <€.

folgt. (Die Menge {n > n1(e)} N N< konnte leer sein, wenn N endlich ist.) Analog existiert es
no(e) derart, dall aus n > ngo(e) und n € N,

If Cen) = F0) = If () — flx+) < €.

folgt. (Die Menge {n > na(e)} N N< konnte leer sein, wenn N endlich ist.)

Wegen N =N, UNs UN_ gilt nun |f(x,) — f(x)| < € fiir n > max{n(e),nq(e)}.

(c) Fir jede Unstetigkeitsstelle x von f gilt f(x—) # f(x+). Betrachte zu diesen x nun die
Intervalle I, := (f(x—), f(x+)), welche damit nichtleer sind. Da f monoton, sind diese Intervalle
I, alle disjunkt: Seien x; < x2 zwei verschiedene Unstetigkeitstellen und y € (x1,x9), es gilt
wegen Monotonie:

flx1+) =inf{f(2) | z € (x1,b)} < f(y) <= sup{f(2) | z € (a,x2)} < f(x2-).

Damit sind alle ¢; € I, kleiner als alle t3 € I,,.

Nach Satz (Dichtheit von @ in R) enthélt nun aber jedes Intervall I, eine rationale
Zahl g, und da alle I, disjunkt sind, sind alle g, voneinander verschieden. Die Menge der
rationalen Zahlen ist abzdhlbar, und da jeder Unstetigkeitsstelle eine andere rationale Zahl
zugeordnet werden kann (d.h. die Abbildung ist injektiv), ist die Menge der Unstetigkeitsstel-
len demnach auch abzéhlbar. Il

Aufgabed.6.12) (a) Fiir ¢ € R gilt |e’| = |exp(it)| = |cost +isint| = Vcos2t +sin®¢=1.

(b) |n¥| = n®¢s > 1 fiir n > 1, wenn s’ € Q mit 1 < s’ < Res. Wir wissen schon, dass die Reihe
Y1 n~% konvergiert. Sie ist auch eine Majorante fiir Yn>1n"°. Letztere ist also absolut kon-
vergent.

(c) Es gilt

1

Res 1+¢
zn n1+s

seD,=|n°|=n

= |fzllp, <

also ¥ ,>1If»lp, hat die konvergente Majorante Y ,,~; # . Somit ist }_,,>1 [l f»llp, konvergent,
d.h. ¥, >1 fnlp, konvergiert normal. Aus dem Satz [4.2.5] folgt, dass >0 ; fx|p, ist stetig, und
somit ist auch {|p, stetig.

Fiir s € C mit Res > 1 ist B%(s) CDRe;—l ; folglich ist {|p,, , stetig, also { ist stetig in s.
2

Aufgabe 5.7.3. Laut Beispiel (2) gilt (x?) = zx?~! fiir alle x € R* und z € C. Screibe
f(x) = Slixx — sinx-x"3. Da sinx differenzierbar ist und v« differenzierbar auf (0,00], ist f
differenzierbar und die Ableitung ist (Produktregel):

_3 . _1
f’(x):—éx 2sinx+x" 2 cosx



ANALYSIS I-1II, 2011/2013 241

Offenbar ist also auch f’ differenzierbar, also ist die zweite Ableitung (Produktregel und Li-
nearitat):

" 3 _5 . 1 s 1 s -1
f (x)=1x 2s1nx—§x 2cosx—§x 2cosx—x 2sinx

3 _s _1) . _3
= Zx 2 —x 2|sinx—x" 2cosx

Setzt man dies nun in den linken Term der Behauptung ein, erhilt man:

1
F(x)+ ;f’(x)+ 1- —)f(x)

3 _s _1) . _3
= Zx 2 —x 2 |sinx—x" 2 cos

1( 1 _s . _1 )
+—|—=x"2sinx+x 2cosx
x\ 2
1 ) _1
1-—=|sinx-x 2
4x2
(3 IO TP P B §)
=|-x2-x2—-——x x 2——x 2|sinx
4 2 4
3

3 _
+(—x"2+x" 2)cosx

=0

Aufgabe 681l Sei ¢, :[1,0]1— R, @n(x) = b~ auf (b5 ,b%), k=1,...,n und ¢,(1) = 1. Dann
gilt fiir n — oo:

If =al =max{1-do do— L o) = 1-dn~1-1=0

Also

f fdx= hm (pndx— hm [(bl/”—l)bl/n .+(br —bnn;l)bn%]

1— -1/n —l/n_l
~ lim [(1 by 4y (1-b n)] 11mbf:—limb -
n—oo = n—oo =
n n
b -1od B
__3161_1% " _—a(b ) ,—g=—(-b"*logb)| _, =logb.

Aufgabe 682 Es gilt —L-(1* + 2% + ..+ nh) = L[(1)F + (2)F + ...+ (2)"] = /i @ndx, wobei

n n n

Plnt my = () fiir m = 1,...,n und ¢,(0) = 0. Sei £ :[0,1] = R, f(x) = x*. Dann ||f - ¢, =

max{(l)k—O,(g)k—(l)k,...,1 (”_1)k} 1- (”_l)k—>0 fiir n — oo. Die Definition des Integrals

n n n
— 1 k+1
impliziert lim,, _.o fo Qndx = fo fdx = 1Y |0 k+1

(b) m+---+ﬂ:%(ﬁ+---+l+—ﬂ):f1 @ndx wobei ¢, : [1, 2]~[Rz<pn(x):L fir x € (1+
mT_l,l‘F%] und (Pn(l)z 1 Self[].,Z]_’[R, f(x)_ - Danngllt ”f (Pn” _max{l n+1’ ’2nn—1_
%}:1—#—»0,71—»00. Folglich

2

} 1 1 . 21 2
rllLrgo(m+...+%)_’lllrgo ) (pndx—j; ;dxH—Slogx|1—log2.

Aufgabe (a) Die Funktion arcsin ist differenzierbar auf (-1,1) und arcsin’x =

1-x2°

Durch partielle Integration folgt (v’ = 1, v = arcsin)

farcsinxdx:fl-arcsinxdx:xarcsinx—fxarcsin'xdx

dx=xarcsinx+V1-x2+C

=xarcsinx —

x
V1-—x2
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Aus Aufgabe B5.7.7 folgt, dass f :[-1,1] — R, f(x) = xarcsinx + V1 —x2 differenzierbar und
f' = arcsin auf [-1,1]. Der Hauptsatz ergibt f11/2 arcsinxdx = (xarcsinx+v'1— x2)|}/2 =2- %% +
0—¥3_51_y3
4 ~127 72
(b)
1
flog2xdx=fl-longdx=fx'longdx:xlog2x—f2xlogx-—dx
X
= xlogZx - Zflogxdx = x? logx — fo' logxdx
1
= x210gx—2xlogx+2fx-—dx = xlog?x — 2xlogx +2x + C
X
= f%log2 xdx = (xlog? x — 2xlogx + 2x)|§ =2log?2-4log2+2=2(1-1og2)? = 210g2(§).
Aufgabel6.8.71 1. Gleichung: OBdA sei & # 0. Dann

2n 1 1 2n
f sin(kx)sin(lx)dx = —— cos(kx)sin(lx)|g” +—f cos(kx)cos(lx)dx
0 — N k ) k 0 \—————

u'(x) v(x) u'(x) v(x)

-0
l . 27 l2 2n . .
= ﬁsm(kx)cos(lxﬂ0 +ﬁf0 sin(kx)sin(Ix)dx

J

-0
Also (1- }i—Z) f02” sin(kx)sin(lx)dx =0 und da 1 - ,i—zz # 0 folgt die Behauptung.

2. Gleichung folgt aus der Rechnung (s.0.) und der 1. Gleichung.
3. Gleichung:

21 1 l 27
f sin(kx)cos(lx)dx = —— cos(kx)cos(lx)|§” -— f cos(kx)sin(lx)dx
0 ~ N k | k 0 S—\—
=u'(x) =v(x) " u'(x) v(x)

=0

l . . 2 l2 2n .
=3 s1n(kx)s1n(lx)|0 +ﬁj(; sin(kx)cos(lx)dx

=0

Also (1- }i—Z) f02” sin(kx)cos(Ix)dx=0und da 1 - }é—z # 0 folgt die Behauptung.

y y
Aufgabel6.88 n=1:[f(x)dx=3 [1-f(x)dx.
0 0

n~»n+1:
n Y2 Y1

y y

1
ff---fff(x)dx dyl---dyn:7f(y—x)n_1g(x)dx
J J n-1)!J) —u—~

0 u'(x) v(x)
S —
=:g(y1)

y
S D WO SN L (ONE AP
_(n_l)![ Ly-0"g@)|] Of( 1)y — 2 g (o)

Y
1
- f(y — %) f(x)dx.
n:
0
Aufgabel6.8.9) (a)(i)

a a
v u' v

1 b )
e cosbxdx=— e**cosbx+— | e** sinbxdx
~ —— —
ul

1 ax b ax b2 ax
=—e"cosbx+— e cosbx—— | e**cosbx dx
a a? a?

b2 1
— (1 + —z)f e cos bx dx = —z(aeaxcosbx+beaxsinbx)+C
a a
ax

:>fe‘”‘cosbx dx = e—(acosbx+bsinbx)+C
a?+ b2
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(ii)

1 . .
feaxcos bx dx = 2 f(e(“”b)x + @iy gy

N N S P SR SR G O
2 a+1ib 2 a—-1ib
1 eax . .
=2 m[(a —ib)e* + (a +ib)e 0%

ax
= ———(acosbx+bsinbx)+C
a?+b2

(b)(®)

fcos(logx)dx:f\l/cos(logx)dx

u' v

= xcos(logx) + f xsin(logx) - % dx

= xcos(logx) + xsin(logx) — f xcos(logx)- % dx

ES f cos(logx)dx = g(cos(logx) +sin(logx)) + C
(i1) Substitution y =logx, dy = %dx:

ey

1
fcos(logx)dx:fxcos(logx)-—dx:feycosy dy(:)—(cosy+siny)|
X a

2 y=logx

= g (cos(logx) + sin(logx)) + C

Aufgabel6.8.10l (a) Siehe Konigsberger, §11.4 , Bsp. 3.

(b) Sei
2
Filaa~®, fw=b1- ()"
a
a a 2 1 .
f f(x)dx=bf \/1—(—) dx=abf 1-y2dy=—ab.
e —a a -1 2

Dann

243

Dabei wurde die Substitution y = = = ¢(x),¢ : [-1,1] — [-a,a] benutzt, wobei dy = %dx. Der

a

Flacheninhalt der Ellipse ist also 7mab.

Aufgabel6.8.11l (a) Betrachte ¢:(0,1) — (—00,0), ¢(x) =logx und f : (—00,0) — (—00,0), f(y) =

;%. Dann gilt ¢'(x) =1 und [ f(y)dy =log(-y) + c. Nun ist (f o p)(x)¢'(x) = 2 also

xlogx

1
fxlogxdxsz(y)dy|yzlogxzlog(—y)|y:10gx+Czlog(—logx)+C.

(b) Es ist Arsinh :=sinh™!. Da sinh’ = cosh und cosh? — sinh? = 1 gilt
1 1
cosh(Arsinhx) /14 x2

. . . _ _ _ . _dy .
Mit der Substitutionen y = 6x, dx = 6dx und v = Arsinhy, dv = Vit gilt

Arsinh(6 9 /[Arsinh 3
fg rsm(x)dx:f_ rsin ydy| Z—fﬁdv
1+ 36x2 6\ 1+y2 y=6x 2

=32 , +C = Arsinh(6x)*2 + C.
v=Arsinh(6x)

(c) Mit der Substitution y = v/, dy = 2—53_6 folgt

Arsinh’x =

v=Arsinh(y)=Arsinh(6x)

1 1
fmdx=fm2ydy|y:ﬁ=2arctany y:ﬁ+c=2arctan\/a_c+C.
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(d) Mit der Substitutionen y =tanx, dy = und v = —y, dv= bdy gilt

cos2

f dx f 1 dx _f dy |
a2cos x+b2s1n2x cos2x a2+b2tanx J a2+ b2y2ly=tanx
1 a 1
—f = ] c— 2alv
1+(2 y)2 y=tany bJ 1+v

1
vt tans = arctan( tanx) +C

Aufgabel6.8.170 Wir wissen aus (6.5), dass

2n-3 2n-5 1z
Top_o= 5 213 3
(15.3) n n

Topi1= -
= on+1 2n—1 3

Aus der Definition (6.6) folgt
2.24.-4 2n-2n

e S o LSS W | on+1
“n=3355 @niDentn 2ntU= L@t ),

und
_2-2 4-4 2n-2)-2n-2) 1 1 1
“rlTT133 7 @n-3)2n-3) 2n-1 2 .4 2n-1'
Mit der Substitution x = ¢(¢) = sint, ¢ : [0,%] — [0,1] folgt
/2

f(l xz)”dx—f(cos t)'costdt =Iop.1.

Sei ¢ : [€,5] — [0,cotel, p(¢) = cott wobei £ > 0. Dann ¢'(¢) = t= m2t .
Sei f:[0,cote] = R, f(x)=(1+x2)"". Die Substltutlonsregel erglbt
¢(n/2) /2 /2 1 /2
f f(x)dx f(fo(P)(t)(P (t)dt_ f(l+c0t2 t) n (— 5 )dt: fs]n2n 2tdt
sin“¢
@(e) €
Nun gilt fw((g/m f)dx=— 2, fx)dxalso [f°* f(x)dx = f”/2 sin?*~2¢dt und durch Limesiiber-
gang € — 0 folgt
cote /2 /2
f f@)dx=lim f f@)dx=lim sin®" 2¢dt = f sin®* "%t dt
€ 0
/2 /2
AuBerdem f sin®t dt = f sin*(Z —v)(—dv) = [ cos*vdv (Substitution v =% —¢,dv = —d¢).
/2 0

Aufgabem (a) Sei £ > 0 vorgegeben. OBdA ¢ < 1. Dann gilt: Falls x € [0,€] : |f,,(x)| = |x(1 -
x)"| < |x| <€ fiir alle n falls x € [e,1] : |[fn(x)] = |[x(1—x)"| = (1 —x)" <(1—-¢)". Dies ist < ¢ fir

n >loge/log(1—¢€) = ||fn - flijo.1) <€ fiir alle n > [10;2{1;55) +1.

(b) Fir x€(0,1): gp(x) =n x(1 —x)* — 0, fiir n — oo (in der Tat, lim,,_.,n q™ =0 fir |q| < 1;
Beweis: z.B. weil die Reihe }.7° 1 ng" konvergent ist ; dies folgt mit dem Quotientenkriterium,;
|q|n =(1+x)" = (5 ) = n(n D 2 usw.) Fiir x = 0: g,(x) = n-0-

1 =0 fir alle n; also punktweise Konvergenz. Wiirde (g,,) gle1chmass1g gegen die Nullfunktion
konvergieren, so gelte auch : maxg, = ||g,llp — 0 (g, = 0). Es ist aber z.B. gn(%) = n.%.(l_%)n =
1- %)” — e ! also gibt es N € N, mit maxg, > 2i fir alle n = N also maxg, - 0.

2

oder schreibe Iqll =1+x,x>0;dann

@x=02>h,(x)=0; x#0=> h,(x)= ;nx2 e ”x2—>0,n—>oowei1y=nx —oound ye™ — 0

fiir y — oco. Also h, — 0 punktweise.
(d) Wir bestimmen die Extrema von h,: k) (x) = ne " —on2 x2 o7 = (1 -2x2n)ne "

Auf (—00,1/v/2n) nimmt 4, ihr Minimum in —\/% und hn(—\/%) <0.

1y o (_Lly__ [0 ,-12
Auf(\/_n,oo) ist A, >0=>min A, =h,( \/_)_ \/ge .
Analog maxh, = \/; V2. Also [lhylg = \/— -1z,
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o Ist I ={0} so konvergiert (h,) gleichméaBig auf I gegen 0.
e Ist 0 € I # {0} so konvergiert (h,) nicht gleichméifBig auf I, denn fiir n grof3 genug

1/vV2n €l oder —1/v2n el also ||h,l1 = \/g e V2 und \/g e 12 — 00, — 0O.

e Ist 0 ¢ I so konvergiert (h,) gleichméBig: sei a = minl > 0; fir alle n mit 1/v2n < a ist
h!, <0 auf I, also wegen h,|g, >0 gilt |, |1 = An(a) — 0, fiir n — co. Falls b =max <0
so analog ||A,ll7 = |h,(b)| — 0,n — oo.

Aufgabel7.5.2] (a) Es gilt fiir n — oo

I(Fn+8n)—(F +@Np =1(fn = +@n—&lp=Ifn—Fflp+lgn—&glp—0

(b) Sei N € N so, dass ||f — fnllp < 1 fiir alle n = N. Deshalb |fllp < lfnllp +1 < oo also f
ist beschrankt. Es folgt auch, dass ||f,llp < [Ifllp + 1 fiir alle n = N ; also fir alle n € N gilt
Ifnllp =C:=max{|filp,--,Ifn-1llp,Iflp +1}. Analog ||gllp < oco. Nun gilt:

Ifngn—f&lID=1fngn—fng&+fng—F&lID=Ifr(gn—8)+(fn—1)glD
<\Ifulpllgn—&lp+IIfn—Flp lglp

<Clgn—glp+Ifa—Flplglp —0, fiirn—oo.
~ ~

Aufgabe[7.5.3] (a) Mit Hilfe der geometrischen Reihe

arctan’ x = = 1 =1-22+x*-x%+..., xe(=1,1).
1+x2 1-(-x2) ’ ’

Diese Reihe hat Konvergenzradius 1. Laut Vorlesung darf im Konvergenzbereich gliedweise

integriert werden. Also folgt fur x € (-1, 1):

X X X X X
farctan'tdxzf(1—t2+t4—t6+---)dt:f ldt—f t2dt+f tAdt—. ..
0 0 0 0 0

also
3 5 4T oo (21
arctanx—arc‘_csz:x—g +g—7 e =hz::1(—1)”2n+1-

(b) arcsin’x = \/11_7 =(1-x2)"Y2=B_1/9(—x2) (Binominalreihe mit | — x2| < 1). Also

X [-1/2

B_yp(-2h =Y ( )(— 2)k
ho\ &
1 (-3)(-32) ~H(=-3)-2)
=1+(= (2" + %(—agﬁ + % —x%)3 +

Mit dem gleichen Argument wie in (a) und arcsin0 = 0 folgt
1 #3 1.3 «® 135 &7

arcsinx=1+—-—+  —+ —+  — 4+ ——— . — 4
2 3 24 5 246 7
Aufgabel8.8.1 (M1) d(x,y) = max{di(x1,y1),da(x2, y2)} > 0 und
—_— ———

=0 20
d(x,y) =0 d(x1,y1) =0Ad(x2,y2) =0 x1 =y1,x0=y2 S x=y.
(M2) klar, da d1(x1,y1) und ds(xg,ys) symmetrisch in x, y sind.
(M3)
d(x,2)=max{d1(x1,21),d2(x2,22)}

< max{di(x1, y1) + d1(y1,21), dalxe, y2) + da(ye, 22)}

< max{di(x1, y1) + dalxg, y2)} + max{d1(y1,21),da(y2, 22)}

=d(x,y)+d(y,z2).
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Aufgabe Wir zeigen. dass || - |2 eine Norm ist. Eine Moglichkeit ist, ein Isomorphismus
M, .,(C)= c" zu wéhlen, z.B. A — (@11,...,810,890,.--,890,...,Qn1,- .-, 0ny). Mit dieser Iden-
tifizierung ist | - || einfach | - ||g auf C[Z”z, also eine Norm. Andere Moglichkeit: direkter Beweis
(d.h. Beweis fiir K™ wiederholen). Aus der Identifizierung folgt sofort (b) inklusive Vollstan-
digkeit (alles identisch mit (C", | - [l2)).
(b) Folgt aus 2)1zll1 < llzllz < llzll1 fir z€ K™, mit z = (o —a;j), 1=,/ =n.
n n 2 n n n n n

©IABIZ= ¥ | ¥ aubej| < X (X laal?)(X 1602 = X lawl®X byl = 1AI3 IBIZ, wo-

i,j=1k=1 (1) i,j=1 k=1 =1 ik=1 L,
bei bei (1) die Cauchy-Schwarz Ungleichung angewandt wurde.
(d) (M, (A), |l - ll2) ist ein Banachraum (weil = (C”z, [I-]l2), oder weil jeder endlich-dimensionaler
normierter Raum ein Banachraum ist). In jedem Banachraum ist eine normal konvergente
Reihe auch konvergent. Weil A% < A% (aus(c)) hat die Reihe Y =0 % A% die konvergente
Majorante Y ;¢ % A" (Exponentialreihe zu || A])).

(e) Betrachte den Gruppen- Isomorphismus
. a b . a -b
(C%,)— ({(—b a) .a,bE[R},-), a+lb;> (b a )
Wegen ¢(z*) = p(z)F folgt

(cos @ —sing

k
sing  cosg ) =¢p(cosp+1 sin(p)k = p((cosp +i Sin(p)k)

= Pleosky +isinky)= (sinkqo coskq

_ T _ginZ kn  _ginkn “1VId. k=27
SeiA:(O 1):(cos2 s1n2):>Ak:(cosk2ﬂ smk”z):{( Y 1d, J Daraus

coskyp - sink(p)

1 0 sing cosj sin®  cos (—1VA, k=2j+1
folgt
) =T " o + B E
exp(t O) exp(tA) k;ok! (O 1) (t 0) ( 0 _;_2' _g_{,; .
— 2! 4! 3! 5! _ (COSt _Slnt)
= [ gl
t—gt3+ &0+ 1-g?— 4t + sint  cos

(f) Wegen AB = BA gilt (A +B)t = '%0 (}J‘?)AjBk_j . Laut Vorlesung gilt der Satz iiber Cauchy-
Produkt auch in Banachalgebren. Déu"aus folgt die Behauptung wie fiir komplexe Zahlen, siehe
(3.5D.

Aufgabe (a) (f») ist Cauchy-Folge © Ve >0 3ng VYn,m =ng Vz € D : |f,(2) - fm(2)| < €.
Also (f,) ist Cauchy-Folge = Vz € D (f,,(2)), ist Cauchy-Folge = Vz € D Alim, o, f,(2) =: f(2).
Durch Limesiibergang m — oo in |f,(2) — fm(2)| < € folgt |f,(2)— f(2)| < € also Ve >0 Ing Vn =
ng 3z e D :|fy(2) - f(2)| <€, d.h. (f,), konvergiert gleichméaBig gegen f. Weil f,, stetig und
beschrankt sind, folgt, dass f stetig und beschrinkt ist.

(b) Nein. Gegenbeispiel wie im Tip; sei f, ist wie in Tip definiert. Sei € > 0 und N € N mit
N> % Fir alle m >n = N gilt:

a+b
2t

”fm_fnnlz |fm(x)—fn(x))dxs
atb_1 <1

I =

=

2
— <e
n

2|

also ist (f,,) Cauchy-Folge in (V| - ||1) aber nicht konvergent. Angenommen, es gébe f € V mit
| £ = frll1 — O fiir n — co. Wir zeigen f(x) = 0 fiir alle x € [a,%) und f(x)=1fiirxe (%,b].
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Sei x € [a, 2£2); angenommen |f(x)| = ¢ # 0. Dann 3¢ > 0 mit x + € < ‘”b

ye(x—ex+e)nla, %2) und falls n so groB, dass x +& < 252 — L il

und |f(y)| > % fiir alle

Vf = fuli = f F ) = Fa)ldy = f FOdy= e S 0,0 —oo.

(x—e,x+e)nla, L) (x—e,x+e)nla, 22)

Daher sollte f(x) = 0. Analog f(x) =1 fiir x € (%,b]. Das ist ein Widerspruch zur Stetigkeit
von f da (f(%—) =0#£1= f(%ﬂ)_

Aufgabe (a)

n n
2
||z||oo=max{||zl||,---,||zn||}~<\/z ||Zk||2=\/z max {llz1ll - I2al}* = V7 2o
k=1 k=1

Also erfiillen ¢,, = 1,C,, = y/n die Ungl. Diese Konstanten sind optimal wegen 1-[(1,0,-,0)lloc =
1=10(1,0,---,0)2 und [|(1,---, Dlle = vn = vnl1, -, Dlco.

n
(b) Mit Cauchy-Schwarz folgt [Izll1 = llz1ll+---llzxll = ¥ llzzll- 1< llzll2v/n also
k=1

1
\/_—”2”1 <lzllz = \/||21||2 +. izl < \/(IIZlII +.. 4 l2nlD? = N2l

und ¢}, = \/—, ¢!, = L erfiillen die Ungleichung. Diese Konstanten sind optimal wegen \/_ a,---, Dl =
V=11, ,Dlg und [(1,0,---,0)lg =1=1-]/(1,0,---,0)].

Aufgabe8.8.12 Es gilt
f71 stetig < VA c K abgeschlossen auch (f ~)"1(A) abgeschlossen (Satz 8.4.6)
< VA c K abgeschlossen auch f(A) abgeschlossen, da FH 1) =r@)

Sei A c K, mit A abgeschlossen. Damit ist A auch kompakt, da K kompakt (Aufgabe [8.8.17).
Also ist f(A) auch kompakt, da f stetig ist. Damit ist f(A) auch abgeschlossen, da Y Haus-
dorffsch ist (Aufgabe [8.8.11).

Fiir K nicht kompakt, bspw. K = R, findet man folgende Abbildung f : R, — R?:

(x,x) falls s €[0,1]
f(x):=4(1,3-2x) fallsse[1,2]
(2,-2)  falls s €[2,00)

x> x
Dies bildet R, auf f(R.) bijektiv und stetig ab (Skizze von f(R,)?). Nun ist allerdings die Folge

(— ——) 1m R? konvergent gegen (0,0), unter f~! ihre Bildfolge allerdings f~(x,) — co ¢
IR+, womit £ ! in diesem Beispiel nicht stetig ist.

Aufgabe (a) Behauptung: 3r >0:Vx e K :3i €1 :B,(x) c U;. Beweis: Angenommen, es
gelte das Gegenteil: Vr>0:3x€ K:Viel:B,(x)¢U;

Seir=1 dh.VneN:3x,eK:Viel:B, 1(xn) ¢ Ui

Wir haben hier also eine Folge {x;},en 1 in K, und da K kompakt ist, besitzt diese eine gegen
x € K konvergente Teilfolge {x,, }1en. Im folgenden sei {x,},en diese Teilfolge. Nun gibt es ig € 1
sodass x € U;,, und da U;, offen ist, gibt es £ > 0 mit B.(x) c U;,. Es bleibt zu zeigen, dass es
ein ng gibt, sodass Vn = ng: B1(x,) € B¢(x), denn damit wére Bi(x,) c U;,, womit wir einen
Widerspruch hatten. ' ’

Nun konvergiert {x,},en ja gegen x, also gibt es einen Index n/, ab dem alle x,, € B: (x) Des
weiteren gibt es n, ab dem fiir alle n gﬂt + < £. Fir alle n > max{n;,n;} =: n. gilt somlt fiir
beliebige y € B%(xn), dass

1
d(y,x) <d(y,x,) +d(xp,x) < — + £ ce
—_———r ~—\— n 2

1 <£
<n. b



248 ANALYSIS I-III, 2011/2013

Somit gilt ab diesem ng:=n., dass Vn =ngy:Bi(x,) < B.(x).

(b) Angenommen, die Behautung sei falsch. Wir wihlen x1 € K beliebig, x2 € K \ B,(x1),
x3 € K\ (By(x1) UB;(x2)) usw. Wir erhalten eine Folge {x,},en in K, die keine konvergente
Teilfolge hat: wegen d(x,,x,) = r fir alle m,n € N ist keine Teilfolge Cauchy-Folge. Somit
erhalten wir einen Widerspruch zur Folgenkompaktheit von K.

Aufgabe Zu zeigen ist, dass es x € S™ gibt mit f(x) = f(—x), also f(x)—f(-x) = 0.
Gesucht ist also eine Nullstelle von von A(x) := f(x) — f(—x) mit A : S” — R. Da die Funktion
h stetig ist und S™ zusammenhingend, ist auch A(S") € R zusammenhédngend. Es folgt, dass
h(S™) ein Intervall ist. Weil h(—x) = —h(x), gilt A(x),—h(x) € h(S™), also mus dieses Intervall
auch 0 enthalten.

Aufgabel9.8.1 (i) Auf R%\ {0} ist f eine rationale Funktion ohne Polstellen, also stetig. AuBler-
dem gilt x% + x% > 2x1x9 also

2 2
_ B | X1X5 X1X5 |
@)= FO) =1f ()] = |x% +x§| <| | =12

Betrachten wir auf R% die Norm || - loo - Sei € >0 vorgegeben. Fir [|x — 0o = l|x]lco <0 := € gilt
dann |xg| < x|l < € also |f(x)| < €. Dies zeigt, dass f auch in O stetig ist.
Seien x,y € R? beliebig gewihlt.
1. Fall: y =0. lim;_¢ f(x+t+)_f(x) =1lim;_.q w =0.
2. Fall: x=0.

_ flarty—f) .. fity) .. 1 tynt’y:  y1y?
lim———————————— =1lim—= =1lim =

m — =
=0 t =0t 0t 2yTe ety i)

3. Fall: x #0. Auf R? ~ {0} ist / durch eine rationale Funktion ohne Polstellen dargestellt. f ist
also differentierbar auf k2~ {0}. Sei x € R2~.{0}, y € R2. Dann ist d f (x)[y] die Richtungsableitung
im Punkt x in Richtung y d.h. d f(x)[y] = g(x, y). Weil df (x) eine lineare Abbildung ist, folgt die
Linearitat von y — g(x, y) fir x # 0.

Es ergibt sich also fiir g(y) : y — g(0, y):

) {0 firy=0
W= »yi .
prm fir y#0

Man erkennt also den Zusammenhang g = f. Fur Linearitiat miisste nun fiir alle a, 8 € R und
x,y € R? gelten: f(ax+ By) = af(x)+ Bf(y). Wahle a = =1, x = (1,0), y = (0,1), dann ergibt
sich:

1
flax+py)=f1, 1) =2 #0=71,00+f(0,1)=af(x)+Bf (¥

(ii) Die Stetigkeit beweist man wie in (i). Seien x, y € R? beliebig gewéhlt.
1. Fall: y=0.
[t ty) - f) £(ty) 1 3y3ty i ty}ye

li =lim—= =lim=—~"_ =lim————— =
=0 ¢ t—0 t ~0 ¢ thyt+12y2 =012yt 4+ y2

Insbesondere gilt g—;l(O) = %(0) =0.

3. Fall: x,y # 0. Dasselbe Argument wie im (i) zeigt, daB f auf R? < {0} differentierbar ist und
y — g(x,y) linear fiir x # 0 ist. Wir zeigen nun, dal3 f in 0 nicht differenzierbar ist. Nehmen
wir an, f wire differenzierbar in 0. Wegen g—jﬁ;(O) = g—jz(O) = 0 kann nur df(0) = 0 in Frage

kommen und nach der Definition der Differenzierbarkeit
f(hi,ho)

h hh)m(OO) B
1,112)— (U, 2 2
,/h1+h2

(15.4) 0.
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k f(h1,h2)

h2+h2

Wihlen wir nun Ag = h? in dem Ausdruc und lassen wir A1 — O:

2

h?’h2
= lim

Wm0 R b1 m Hzm

Das ist aber ein Widerspruch zu (I5.4) und beweist, daB f in 0 nicht differenzierbar ist.

Aufgabe Zu (a): Sei f wie in der Aufgabenstellung mit a # 0, dann gilt fiir einen kriti-
schen Punkt x¢ von f: 0 =d f(xg) = grad f(xg). Nach Eulers Homogenitéatsregel gilt nun:

af(xg) = (grad f(xg),x0) =0

Wegen a # 0 ist also f(xg)=0.
Zu (b): Wir zeigen zunéchst, dall a € Z .. Dafiir betrachten wir die Funktion g(y) = f(y,0,...,0).
Es ist g € C*°(R) und g homogen von Grad a. Nehmen wir an, a ¢ Z... Sei £ €N, £ > a. Dann
gilt fiir £ >0, y € R mit f(y) #0:

d_k(taf( ) = ta—kf( d_k _ p(k) ok

qtk )= »), 27 (F@y) ="y -y

Daraus folgt tkf(y) = F®(¢y)y*. Wenn t — 0, konvergiert die linke Seite gegen +oo oder
—oo und die rechte Seite gegen f*)(0)y*. Widerspruch! Es mu8 also a € Z, sein.

Wir zeigen, dal} f ein Polynom von Grad < « ist durch Induktion iiber a. Fir a =0 ist [
auf alle Strahlen {tx: ¢t > 0}, x # 0 konstant. Da f in Ursprung stetig ist, folgt dafl f auf alle
Geraden durch Null konstant ist. Damit ist f konstant auf R™.

a—1= a. Wir leiten f(tx) = t*f(x) nach 0/0x; ab und erhalten sofort, daB homogen von

Grad a —1 ist. Nach Induktionsvoraussetzung, ist j’: ein Polynom von Grad a — 1. Insbe-

sondere gilt D“(g—j;) =0 fiir alle i = 1,...,n. Daraus folgt D*"1f = 0 auf R™ und somit ist f ein
Polynom von Grad < a.

Aufgabel9.8.7l Zunichst bestimmt man die ersten partiellen Ableitungen: d1f(x,y) = ye*¥ +2x,
O0of (x,y) = xe*¥ + 21y . Dann wird die Hesse-Matrix berechnet:

2 _xy xy xy
eV +2 e +tuxye
Hy(x,y) = ( Y Y )

ey +xye®  x%2e* +21

Offenbar ist der Nullpunkt ein stationdrer Punkt und

2 1
Hf(o,O):(l 21)'

Die Eigenwerte v haben nun die Eigenschaft:

2-v 1
det( 1 2—1//1)_
— 2-v)2A-v)-1=0
= V2 (2+20)v+41-1=0

— 1+1+ [A2-21+2=v1,
~ O " bl
>

vi=1+A+V(A1-1)2+1 vo=1+1-V(A-1)2+1

Wegen A > 0 ist also stets v > 0. Zu untersuchen ist jetzt also das Verhalten von vs:

Es ist also

0=1+1-vV(1-12+1 < 1+1)°2=1-12+1 = A:i
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Folglich ist fiur A > % auch vg > 0, damit ist fiir 1 > % die Hesse-Matrix positiv definit, und es
liegt in diesen Fillen ein lokales Minimum bei (0, 0) vor. Ist 1 < %, so ist Hr(0,0) indefinit, es
liegt dann also kein Extremum bei (0,0) vor.

Im Grenzfall A = 1/4 gibt der Satz keinen Auskunft. Jedoch zeigt die Abschitzung

1 1
fae)=1+@+ o+ —1-xy) > 1+ + y)?

(wegen e*—1—s > 0), daB f(x,y) > 1 = £(0,0) fiir alle (x, y) € R? ist. Das heiBt f hat im Nullpunkt
ein globales Minimum. (Man kann zeigen, daf} (0,0) ein Minimum im strengen Sinn ist).

Bei der Suche nach weiteren stationdren Punkten stellt man zunéchst fest, daf3 aus 61 f(x,y) =
daf (x,y) = 0 folgt xye™ = —2x2 = =212, also x = —v/Ay. Als Bedingung fiir d;f(x,y) = 0 ergibt
sich

eV 2oV,
Diese Gleichung hat nur dann Lésung y # 0, wenn VA < 1/2 (d. h. A < 1/4) ist. Die positive
Losung n = \/—(log2v/1)/V/A fithrt, zusammen mit dem zugehorigen Wert ¢ = —V/An, auf zwei

in zweiten und vierten Quadranten gelegene Punkte (¢, 7). Fir die Berechnung der Deter-
minante der Hesse—Matrix setzt man in die zweiten Ableitungen den Wert 7 = 21/ ein, so
erhilt man D = 16v/AAn2 > 0. Damit hat f in den beiden Punkten ein lokales Minimum.

Aufgabe[10.5.1) Zu (a): Man zeigt, dass folgende Funktion f die Umkehrfunktion von f ist:

~ n ~ L X
f:R* = B1(0), f(x):= NiEzear

Dies kann man erreichen, indem man fof =id und f o f = id nachweist. Letzteres sei hier
vorgefiihrt, ersteres lduft analog:

f(x)
V1+{f (), f(x)

X

fof(x)=

X

A=) L+ (1= (x,x)) Lo, )

X
\/(1— <x,x>)-(}I§§j§§ + 1£x<’xx,>x>)
3 X
\/(1—<x,x>)'(ﬁx,x>)

=X

Als Verkettung bzw. Produkt beliebig oft differenzierbarer Abbildungen (/- und (:,-)) sind
f und f damit auch beliebig oft differenzierbar, f also ein Diffeomorphismus. Man berechnet
leicht

I—Z#lxg X1X9 X1Xn
2
_ XX 1-Y,0x% ... XX
Jp() = (L-la) 22 Zis2 % =
XpX1 XnX9 I—Z#nxiz

Zu (b): Nachdem in (a) bereits ein Diffeomorphismus f : B1(0) — R" gegeben ist, geniigt es,
einen Diffeomorphismus g : R* — (-1,1)" anzugeben, wodurch go f dann ein gewiinschter
Diffeomorphismus B1(0) — (-1,1)" ist.

Setze g(x1,...,x,) := 2/m(arctanx,...arctanx,). Bekanntlich ist der arctan beliebig oft diffe-
renzierbar, ebenso seine Umkehrabbildung tan auf dem offenen Intervall.
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Aufgabe [10.5.2] Zu (a) Die stetige Differenzierbarkeit folgt aus Existenz und Stetigkeit der
partiellen Ableitungen. Anhand der Jakobimatrix iiberzeugt man sich schnell von beidem:

cosfcos¢p -—rsinfcos¢p —rcosfsing
Jp(r,0,¢)=|sinfcos¢p rcosfcos¢p —rsinfsing
sin¢ 0 rcos¢
Zur lokalen Invertierbarkeit bestimmt man die Determinante der Jakobimatrix:
detJp(r,0,¢)= r2(cos? 0 cos® o+ sin? @ sin? ¢cosop+ cos? 0sin? ¢cosp+ sin? 6 cos® )
=r2cos c,[)(cos2 6 cos® b+ sin®@sin® b+ cos? O sin? b+ sin? 6 cos? b)
=r2cos p(a- sin? ) cos? ¢ + sin? 0 cos? ¢ + sin? O sin? ¢ + (1 — sin% ) sin? ¢)
=r2cos c,[)(sin2 b+ cos? b)
2

=r“cos¢

Es ist also detJp(r,0,¢) = r2 cos¢ # 0 genau dann, wenn r >0 und ¢ #n1/2+kn,k € Z.

Fiir diese Werte ist Jp(r,0,¢) invertierbar, folglich ist P dort lokal invertierbar. Die Berech-
nung von detJp wurde leichter in Beispiel [10.2.2(5) gemacht.

(b) Um die Inverse </ ;1 der Jakobi-Matrix zu bestimmen, berechnen wir zunichst eine Matrix
aus Unterdeterminanten von Jp:

r?cosfcos®¢p rsinf —rsingcosfcosp
—r?sinfcos?¢p rcosf rsingsinbcos

r2sin¢cos¢ 0 rcosZ ¢

Transponiert und mit entsprechenden Vorzeichen versehen, ergibt sich die Adjunkte

r2cosf cos? ¢ r?sin@ cos? ¢ r2sin¢cos
Jf, = —rsinf rcos6 0
rsin¢cosfcos¢p —rsingsinfcosg rcos? ¢

Skaliert man diese nun noch mit 1/detJp, so erhilt man J ;1:

cos¢pcosd sinfcos¢p sing

-1 _ _ _sinf cosf
JP - rcos¢ rcos¢ 0
__singcos  singsinf cos ¢
r r r

(c) Wir zeigen, daB P :(0,00) x (=5, 5) x(=3,5) — {(x,y,2) € R: x > 0} =: Uy bijektiv ist. Dafiir
zeigen wir, daf} die Gleichungen

(15.5) x =rcosfcos¢p
(15.6) y=rsinfcos¢
(15.7) z =rsin¢

eine eindeutig bestimmte Losung (7,0, ¢) haben fiir x > 0. Quadrieren aller Gleichungen, An-
wenden von sin?6 + cos?0 = 1 auf und Addieren der drei resultierenden Gleichungen
liefert

(15.8) re/a2+y2 422

Damit lasst sich (I5.7) nun sofort nach ¢ auflésen, da sin: (-7, %) — (=1,1) bijektiv ist. Man

erhalt
z

Vit y2+22
Schliefllich erhilt man 8, indem man (15.5) und (I5.6) nach cos6 bzw. sinf umstellt, und den
Quotienten bildet (da x # 0):

(15.10) 0= arctanz
x

(15.9) ¢ = arcsin
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Die Umkehrung lautet also:

. 2
P LU -U , P l(x,y,2) = | /22 +y2 +z2,arctanZ , arcsin ———
x Va2 +y2 422

Die Jakobimatrix ihrer Ableitung ergibt sich nun als:

X -y -z
Va2+y2422 Va2+y2+22 Va2+y2+22
-y X 0

Jp—l = 2+y? ryZ
—xz —yz x?+y?

@2+y2+22)/x2+y2  @2+y2+22)V/x2+y2 Va2 +y2(a2+y%+22)

Mit den Gleichungen (I5.5), (I5.6) und (I5.7) kann man hier nun die Richtigkeit von J, L aus
(b) iiberpriifen. Exemplarisch sei dies am ersten Eintrag der Matrix gezeigt:

x B rcosfcos ¢
Va2+y2+22  \/(rcosOcosd)? +(rsinf cosd)? + (rsin )2

_ cosfcos¢ =cosfcos¢

\/ cos2 0 cos? ¢ + sin? @ cos? ¢ + sin? ¢

Aufgabe
Die Ableitung in 0 bestimmt man wie folgt:

fO+h)-F£(0)

1
f’(O)Z}lli_I)I(l) Z}lli_r)r(l)(1+2hsinz):1

Fiir x # 0 lautet die Ableitung:

/ 1 of 1 1 1 1
['(x)=1+4xsin—+2x"| -—|cos— =1+4xsin——2cos—
X x X X X
Sei I c R ein offenes Intervall mit 0 € I. Um fehlende Injektivitéit in diesem Intervall zu
zeigen, betrachte die beiden Folgen:

4
a,=12rn) = fla,)=1+ o sin(27n)—2cos(2nn) = -1

bp,=Umn+2nn) = fl(by)=1+ sin(z + 27n) — 2cos(m + 27n) = 3

T +271n

Fiir hinreichend grofles i ist b := b; € I und fiir hinreichend grofles j ist dann I 3a;=:a <b.
Es gilt also 0 <a < b und f'(a) <0 und f'(b) > 0. Daher gibt es @’ > a mit f(a’) < f(a) und
b’ < b mit £(b') < f(b). Mit y := min{f(a’), f(b")} = f(c) (wobei ¢ = a’ oder ¢ = b’ nicht eindeutig
bestimmt sein muss) und damit a < ¢ < b, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein d € (a,c)
mit f(d) = f(b) (falls f(a) > f(b)) bzw. d € (¢,b) mit f(d) = f(a) (falls f(a) < f(b)), was die
Injektivitat widerlegt.

Den Satz iiber inverse Funktionen widerlegt diese Funktion jedoch nicht, auch wenn wegen
fehlender Injektivitdt keine lokale Umkehrabbildung existieren kann. Der Grund hierfir liegt
darin, dass die Funktion nicht die Voraussetzung des Satzes erfiillt, denn dafiir musste sie
stetig differenzierbar sein. Thre Ableitung in x # 0 ist aber wie schon gezeigt f/(x) = 1+4xsin % -
2cos%. Mit x,, = 1/n — 0 findet man eine Folge, mit der f'(x,) nicht konvergent ist, und damit
insbesondere nicht gegen f'(0), was die Stetigkeit von f’ in 0 widerlegt.

Aufgabe Hierfiir sind Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitdt von ~ zu zeigen.
Reflexivitit: Setze ¢ := v := Id, beides sind Diffeomorphismen mit wo fo¢~! = f. Folglich ist
f~f.

Symmetrie: Sei f1 ~ f2, es gibt also ¢ und ¥ mit den gewiinschten Eigenschaften und y o fj o
¢! = fy. Dann sind aber ¢! und y~! wieder Diffeomorphismen und es gilt 1o fao¢ = fi,
also ist fo ~ f1.
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Transitivitat: Sei f1 ~ fo und f2 ~ f3. Es gibt also ¢, ¥, 0 und 6 mit yo f; 0</)_1 = fo und
Oofaoo ! =f3. Dannist fo =0 1o f300 und damit fopo f1o(oop)™! = f3, womit f1 ~ fs.

Aufgabell0.5.6) Zu (a): Die Taylorformel liefert
1
(15.11) f@)= G-l g, g0 = g [ =0 Pt -anar.
A

Weil f® unendlich viel differenzierbar ist, ist g auch €, nach der Leibnizregel. Offensichtlich

1 1 f(k)(a) 1 1
_ L= 1By gy gt = f 1o pk-1lgs = = £k (o)
¢@= g [ 1-0F P@ar =I5 [Ca- ot e = 4 @
Zu (b): Definieren wir eine Abbildung bei @ durch
B g(x) 1/k
) = (x_a)(f(k)(a) )
g(a) . . o . ) . .
a #Ba) -k!'=1ist ¢ wohldefiniert als C* Abbildung. Dariiber hinaus gilt
a
, B g(a) | 1k B
w(a)—(—f(k)(a)-k.) =

also ¢ ist ein Diffeomorphismus. Mit der substitution y = ¢(x) erhalten wir aus (4)

1
fop l(y) = Ef(k)(a)yk-
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ANHANG A. VORBEMERKUNGEN ZUR AUSSAGENLOGIK UND MENGENLEHRE

Die grofien Fortschritte, die in der
Mathematik seit der Antike
gemacht worden sind, sind zum
wesentlichen Teil mit dadurch
bedingt, dass es gelang, einen
brauchbaren und
leistungsfihigen Formalismus zu
finden.

Hilbert&Ackermann

A.1. Aussagenlogik. In der Mathematik beschiftigen wir uns mit Aussagen iiber mathema-
tische Objekte.

A.1.1. Definition. Eine Aussage ist ein sprachlich und grammatisch richtiger Ausdruck, von
dem eindeutig feststeht, ob er wahr (richtig), bezeichnet w, oder falsch, bezeichnet f, ist. Wahre
Aussagen nennen wir Sdtze. Wahr und falsch heilen auch Wahrheitswerte.

A.1.2. Beispiel. A: 3 ist eine gerade Zahl.“ f
B: ,Es gibt unendlich viele Primzahlen.“ w (Satz von Euklid)

Die Klasse aller Aussagen zerfillt also in zwei disjunkte Teilklassen, die Klasse der wahren
und die Klasse der falschen Aussagen. Die Zweiwertigkeit besagt dabei lediglich, dass man von
jeder Aussage entscheiden kann, ob sie wahr oder falsch ist. Aussagen, deren Wahrheitswert
nicht bekannt ist, nennt man Vermutungen. So ist z.B. unbekannt, welchen Wahrheitswert die
Goldbachsche Vermutung hat:

Jede gerade Zahl > 4 lisst sich als Summe von zwei Primzahlen darstellen.
Aussagenvariablen stehen fiir nicht weiter spezifizierte Aussagen, die wahr oder falsch sein
konnen. Wir bezeichnen wahre Aussagen mit T und falsche Aussagen mit L.

A.1.3. Definition (logische Verkniipfungen, Formel). Aus den Aussagenvariablen werden mit
Hilfe von logischen Verkniipfungen kompliziertere Aussagen, genannt Formeln, aufgebaut.
Die logischen Verkniipfungen sind:

Verkniipfung | symbolisch | umgangssprachlich
Verneinung - non ; nicht
Konjunktion A und
Disjunktion % oder
Implikation = wenn , dann
Aquivalenz & genau dann, wenn

Im folgenden bezeichnen wir Aussagenvariablen mit A,B,... und definieren die folgenden

Formeln:
Formel symbolisch umgangssprachlich
Verneinung —A non (A); nicht A
Konjunktion AAB A und B
Disjunktion AvB A oder B
Implikation A=>B aus A folgt B; wenn A, dann B
Aquivalenz AeB A dquivalent mit B; A genau dann, wenn B

(i) Die Formel —A bezeichnet die Negation (das Gegenteil) von A. Wenn A eine wahre
Aussage ist, dann ist = A eine falsche Aussage; ist A eine falsche Aussage, so ist 7A
eine wahre Aussage.
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(ii) Die Formel A AB bezeichnet die Konjunktion der beiden Aussagen A und B. Die Formel
A A B ist dann und nur dann wahr, wenn A und B beide wahr sind.

(iii) Die Formel A v B bezeichnet die Disjunktion von A und B. Die Formel A v B ist dann
und nur dann wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen A und B wahr ist.
Insbesondere ist A v B wahr, wenn beide Aussagen A und B wahr sind. Man spricht
auch vom inklusiven Oder im Gegensatz zum exklusiven Oder.

(iv) Die Formel A = B bezeichnet die Implikation von A und B. Die Formel A = B ist
richtig, wenn A falsch (ex falso quodlibet) oder A und B richtig sind. Die Formel A = B
ist falsch, wenn A richtig und B falsch ist.

(v) Die Formel A < B bezeichnet die Aquivalenz von A und B. Die Formel A < B ist dann
und nur dann richtig, wenn A und B denselben Wahrheitswert haben, d.h. wenn A und
B beide richtig oder beide falsch sind.

A.1.4. Bemerkung. Eine Formel ist nicht einfach wahr oder falsch. Thr Wahrheitswert hiangt
davon ab, ob die Aussagenvariablen, die in der Formel vorkommen, wahr oder falsch sind. Das
ist dhnlich wie in der Algebra. Der Ausdruck (x + y)z hat keinen Wert. Erst wenn wir z.B. x
gleich 2, y gleich 3 und z gleich 4 setzen, wird der Ausdruck zu (2 + 3)4 und hat den Wert 20.

A.1.5. Bemerkung. Wir benutzen nur die Symbole ,=“ und ,<“. Fir ,A“ und ,v*“ benutzen
wir ,,und®, ,oder“.

A.1.6. Bemerkung (Bedeutung der Implikation). Nehmen wir an, dass der Professor zu den
Studenten sagt: ,Wenn Sie die Probleme korrekt 16sen, bekommen Sie den Schein.“ Falls die
Studenten zeitgerecht die Probleme korrekt 16sen und den Schein bekommen, hat der Profes-
sor die Wahrheit gesagt. Dies ist der Fall ,wahr = wahr®. Under welchen Bedingungen wiirde
man sagen, dass der Professor gelogen hat? Ganz klar: wenn die Studenten die Probleme kor-
rekt losen, aber keinen Schein bekommen. Das ist der Fall ,wahr = falsch“. Was kann man
sagen, wenn die Studenten die Probleme nicht korrekt 16sen? Entweder bekommen sie den
Schein (falsch = wahr) oder sie bekommen sie keinen Schein (falsch = falsch). In keinem der
beiden Fille kann man sagen, dass der Professor gelogen hat.

Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir folgende Konventionen:
o Das duflerste Paar von Klammern wird weggelassen.
o Die Bindungsstérke der logischen Verkniipfungen nimmt ab in der folgenden Reihenfolge:

[bindet stark] = A Vv = < [bindet schwach]

o Eine logische Verkniipfung mit niedriger Bindungsstéirke hat kleinere Prizedenz.
o Die Konjunktion (A) und die Disjunktion (V) sind linksgeklammert, die Implikation (=) ist rechtsgeklam-
mert.

Die nachstehenden Formeln werden daher wie folgt geklammert:

“AAB ist (mA)AB undnicht —(AAB),
AANB=CvD ist (AAB)=(CvD).

A.1.7. Definition. Die Zuordnung von Wahrheitswerten wahr oder falsch zu Aussagenvaria-
blen A,B,... heil}t eine Belegung dieser Variablen. Die Wahrheitswerttabelle einer Formel
gibt fur alle Belegungen der Eingéinge A,B,... die Belegung des Ausgangs an. Eine Wahrheits-
werttabelle fiir eine Formel enthilt fiir jede Aussagenvariable, die in der Formel vorkommt,
eine Kolonne, und in den Kolonnen werden alle moglichen Kombinationen von Wahrheitswer-
ten eingetragen.

Aus den Definitionen kénnen wir die folgenden Wahrheitswerttabellen bilden:

A | A
w| f
fl w
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A|B|AANB|AVvB|A=>B|A®B
w | w w w w w
wlf f w f f
flw| f w w f
fl1r| fr f w w

A.1.8. Definition. Eine Formel, deren Wahrheitswert fiir alle Belegungen der Aussagenva-
riablen immer falsch ist, hei3it Kontradiktion. Eine Formel, deren Wahrheitswert fiir alle
Belegungen der Aussagenvariablen immer wahr ist, heillt Tautologie oder allgemeingiilti-
ge Formel. Zwei Formeln A und B heilen logisch dquivalent, wenn die Formel A < B eine
Tautologie ist.

A.1.9. Satz (Aussagenlogische Gesetze). Die folgenden Formeln sind Tautologien:

(A1) AvT
AvlieA
AvVv-A (Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten)

(A.2) “(AA—-A) (Gesetz vom ausgeschlossenen Widerspruch,)
(7A) o A (Gesetz von der doppelten Verneinung)
(AAB)ACANBAC),

A.3) (AvB)VC o AVv(BVvC(C) (Assoziativgesetze)
AVvBAC)o(AVvB)AAV(O),

(A4) ANBVC)s(AAB)V(AAC) (Distributivgesetze)
“(AAB)< (0nAv-B),

(A.5) “(AVB) s (nAA-B) (De Morgansche Regeln)

(A.6) (A=B)o (nAVB)

Abschlussregeln:
A=>AVB), A=>B=>A), (AAB)=>A (Abschwdichungsregeln)
(A=>B)AB=>C))=>(A=>C) (Kettenschlussregel)

(A.7) ((A=B)ANA)=>B (Abtrennungsregel, modus ponens)

(A.8) (A=>B)e ("B>"A) (Kontrapositionsgesetz)

(A9) (A=>B)o(AA-B=>1)

(A=>B)AB=>-A (Gesetzzum modus tollens).

Ein Beispiel zu den de Morganschen Regeln: Die Negation von ,Ich bin schén und ich bin
reich“ ist ,Ich bin nicht schon oder ich bin nicht reich®. Die Aussage =B = —1A heifit Kontrapo-
sition von A = B.

Beweis: Betrachten wir z.B. die Abtrennungsregel. Wir konnen sie beweisen, indem wir die
Wahrheitswerttabelle erstellen.

A/ B|A=>B|AANA=>B)|(AAN(A>B)>B
w | w w w w
w|f| f f w
flw w f w
flr] w f w
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Da in der Kolonne fiir die Formel (A.7) immer der Wahrheitswert w steht, ist die Formel eine
Tautologie. Eine andere Moglichkeit ist, die Formel mit Hilfe der aussagenlogischen Gesetze
zu einer Tautologie zu transformieren. Es ist

(AA(A=>B))=> B iq. (AA(mA VvB))= B (nach (A.6))

(AA(mAVB))= B iq. ((AA-A) V(A AB))= B (nach (A.4))

((AA-A)V(AAB))= B i4q. (L V(A AB))= B (nach (A.2))

(LV(AAB))= B 4q. (AAB)= B (nach (A1)
Weil (A A B) = B eine Tautologie (Abschwichungsregel) ist und (A.7) damit #quivalent ist, ist
auch (A.7) eine Tautologie.

Wir erstellen die Wahrheitstabelle zum Kontrapositionsgesetz:

A|B|A=>B | B|A|B=>-A|(A=>B)e (B> -A)
w | w w f f w w
w|f| f w | f f w
flw w f | w w w
filr w w | w w w

Da in der Kolonne fiir die Formel (A.8) immer der Wahrheitswert w steht, ist die Formel eine
Tautologie. U

A.2. Pradikatenlogik.

A.2.1. Definition. Seien X1,...,X; Mengen. Eine k-stellige Aussageform oder Pradikat mit
freien Variablen aus Xi,...,X}, ist ein sprachlicher Ausdruck A(xi,...,x3), der endlich viele
Variablen x1 € X1...,x; € X3 enthélt und zu einer Aussage wird, wenn alle Variablen mit
Werten belegt werden. Eine Aussage ist per definitionem eine 0-stellige Aussageform.

A.2.2. Beispiel.
o A(x): ,Es gibt eine rationale Zahl x, fiir die gilt: x2 = 2.“ (falsch)
o B(x,y,z): ,Fur alle reellen Zahlen x, y und z gilt: (x-y)-z =x-(y-2).“ (wahr)

Eine Quantifizierung von Variablen erzeugt aus einer Aussageform eine solche niedrigerer
Stellenzahl.

Quantor umgangssprachlich symbolisch

Generalisierung fir alle x Vx:Alx,...)
(fiir jedes x, fiir beliebiges x)

Partikularisierung es gibt (mindestens) ein x Jx:Ax,...)
(es existiert (mindestens) ein x)

verstiarkte Partikularisierung es gibt genau ein x Alx:Alx,...)
(es existiert genau ein x;

es gibt ein und nur ein x)

A.2.3. Beispiel. Obige Aussagen konnen dann wie folgt geschrieben werden:
o dx:xeQAx®=20der e Q:x2=2.
o VxVyVzeR:(x-y)-z=x-(y-2).
Andere Aussagen, die Quantifizierungen enthalten:
Gruppenaxiome:
VaVyVz:i(x-y)-z=x-(y-2)
JeVx:e-x=x-e=x

Vxdy:x-y=y-x=e

A.2.4. Satz (Pradikatenlogische Gesetze.).
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Kommutativgesetze
VxVy:A(x,y,...) o VyVx:Ax,y,...)
Axdy: Ax,y,...) e yIx: Ax,y,...)
Vx:(Ax,..)AB(x,..)) o (Vx: A(x,.. ) A(Vx : (B(x,...))
Ax:(A(x,...)VB(x,...) © (Fx: A(x,...)) v(@x : (B(x,...)
De Morgansche Regeln
Vx:A(x,..)o Ix: "A(x,...)
—dx:A(x,...) o Vx:1A(x,...)
Abschwdchungsregeln
AxVy:A(x,y,..)=>VyIx: Ax,y,...)
Ax:Ax,..)=>3Ix: Alx,...)

A.2.5. Bemerkung. Um zu zeigen, dass Vx : A(x) = B(x) falsch ist, zeigen wir, dass die zugeho-
rige Verneinung 3x : =(A(x) = B(x)) wahr ist. Wir sollten also ein x finden, so dass A(x) = B(x)
falsch ist, d.h. mit A(x) wahr und B(x) falsch. Solch ein x heilit Gegenbeispiel zu Vx : A(x) =
B(x).

A.2.6. Bemerkung. Die Reihenfolge der Quantoren ist wesentlich, d.h.

(A.10) xVy:Alx,y,..)=>VyIx: Ax,y,...)

ist falsch. Zum Beispiel fiir A(x,y):y = x2 ist

(A.11) Vy>03xeR:y=x>

wahr und besagt, dass alle nicht-negativen reellen Zahlen eine Quadratwurzel haben. Dagegen
ist

(A.12) JxeRVYy>0:y=x>

falsch und besagt, dass es eine reelle Zahl x gibt derart, dass die Quadratwurzel aller nicht-
negativen reellen Zahlen x ist! Ahnlich fiir A(x,y):x <y; Vy3x: A(x,y) ist wahr (zB. x =y —1)
aber dx Vy : A(x,y) ist falsch und besagt, dass es eine kleinste reelle Zahl gibt.

Die Aussage Vy3dx : A(x,y) bedeutet also, dass fir alle ¥ ein von y abhingiges x existiert.
Dagegen ist x in xVy : A(x,y) fest und hangt von y nicht ab.

A.2.7. Bemerkung. Die Quantoren sind nicht einfache Abkiirzungen, sondern ,sprachliche
Elemente der Logik®, die syntaktisch richtig benutzt werden sollten. Eine Aussage iiber x steht
hinter Vx bzw. Jx. Nur bei Beachtung dieser Vorschrift kann man obige Regel systematisch
zum Negieren von Aussagen benutzen.

A.3. Beweistechnik. In der Mathematik werden neue wahre Aussagen (d.h. Siatze) mittels
des des logischen Schlielens aus bereits als wahr bekannten Aussagen hergeleitet. Haufig
erscheint ein Satz in der Form ,Wenn A, dann B“, d.h. A = B oder Vx(A(x) = B(x)). Dann
heiit A (bzw. A(x)) die Voraussetzung, und B (bzw. B(x)) die Behauptung des Satzes. Zum
Beispiel:

(A.13) Ist n € N ungerade, dann ist n? ungerade.

Der Satz hat der Form A = B, wobei A:“n € N ungerade” und B:“n” ist ungerade”. Wir neh-
men an, dass die Voraussetzung A auch die Zusammenfassung (Konjunktion) aller bekannten
wahren Aussagen (Satze) enthilt, auch wenn das explizit nicht geschrieben ist. Zum Beispiel
gibt es Sitze, in denen nur die Konklusion B explizit vorkommt, etwa:

(A.14) Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Dieser Satz gehort genau genommen auch zum Typ A = B; dafiir bezeichnen wir mit A die
Zusammenfassung aller bekannten wahren Aussagen und mit B die Behauptung des Satzes
(hier B :“Es gibt unendlich viele Primzahlen®.)

Die Umkehrung des Satzes A = B bzw. Vx(A(x) = B(x)) ist die Aussage B = A oder
Va(B(x) = A(x)). Zum Beispiel ist die Umkehrung des Satzes (A.13):

(A.15) Sei n € N. Ist n? ungerade, dann ist n ungerade.

Ein Beweis eines Satzes ist eine Herleitung der Konklusion aus aus der Voraussetzung und
aus den schon bewiesenen Satzen vermoge der Abschlussregeln. Ein Beweis kann entweder
direkt oder indirekt gefiithrt werden.

Ein direkter Beweis einer Aussage A = B liegt vor, wenn es endlich vielen Zwischenbe-
hauptungen A1,...A,, gibt, so dass die Implikationen A = Ay, A; > Ag, ..., A, > B wahr
sind. Der Beweis hat die Form einer Schlusskette A =>A;=>A9=>...=> B.

A.3.1. Beispiel. Beweis von (A.13): Definition: n € N heilt ungerade genau dann, wenn es
k eNp gibt mit n =2k + 1.

Ist n € N ungerade, so gibt es nach Definition £ € Ny mit n =2k + 1. Dann ist n2=2k+1)>%=
4k2% + 4k +1=2(2k2+2)+1 auch von der Form 2m + 1 mit m = 2k2 + 2 € Ny, also nach Definition
ungerade. ]

Oder formaler:

neNungerade:o Ik eNy:n=2k+1
>n2=Qk+1? =42 +4k+1=202k%+2)+1
zﬂmel\lo:n2=2m+1

<:n? ungerade.

A.3.2. Beispiel. Dies ist ein komplizierteres Beispiel. Zu zeigen ist:
(A.16) Fir alle x,y,ze Rmitx <yund y <z gilt x < z.

Beweis: Formal sieht der Satz so aus: Vx,y,z€ R: (x < y)A(y < 2) = (x < z). Die Voraussetzung
ist (x,y,z € R)A(x < y) A(y < 2) und die Behauptung (x < z). Aus den Voraussetzungen folgt,
dass die folgenden Aussagen wahr sind:

(A.17) y<z:©(y<zvy=2z) (nach Definition),
(A.18) x<yny<z=>x<z (Transitivitit),
(A.19) X<yAy=z=>x<z.

Nach machen wir eine Fallunterscheidung.
Fall 1: Es ist y < z: Wir benutzen und erhalten x < z.
Fall 2: Es ist y = z : Wir benutzen (A.19) und erhalten x < z.
Also ist in beiden Fillen x < z, und die Behauptung ist bewiesen. ]

So schreibt man iblicherweise einen mathemathischen Beweis. Die Aussagenlogik taucht
nicht explizit auf, wir haben sie jedoch stillschweigend benutzt. Nehmen wir als Besipiel den
Fall 1. Fir Aussagenvariablen A, B, C gilt die Tautologie

(A.20) (AABAA=C)=C

Seinun A: ,y<z“ B: x<y“ C: ,x < z“ Wir wissen nach (A.18), dass BAA = C wahr ist.
Wenn A wahr ist, dann ist auch (A A(BAA = C) wahr. Wegen (A.20) ist auch C wahr. Genauso
behandelt man den Fall 2.

Wir haben hier (teilweise) die Struktur des Beweises mit Hilfe der Schlussregeln klar ge-
macht. In den meisten mathematischen Texten ist diese Struktur jedoch nicht explizit ange-
geben (das wiirde diese Texte mindestens dreimal so lang und unlesbar machen). Aber fiir
Anfinger ist es sinnvoll, die logische Struktur mancher Beweise zu untersuchen.
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A.3.3. Aufgabe. (i) Beweisen Sie (A.20). (ii) Geben Sie die logische Struktur des gesamten Be-
weises von Satz[A. 3.2 an.

Ein indirekter Beweis hat zwei Varianten: Beweis durch Kontraposition und Beweis durch
Widerspruch (reductio ad absurdum).

Der Beweis durch Kontraposition (Beweis durch Umkehrschluss) beruht auf dem Kon-
trapositionsgesetz (A.8). Wenn ein Satz in der Form A = B vorliegt, gewinnen wir einen Beweis
des Satzes, indem wir einen direkten Beweis von =B = —A geben.

A.3.4. Beispiel. Beweis von (A.15): Zu zeigen: A = B, wobei A : ,n? ist ungerade®, B: ,n ist
ungerade®. Dann ist =B : ,n ist gerade“ und A : n? ist gerade®. Offensichtlich ist "B = —A
wahr. Also gilt auch A = B.

A.3.5. Beispiel. Zu beweisen:

A.3.6. Satz. Wenn es in einer Schule 733 Schiiler gibt, dann gibt es in einem Jahr mindestens
3 Schiiler, die ihren Geburtstag am gleichen Tag feiern.

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Kontraposition. Wir bezeichnen

A: ,In einer Schule gibt es 733 Schiiler.”

B: ,Es gibt in einem Jahr mindestens 3 Schiiler, die ihren Geburtstag am gleichen Tag
feiern.“

Zu zeigen: A = B. Wir beweisen die logisch d4quivalente Aussage =B = —A, d.h. wir nehmen
an, 7B wére wahr, und leiten daraus einen Widerspruch zu A her.

-B: ,Es gibt hochstens 2 Schiiler, die ihren Geburtstag am gleichen Tag feiern.”

= ,Es gibt hochstens 2 x 366 = 732 Schiiler in der Schule.”

= ,Es gibt nicht 733 Schiiler in der Schule.“: = A Ol

A.3.7. Beispiel. Zu beweisen:

A.3.8. Satz. Sei (mindestens) eine von zwei ganzen Zahlen n und m nicht durch 3 teilbar. Dann
ist auch die Summe oder die Differenz von n und m nicht durch 3 teilbar.

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Kontraposition. Um die Kontraposition der Aussage zu
bilden, ist es hilfreich, die Implikation als logische Formel zu schreiben:

3mv3fm=>3)m+n)v3 m—-n).
Unter Benutzung der de Morganschen Regel erhilt man die zugehérige Kontraposition:
3lm+n)A3|(m—-—n))=3mA3|n.

Um diese Implikation fiir beliebige ganze Zahlen zu zeigen, geniigt es den Fall zu betrachten, in
dem die linke Seite wahr ist. (Andernfalls ist die Implikation sowieso wahr.) Gelte also m +n =
3k und m —n = 3kg mit k,ky € Z. Addition der beiden Gleichungen ergibt: 2m = 3(k + k(). Die
rechte Seite davon muss also durch 2 teilbar sein. Da 2 und 3 teilerfremd sind, ist 2 + k¢ durch
2 teilbar, also m = 3(k + k()/2. Damit ist also m durch 3 teilbar. Subtraktion der Gleichungen
ergibt 2n = 3(k — k(). Wie oben kann man schlieB3en, dass n = 3(k — k¢)/2, also ist auch n durch
3 teilbar. O

Der Beweis durch Widerspruch beruht auf dem Gesetz (A.9). Wenn ein Satz in der Form
A = B vorliegt, gewinnen wir einen Beweis des Satzes, indem wir eine Implikation A A 7B =
1 beweisen, wobei L eine falsche Aussage ist. Wir nehmen also =B mit als Voraussetzung
auf und leiten mit Hilfe der Abschlussregeln daraus einen Widerspruch her, d.h. eine falsche
Aussage, z.B. (xe M und x ¢ M) oder (a =b und a # b).

A.3.9. Beispiel. Wir beweisen:
A.3.10. Satz. V2 ist irrational.
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Beweis: Die Konklusion ist B :“y/2 ist irrational.“ Das Gegenteil ist =B :“\/2 ist rational .“ Die
folgende Schlusskette gilt:

x=V2istrational ;<= 13p,qeZ,q #0:x=pl/q
= dp,qeZ,q #0und(p,q)=1:x=p/q
(A.21) —3p,q€Z,q #0und (p,q)=1:2=x? = p%/g?
= 3dp,q€Z,q #0und (p,q) = 1:2p2 = q2
= 3dp,q€Z,q #0und (p,q)=1:2|p und2|q.
Die letzte Implikation zeigt man so:
22=¢?=2¢>*=2q=3kecZ:q=2k =
=4k’ =4k’ =¢?=2p’ =2k =p? =2 p> =2p
= 2|qund 2|p.
Die letzte Behauptung von (3p,q€Z,q #0und (p,q) =1:2|p und 2|q) ist offensicht-

lich falsch. Wir haben also gezeigt, dass "B = 1 wahr ist. Das ist aber nur méglich, wenn - B
falsch ist (siehe Wahrheitswerttabelle der Implikation), d.h. wenn B wahr ist. U

In der Praxis wird man die Voraussetzung, Behauptung usw. nicht explizit angeben und be-
zeichnen. Ein normaler Beweis beginnt mit ,Nehmen wir an, x = v/2 wire rational“ und fihrt
fort, bis man die falsche Aussage ,3p,q € Z,q # 0 und (p,q) = 1: 2|p und 2|q“ hergeleitet hat.
Dann schreibt man einfach ,Widerspruch®, und der Beweis ist vollbracht!

A.3.11. Bemerkung (Was bedeuetet 0.B.d.A.?). Anstelle von

x=V2ist rational : < 3p,qeZ,q #0:x = p/q
= dp,qe”Z,q #0und(p,q)=1:x= p/q

schreibt man einfach ,x = v/2 ist rational :<= 3p,q € Z,q # 0: x = p/q. O.B.d.A. kann man an-
nehmen, dass (p,q) = 1“. Mit ,,0.B.d.A.“ ist gemeint, dass eine Einschrinkung (z.B. des Werte-
bereichs einer Variablen) nur zur Vereinfachung der Beweisfithrung vorausgesetzt wird, ohne
dass die Giiltigkeit der im Anschluss getroffenen Aussagen in Bezug auf die Allgemeinheit
darunter leidet. Man muss sich also klar machen, dass der allgemeine Fall aus dem schon
bewiesenen Spezialfall folgt.

In unserem Beispiel muss man die Implikation beweisen:

(A.22) Ap,qeZ,q#0:x=p/q—=3Ap,q€Z,q #0und(p,q)=1:x=p/q

Beweis von (A.22): Wir wissen nach der Definition des g.g.T., dass p = (p,q)p1, ¢ = (p,q)q1
wobei p1,q1€Z,q1#0und (p1,q91) = 1. Dann gilt r = g = % = f;—i. Mit anderen Worten, wir
haben den Bruch % vollstandig gekiirzt. Dann kann man p; und q; weiter mit p, ¢ bezeichnen.

A.3.12. Beispiel. Definition: Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl mit genau zwei natiirli-
chen Zahlen als Teiler, ndmlich 1 und sich selbst.

Primzahlen sind also 2,3,5,7,11,...

Fundamentalsatz der Arithmetik: Jede natiirliche Zahl lasst sich als Produkt von Primzah-
len schreiben. Diese Produktdarstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Wir beweisen:

A.3.13. Satz (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen p € N.

Beweis: Bezeichnen wir die Menge der Primzahlen von N mit P ¢ N. Nehmen wir an, P ware
endlich, P = {p1,...,pz}. Sein:=p1...pp+1€N;dan>p; fir alle j=1,...,k,ist n ¢ P. Der
Fundamentalsatz der Arithmetik besagt, dass es eine Primzahl p € P mit p|n gibt. Weil p eine
der Zahlen p1,...,py ist, folgt plp1...pr und dann p|n —pi...pr = 1. Wenn aber p|1 gilt, muss
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p =1 sein. Widerspruch zur Definition der Primzahlen. Die Menge P muss also unendlich
sein. O

Fiir weitere Beispiele und eine ,,Gebrauchsanleitung zur Formulierung mathematischer Ge-
danken mit vielen praktischen Tipps“ siehe das Buch [3]. Eine Geschichte des Beweisbegriffes
findet man auch in "“The History and Concept of Mathematical Proof™.

A.4. Mengenlehre. Die Mengenlehre dient heute weitgehend als Grundlage der Mathema-
tik, und viele fundamentale Begriffe und Methoden lassen sich auf die Mengenlehre zuriick-
fithren.

Der Begriinder der Mengentheorie ist Georg Cantor (1845-1918). Er hat die Mengenvorstel-
lung folgendermaflen ausgedriickt:

LUnter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente® von M
genannt werden) zu einem Ganzen®.

Es handelt sich um eine ,naive“ Definition. Was bedeutet ,,Zusammenfassung® oder ,,Objekt
unserer Anschauung”? Diese Vorstellung fithrt zu Kontradiktionen, den sogenannten Russell-
schen Antinomien. Um diese Antinomien auszuschlieBen, wurden mehrere Wege vorgeschla-
gen (Russell, Zermelo—Fraenkel, Godel-Bernays).

Zermelo (1871-1953) hat das erste brauchbare Axiomensystem der Mengenlehre formuliert.
Ohne in Details zu gehen, beschreiben wir kurz sein Vorgehen. Wir setzen voraus, dass es zwei
Typen von Objekten gibt, Elemente und Mengen. Diese Objekte konnen Eigenschaften haben
oder zueinander in bestimmten Beziehungen (Relationen) stehen. Die Relation x = y bedeutet,
dass die mit x bzw. y bezeichneten Objekte identisch sind; die Negation dieser Relation wird
durch x # y ausgedriickt. Ist X die Menge, so bedeutet die Relation x € X, dass x ein Element
der Menge X ist oder zu X gehort; die Negation dieser Beziehung wird mit x ¢ X bezeichnet.

A.4.1. Definition. Sind X und Y Mengen, so bedeutet X c Y, dass jedes Element von X
Element von Y ist. Ist X < Y, so sagt man, X sei eine Teilmenge von Y oder X sei in Y
enthalten oder Y umfasse X; man schreibt auch Y o X. Die ,,c“~Beziehung heif3t Inklusion.
Fiir die Negation von X cY schreibt man X ¢ Y. Wenn X und Y Mengen sind, fiir die X cY
und X #7Y gilt, so spricht man von einer echten Teilmenge (X ist echt enthalten in Y).

Offenbar gilt
XcX,
XcYundYcZ)=XcZ

A.4.2. Extensionalitatsaxiom. Umfangsgleiche Mengen sind gleich; mit anderen Worten:
Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie aus denselben Elementen bestehen.

Daraus folgt
XcYundYcX)eX=Y
Dementsprechend zerfallen fast alle Beweise von Gleichheiten zwischen zwei Mengen X und
Y in zwei Teile; zuerst hat man X cY und dann Y < X zu zeigen.

Wir geben nun ein wichtiges Mittel zum Bilden von neuen Mengen aus gegebenen Mengen
an. Das nichste Axiom besagt, dass eine Aussage iiber Elemente einer gewissen Menge aus
dieser eine Teilmenge aussondert, ndmlich die Teilmenge derjenigen Elemente, fiir die die
Aussage wahr ist.

A.4.3. Aussonderungsaxiom. Zu jeder Menge X und jeder Aussageform E(x) mit freien Va-
riablen aus X existiert eine Menge Y, die genau aus den Elementen von X besteht, fiir die E(x)
wahr ist (zutrifft).

Die Menge Y ist nach dem Extensionalitdtsaxiom eindeutig bestimmt. Schreibweise:

Y = {x € X : E(x) trifft zu}.
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A.4.4. Definition. Sind X, Y zwei Mengen und gilt Y < X, so ist die Menge {x € X : x ¢ Y}
eine Teilmenge von X, die sogenannte Differenz von X und Y oder das Komplement von
Y beziiglich X, in Zeichen X \Y oder CxY (oder auch CY, wenn kein Missverstindnis zu
befiirchten ist).

Sind zwei Mengen X,Y gegeben, so existiert eine Menge, die genau aus denjenigen Ele-
menten besteht, die sowohl zu X als auch zu Y gehoren, ndmlich {x € X : x € Y}; sie wird
Durchschnitt von X und Y genannt und mit X NY bezeichnet.

Ist X eine Menge und x € X, so bedeutet {x} die Menge, deren einziges Element x ist.

Um unserem Vorgehen Substanz zu geben, setzen wir voraus:
A.4.5. Existenzaxiom. Es gibt eine Menge.

Als logische Folgerung ergibt sich aus diesem Axiom, dass eine Menge ohne irgendein Ele-
ment existiert. Hat man nédmlich eine Menge X, so wende man das Aussonderungsaxiom mit
der Aussage ,x # x“. Das Ergebnis ist die Menge

(A.23) Ox ={xeX :x #x},

gennant die leere Teilmenge von X. Es ist bemerkenswert, dass jede beliebige Eigenschaft auf
Elemente von @x zutrifft.

A.4.6. Aufgabe. Betrachte die Aussage: “Alle Menschen iiber 200 Jahre sind Hochleistungs-
sportler.“ Ist diese Aussage wahr oder falsch?

Ist E eine beliebige Eigenschaft, so gilt x € x = E(x) fiir jedes x € X, da x € @x eine falsche
Aussage ist fiir jedes x € X.

Sind X und Y Mengen, so zieht x € @x stets x € @y nach sich; mit anderen Worten, es gilt
®x < @y, ebenso @y c @x, also @x = @y. Alle leeren Teilmengen sind somit einander gleich
und werden daher einfach mit @ bezeichnet.

A.4.7. Definition. Die Menge @ heilit die leere Menge. Zwei Mengen X und Y heillen dis-
Junkt falls X nY = @.

Das Paarmengenaxiom stellt sicher, dass jede Menge auch als Element einer Menge vor-
kommt und dass es zu je zwei Mengen stets eine dritte gibt, in der sie beide als Elemente
enthalten sind. Das Axiom hat einen technischen Charakter.

A.4.8. Paarmengenaxiom. Zu je zwei Mengen X, Y gibt es eine Menge Z, welche genau X
und Y als Elemente besitzt.

Wir schreiben Z = {X,Y} und fiir {X, X}, die Einermenge von X, abkiirzend {X}. Nach dem
Extensionalitatsaxiom ist stets {X,Y} ={Y,X}; {X,Y} hat also nicht die Eigenschaft eines ge-
ordneten Paares von X und Y. Eine Menge Z, deren Elemente Mengen sind, wird Mengensys-
tem gennant.

A.4.9. Vereinigungsmengenaxiom. Zu jedem Mengensystem Z gibt es die Menge Y der Ele-
mente der Elemente von Z.

A.4.10. Definition. Die Menge Y heifit Vereinigung von Z. Schreibweise:
Y=Uz=Ulz:2€2}.
zeZ
Sind X und Y zwei Mengen und Z = {X,Y} so wird U{z : z € {X,Y}} durch X UY bezeichnet.
Folglich ist
XuY ={a:aeX oder acY}.

Sei x,y € X. Die Vereinigung {x} U {y} wird mit {x, y} bezeichnet; dhnlich schreibt man {x,y, z}
fur {x} u{y}u{z} usw.
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A.4.11. Potenzmengenaxiom. Zu jeder Menge X gibt es die Menge Y aller Teilmengen von
X, die sogenannte Potenzmenge von X; wir bezeichnen diese mit P(X).

Offenbar ist @ € P(X) sowie X € P(X). Die Relationen x € X und {x} € P(X) sind dquivalent,
ebenso Y c X und Y € P(X).
Beispiel: Fir X ={1,2,3} ist P(X) = {(ZS,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},X}.

A.4.12. Definition. Je zwei Objekten x,y entspricht ein neues Objekt, das geordnete Paar
(x,y); die Relation (x,y) = (x/,y') ist d4quivalent der Relation (x = x’ und y = y'); insbesondere
gilt (x,y) = (y,x) genau dann, wenn x = y ist. Das erste (bzw. zweite) Element eines geordneten
Paares z = (x,y) heillt die erste (bzw. zweite) Projektion von z, in Zeichen x = pr;z (bzw.
Y =pryz).

Sind X,Y zwei (nicht notwendig verschiedene) Mengen, so gibt es eine (eindeutig bestimm-
te) Menge, deren Elemente genau die geordneten Paare (x,y), x € X und y € Y sind. Sie wird
das kartesische Produkt (oder einfach Produkt) von X und Y genannt und mit X xY be-
zeichnet.

A.4.13. Definition. Seien X und Y Mengen. Eine Abbildung f : X — Y von der Menge X in
die Menge Y ist eine Vorschrift, die jedem Element x € X genau ein Element f(x) € Y zuordnet.
Wir schreiben auch f: X — Y, x — f(x). Der Graph der Funktion f : X — Y ist die folgende
Teilmenge von X xY:

(A.24) Graph(f)={(x,y) e X xY : y=f(x)}.

Zwei Abbildungen f,g:X — Y sind gleich, wenn f(x) = g(x) fur alle x € X, d.h. Graph(f) =
Graph(g).

Der Graph einer Abbildung charakterisiert die Abbildung vollstandig. Eigentlich ist es kor-
rekt zu denken, dass die Abbildung ein Graph ist! Eine formalere Definition einer Abbildung
verlauft daher so:

A.4.14. Definition. Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung von X in Y ist eine Teilmenge G c
X xY, gennant funktionaler Graph, mit folgender Eigenschaft: Zu jedem x € X gibt es ein
und nur ein y € Y, so dass (x,y) € G. Dieses y bezeichnet man dann als f(x) und erhilt eine
L2Abbildungsvorschrift“ f: X — Y, x — f(x).

A.4.15. Beispiel. (i) f :R — R, x — x2. (i) Fiir beliebige X,Y und y € Y hat man die konstante
Abbildung vom Wert y, namlich f: X — Y, x — y. (iii) Fiir beliebiges X hat man die identische
Abbildung Idx : X - X, x — «x.

A.4.16. Definition. Sei f : X — Y eine Abbildung.

(i) Die Menge X heif3t der Definitionsbereich, die Menge Y der Wertebereich von f.

(i) Fir x € X heilit f(x) das Bild von x unter f oder, wenn [ klar ist, einfach das Bild von x.
Es heifit auch der Wert von f auf x oder an der Stelle x.

(iii) Die Menge {f(x) : x € X} c Y heil3t das Bild oder die Bildmenge von f.

(iv) Fir A c X heifit f(A)={f(x):x € A} das Bild von A unter f.

(v) Fiir B Y heiit f~1(B) = {x : f(x) € B} ¢ X das Urbild von B unter f. (Es kann f~1(B) =@
sein.)

A.4.17. Definition (Einschriankung). Sei f : X — Y eine Abbildung und A < X. Dann be-
zeichnen wir mit f|4 : A — Y die Abbildung, die jedem x € A den Wert f(x) € Y zuordnet.
Also flg:A — Y, x— f(x). f|a heilt die Einschrinkung (oder Restriktion) von f auf A.
Ist A # X, so gelten f und f|4 also als verschiedene Abbildungen, obwohl sie mit jedem x € A
,dasselbe machen“.

A.4.18. Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv). Sei f : X — Y eine Abbildung.
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(i) f heil}t injektiv, wenn eine der folgenden, zueinander dquivalenten Bedingungen er-
fillt ist:
a) Vx1,x9 € X (1 #x2 = f(x1) # [ (x2)),
b) Vxq,x2 € X (f(x1) = f(xg) = x1 = x9).
(i1) f heiBit surjektiv, wenn f(X)=Y.
(iii) f heiB3t bijektiv, wenn es injektiv und surjektiv ist, d.h. wenn jedes y € Y das Bild
genau eines x € X ist.

A.4.19. Definition (Umkehrabbildung). Sei f : X — Y bijektiv. Zu jedem y € B gibt es also
genau ein x € X mit f(x) = y. Wir bezeichnen dieses x mit f ~1(y) und haben damit eine Abbil-
dung f~1:Y — X definiert, welche Umkehrabbildung von f heifit. Die Umkehrabbildung
existiert nur fur bijektive Abbildungen f: X — Y.
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