1. IDENTITATEN

Aufgabe 1.1. Seien a, b, c komplexe Zahlen. Dann gilt:
(i) (a+0b)?=a*+2ab+1*

(i) (a —b)* = a® — 2ab + b

(iii) a* —b*= (a —b)(a +b)

(iv) (a+b+c)* =a*+b*+ + 2ab + 2bc + 2ca
(v) (a+b)® =a®+ 3a*b + 3ab* + V*

(vi) (a—b)® = a®— 3a?b + 3ab® — b
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vil) a® + b = (a + b)(a® — ab + b?)
viii) a® — b = (a — b)(a® + ab + b?)
ix) a® + b + 3 — 3abc = (a + b+ ¢)(a® + b* + ¢ — ab — bc — ca)
x) (a+b+c) =a*+ 0+ +3(a+b)(b+c)(c+a)
Aufgabe 1.2. Seien a, b komplexe Zahlen, n € N. Zeige dass
a® —b" = (a—b)(a" +a" b+ .. Fab" 2,
a"+ 0" = (a+b) (@t —a" P+ (=) 2" (=)
Insbesondere gilt:
l-a"=(1-a)(l+a+...+a" "),
l+a"=(1+a)(1—a+...+(=1)""a"1).

Aufgabe 1.3. Seien aq,...,a,,b1,...,b, komplexe Zahlen. Dann gilt die Lagrange-
Identitat:

n

Z (a;br — agby)? = <Zla3>(§b?) - (gajbj)z'

1<j<k<n j=
Fiir n=2 lautet dies

(CleQ — a2b1)2 = ((l% + ag)(bf + bg) - (a1b1 + a/2b2)2 .
Aufgabe 1.4. Sei n € N. Dann gelten die Identitéaten:

142+ 4n= 0D
= 5
124924 4p?— n(n+1)(2n+1)
= 5
n%(n + 1)

P+22+. .. +nd=

Sei Spp =17+ 2%+ ... +nF k € Ny. Dann gilt:

k k k
(n+ 1)k —nF = (1>Sn,k—1 + (2> Sp—2+ ...+ (k) S0

Diese Formel stellt eine Rekursionsformel fiir S, ;, dar, die erlaubt, alle .S, j, zu berech-
nen.

Aufgabe 1.5. Sei n € N . Dann gilt:

n(n+1)(n+2)
3 ?
n(n+1)(n+2)(n+3)

1-2:3+2-3-44...+nn+1)(n+2) = : .

1-242-34+...+nn+1) =
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Ist p € N, so gilt:

1-2-...-p4+2-3-...-(p+D)+...+(n+1)(n+2)...(n+p)
_(+)n+2)...(n+tp+1)
N (p+1)
Aufgabe 1.6. Sei n € N . Dann gilt:

11 1 o
m+ﬁ+"'+n(n+1)_n+1’

1 1 1 1l 1
1~2-3+2-3-4+”'+n(n+1)(n+2)_5[5_(71—1—1)(71—1—2)}’
R i
20 3 n! n!

Aufgabe 1.7. Berechne die Summen fiir n € N:
k-1 O - 1
2 (k+1) Z4/<;2—1 ka (b eN), k-1 +k

2. UNGLEICHUNGEN

Aufgabe 2.1. Seien a, b, c € R. Beweise folgende Ungleichungen. Wann gilt die Gle-
ichheit?
(a) (a+0b)>2Vab, fira>0,b>0;
(b) a+1>2, fira>0;
(©) (a+b)? < 2(a+0);
(d) a*>+0b*+c* > ab+be+ ca;
(e) a3+ b+ & > 3abe, fiir a,b,c > 0;

1 1 1
(f) (a—l—b—l—c)(——i—g—i——) > 9, fir a,b,c > 0;

ab  be

(f) ?+—+%>a+b+c fir a,b,c > 0.

Aufgabe 2.2. Zeige, dass fiir a,b € R, |a| < 1, [b] < 1, gilt

¢1—a2+¢1—b2§2,/1—<a;b)2.

Aufgabe 2.3. Beweise die Bernoullische Ungleichung;:
(I1+z)">14nx, neNyz>-1.

Die Ungleichung ist strikt, wenn n > 2, x # 0.

Aufgabe 2.4. Beweise, dass:

1\* ko k2
<1+—> <l+-+4+—, nkeNk<n
n n o on

Aufgabe 2.5. Seien a1 < ... < a,, by < ... < b, reele Zahlen. Beweise die Ungle-

ichung
(Z ><2b><n2a]
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