Funktionentheorie, Woche 6 ﬁg}

Analytische Funktionen

6.1 Holomorphe Funktionen und Potenzreihen

Definition 6.1 Eine Funktion f : U C C — C nennt man analytisch in zy, € U,
wenn es v > 0 gibt mit B,(z9) C U derart, dass eine Potenzreihe Y -, an, (z — zp)" mit
Konvergenzradius groffer oder gleich r existiert und

f(z) = Zan (2 — 20)" fiir 2 € B(2).

n=0

Wir haben schon bewiesen, dass Potenzreihen innerhalb des Konvergenzradius kom-
plex differenzierbar, also holomorph, sind.

Satz 6.2 Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Sei zg € U und sei B,(zy) C U.
Dann gilt fiir die Potenzreihe

> () (2 - )" (6.1)

dass sie Konvergenzradius R > r hat und dass

f(z) = io:an (z — 20)" fiir alle z € B,.(2).
n=0

Bemerkung 6.2.1 Man bemerke, dass in genau die Taylorreihe zu f steht. In R
hat man das einigermafien unbefriedigende Ergebnis, dass die Taylorrethe existieren kann
aber nicht unbedingt zu der Funktion konvergiert. Man erinnere sich an die beliebig oft
differenzierbare Funktion

o e (e7%) fiir x # 0,
J(x) = { 0 fiir x =0,

die in O die triviale Potenzreihe als Taylorreihe hat.

Fiir eine Funktion, die holomorph ist in zy, gibt es wegen der Definition eine Um-
gebung B,.(zy) in der sie holomorph ist und der Satz sagt aus, dass diese Funktion als
die Potenzrethe zu schreiben ist. Anders gesagt, die Taylorreihe konvergiert zu der
Funktion. Noch anders gesagt, wenn eine Funktion holomorph ist, ist sie analytisch.
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46 Woche 6, Analytische Funktionen

Abbildung 6.1: Sei f holomorph auf U. Satz besagt, dass im kleinen Kreis B,(z1) um
z1 die Funktion als Potenzreihe p zu schreiben ist. Wenn diese Potenzreihe einen grofieren
Konvergenzradius R hat, dann hat man eine holomorphe Funktion auf Bg(z1), die auf
B,.(z1) gleich f ist. Wenn sie auf U N Bgr(z1) tbereinstimmen, hat man eine holomorphe
Fortsetzung von [ auf UU Bg(z1) gefunden. Man soll sich also noch tiberlegen, wieso die
Potenzreihe und f auf U N (Br(z1)\Br(21)) tbereinstimmen.

Beweis. Aus der Integralformel von Cauchy folgt, dass fiir jede p < r und z € B,(2) gilt

f(z) = L /Z\O_,'_peit 7w) dw.

27

w—z
te[0,27]
Verwenden wir, dass fiir ‘5}:2 < 1 gilt
11 I i 2=z \"
w—z_w—zol—j)%zz%_w—zOn:O w—2z2/)
bekommen wir
1 flw) = (z—2\"
= — I T dw.
1(z) 271 /Z‘o+pelt (w — 2 Z w — 2 v
te[0,27] n=0

Fiir festes z € B,(z) gilt
diirfen beide Grenzprozesse vertauschen und es folgt, dass

zZ—20
w—2z0

< @ < 1 und die Reihe konvergiert gleichméfiig. Wir

N (! f(w) n
1O =3 gt o gt | (2= )
n=0 te[0,27]

Fiir die Potenzreihe zu f hat man

1 f(w) 1
S —— ) _dw == ™ (z).
« 2t [zotpeit (U) o Zo)n-l—l w n‘f (ZO)
te[0,27]
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Diese letzte Identitét folgt aus ((5.3)).

Weil diese Reihe konvergiert fir alle z mit |z — 2| < p, ist der Konvergenzradius
grofler oder gleich p. Weil p < r beliebig ist, ist der Konvergenzradius grofler oder gleich
. |

Ein Zwischenergebnis wollen wir noch festhalten:

Lemma 6.3 Sei f : U C C — C holomorph und sei B.(zy) C U. Definiere die Kurve
v :[0,27] — C mit v(t) = 2o + re'. Dann gilt

f(")(zo) — n_'/%dz

211 — 2o

Beispiel 6.4 Betrachte die Potenzreihe zu Log (2) um zo = 1 +i. Man findet

d

(E) Log (2) = (—1)" ' (n— 1)lz™" fiirn > 1. (6.2)

Dann folgt fiir |z — 1 —1i| < R, dass

Log(s) = Log(L+i)+ 3 ot (e = 1-1)" =
n=1
=1 3.\"
n=1

-1

Fiir den Konvergenzradius gilt R = = /2. Das passt zu der bekannten

%\/56%7”:

Singularitit vom Logarithmus in 0.

8i
6if
4i
o —4+3i
2iF
o 1+i
L | L L L |
-10 -8 -6 -4 -2 2
_2| L

Abbildung 6.2: Definitionsgebiete von Log und von den zwei zugehdrigen Potenzreihen

aus Beispiel [0.4] und [6.5,
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Beispiel 6.5 Betrachte die Potenzreihe zu Log (z) um zy = —4 + 3i. Die Ableitungen
sind wie in und es folgt fir |z — (—4 4+ 3i)| < R mit Imz > 0, dass

n—l

Log(z) = Log(—4+ 3i) —l—Zn ( — (—4+430)" =
n=1

o0 1 n
= In5+ (7 — arctan 3 Z — (1 rarctan g ) (z — (—4+37)).
n

Fiir den Konvergenzradius gilt R = |%eiar°tan(3/4)’_l = 5. Das scheint nicht zu passen

zur Unstetigkeit vom Logarithmus auf (—oo, 0], oder? Man erinnere sich aber, dass 0 die
eigentliche Singularitit vom Logarithmus ist und dass man fiir eine passende Definition,
die In : R™ — R holomorph erweitert, einen Sprung haben soll auf irgendeiner Kurve, die
0 mit “coc” verbindet. Man findet fir |z — (—4 + 3i)| <5 dass

o0 1n—1
Log (—iz) 4+ 3mi = Log (—4 + 3i) +Z )

 aay (e (A

Fir z € C mit Arg(z) € (—im,7) gilt Log (—iz) + imi = Log (z)..

Wie wir soeben beim Logarithmus gesehen haben, kann der Konvergenzradius grofier
sein als a-priori vom Definitionsgebiet zugelassen wird. Auf diese Weise 148t sich oft eine
holomorphe Funktion erweitern zu einer holomorphen Funktion mit gréfferem Definitions-
gebiet.

Abbildung 6.3: Skizze zu Satz[6.0

Satz 6.6 (zur eindeutigen Fortsetzung) Seien Uy, Uy, C C Gebiete und f; : U; C
C — C holomorphe Funktionen. Sei zy € Uy N Uy und nehme an, es gibt r > 0 mat

fi1(2) = fa(z) fiir z € B.(2o).

Dann gilt fir jedes Gebiet A C Uy N Us mit zg € A:

fi(z) = folz) fiir z € A.

Bemerkung 6.6.1 Fin Gebiet in C ist eine offene zusammenhdingende Menge.
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Beweis. Sei z, € A. Weil A offen und zusammenhéngend ist, gibt es einen Polygonzug /,
die zy mit z, innerhalb von A verbindet. Sei d die Distanz von ¢ zu A°.

Man kann endlich viele Kreisscheiben {By(z;)}}_, wihlen derart, dass z; € £, z, = z
und |z — 21| < 3d fiir i € {1,...,n}.

Weil fi = fy auf Ba(z) und Biy(21) C Ba(2), hat fi und f; die gleiche Potenzreihe
p1 auf Bi 4(z1). Weil diese Potenzreihe konvergiert auf B,(z;) findet man

fi=p1 = fo auf By(z).
Ahnlich folgt mit der Potenzreihe py zu fi = f auf B 1 4(22), dass

J1=p2 = fp auf Bd(Zz)-

Nach n Schritten hat man f(z.) = fa(zs). u

6.2 Nullstellen eines Polynoms
Als eine Folge von der Formel von Cauchy hat man, dass:

Korollar 6.7 Jedes Polynom vom Grad n > 1 hat mindestens eine Nullstelle.

Beweis. Sei n € NT und seien a; € C fiir i € {0,...,n — 1}. Betrachten wir das Polynom
p(2) = 2"+ ap_1 2"t F 02"+ a2 + ap. (6.3)
Es gilt fiir |z| > Ry := 2nmax {|a,—1|, |an—2|, |@n-3|,-..,|ai|,|ao|} + 1, dass
Qp—1 Op—2 aq Qo
[p()] = [ |1+ = ponih R e aten] =
... Dreiecksungleichung ...
>’Z’n(1_‘an—1 _‘Oén—2 L aq _@)>
- z 22 Zn—l AL -
.. wegen |z| > Ry >1 ..
> |2 <1 B R T R (451 @) >
- 2] 2] lzl 2l ) T

.. wegen |z| > Ry > 2n|a| ...

eine holomorphe Funktion. Aus der Formel von Cauchy folgt dann fiir R > Ry, dass

1 1 1
| £(0)] = —7{ /(z) dz‘ = —7{ ——dz| <
2mi Jyer 2 =0 27 Ji=r 2p(2)
1 2w ) 1 2m 1
< — — R e dt < — —|dt =2R™".
27 Jioo Re”p(Re’t)ZR ‘ ~ 271 Ji—o | 3R” R
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Weil dies gilt fiir alle R > Ry, findet man f(0) = 0, eine Unméglichkeit. |

Wenn man das Polynom p aus (6.3) durch z — z; dividiert, findet man j3,_,, 3
B, und 3, in C, mit

n—1y» =+

z *
pz) = 2" 4 B, 02" 4 Bz 4 By + ) :
Z—z1 Z— 2

Wenn p die Nullstelle z; hat, dann folgt 3, = 0 und so auch

p(2)

= 2"+ B T 4 Bz + By
Z— 21

Man kann wiederholt das Korollar anwenden und findet schlufendlich, dass es z, ...
z, € C gibt derart, dass

?

p(z) =(2—21)(2—2) ... (2 — 2p) .
Ein Polynom vom Grad n hat n Nullstellen (wenn man sie einschlieBlich der Multiplizitét
zéhlt).
6.3 Das Maximum-Prinzip

Die Formel von Cauchy erlaubt es uns, holomorphe Funktionen abzuschétzen.

Korollar 6.8 Sei f: U C C — C holomorph und U offen. Wenn B,(zy) C U, dann gilt

o entweder |f(20)] < max{|f(z)|;z € 9B.(20)},

o oder |f(z)] = max {|f(2)|;2z € 0B, (z0)}-

Beweis. Es gilt

1 1 2 it )
|f(20)] = —7{ _f(z) dz’ = |— —f(zo —i—‘tre >z'7°e”dt <
270 J).=r % — 20 21t Ji—g ret
1 2 )
< o | f(z0 +re)| dt < max{|f(2)];z € 0B.(20)}.
T Jt=0
Die letzte Ungleichung ist streng, wenn |f(zq + re®)| # max {|f(z)|;2 € 0B,(20)}. u

Auf dhnliche Weise kann man auch zeigen, dass

e entweder

min  Re(f(2)) < Re(f(2)) < max Re(f(z)),

z€0Br(20) 2€0Br(20)

e oder

min  Re(f(z)) =Re(f(z)) = max Re(f(2)).

2€0Br(20) 2€0Br(20)

Wenn man den Beweis von Korollar anschaut, bekommt man noch eine andere
schone Eigenschaft:
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Korollar 6.9 Sei f: U C C — C holomorph und U offen. Wenn B,.(z9) C U, dann gilt
die erste Mittelwerteigenschaft:

fio f(z0 + re'?)dg

f(ZO) = o (64)
fcp:() dSD
Beweis. Es gilt
1 1 2w
fe) = —d L@ g L [Tt e g <
2mi J=r% — 20 21 Ji—y ret
1 [ ,
= — f(zo +re)dp

2T =0

und das ist genau die Aussage. [ ]

Korollar 6.10 Sei f : U € C — C holomorph und U offen. Wenn Br(zy) C U, dann
qilt die zweite Mittelwerteigenschaft:

f fo flz0+ rew)rdgodr
f f ngpdr

Beweis. Weil (6.4) gilt fiir jedes r € [0, R] folgt

f(20) =

R
/ f(zo + re"?)rdpdr = 27 f(zo)rdr =
r=0 Jp=0

= TR? f(z0) = f(20 / / rdydr.
r=0 =

Satz 6.11 (Das Maximum-Prinzip fiir holomorphe Funktionen) Sei U C C ein
Gebiet und sei f holomorph auf U.

o Wenn z+— |f(2)| ein lokales Mazimum hat in zo € U, dann ist f konstant.

o Fulls U beschrinkt ist und f stetig auf U ist, nimmt | f| das Mazimum an auf OU.

Beweis. Wenn | f| ein lokales Maximum hat, dann gilt wegen Korollar , dass

|/ (20)] = max{[f(2)|; 2 € 0B,(20)} (6.5)

fur r € (0,79). Das heifit, | f| ist konstant auf B,,(z0). Wenn f(zy) = 0 folgt f(z) = 0 auf
By, (20). Wenn f(zp) # 0, dann ist

z— Log (f(2)/f(20)) (6.6)

in eine Umgebung von zy eine wohldefinierte holomorphe Funktion mit wegen (6.5 kon-
stantem Realteil:

Re (Log (f(2)/f(20))) = In|f(2)/ f(20)] = 0.
Aus den Cauchy-Riemann Gleichungen folgt, dass das Imaginérteil von konstant ist:

Im (Log (f(2)/f(0))) = Arg (£(2)/(z0)) = Arg (1) = 0.
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Das bedeutet
Log (/(2)/ () = 0

und dass f(z) konstant ist in einer Umgebung von 2, denn
f(2)/f(z) = ol @/Fz0)) — 0 — 1

Die Fortsetzung wie in Lemma zeigt, dass f konstant ist auf G.

Fiir die zweite Aussage erinnert man sich, dass eine stetige Funktion auf einer kom-
pakten Menge, hier U, ihr Maximum annimmt. Wenn sie nicht konstant ist, kann das
Maximum nur auf U liegen. ]

Lemma 6.12 (Minimum-Prinzip fiir holomorphe Funktionen) SeiU C C ein Ge-
biet und f : U — C holomorph. Wenn z — |f (2)| ein lokales Minimum hat in zy € U,
dann gilt f(z0) = 0 oder f ist konstant auf U.

Beweis. Wenn |f(z)| > 0, dann ist ¢ : B,(z) — C mit

fiir r > 0 geniigend klein, holomorph auf B, (z) und es gilt wegen des Maximum-Prinzips
entweder, dass ¢(z) ist konstant auf B,.(zy) oder

Z| < max Z)|.
9(:0)] < _max [g(2)

Weil max.cp, (- [9(2)] = |g(20)| folgt g(2) ist konstant auf B,(z). Dann ist auch f(z)
konstant auf B,(zy) und wegen der eindeutigen Fortsetzung sogar auf U. ]



