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Analysis 3, Woche 1

Teilmengen und Strukturen

1.1 Topologie, Metrik und Norm

Definition 1.1 Sei X irgendeine Menge. Die Menge aller Teilmengen von X nennt man
Potenzmenge, wir schreiben P(X):

P(X)={A;AC X}.
Wenn X genau n € N Elemente hat, hat P (X) genau 2" Elemente.

Beispiel 1.2 Fir X = {&,{, 0, &} hat man

P(X):{ 0. {6} {O} AV}, {0} {6, O} {4, O} {d, #} {0, T} {O, M}, }
{0, 8} {4, 0,0} {d, 0.8} {6, O &} {0, 0, 8} {00 &} [

Bemerkung 1.2.1 Sei X eine beliebige Menge. Man schreibt {0, 1}X fiir die Menge aller
Abbildungen von X nach {0,1}. Es gibt eine direkte Bijektion B: P(X) — {0,1}"

B(A) =14 fir AcC X.
Hier ist 14 : X — {0,1}, also 14 € {0, 1}X, die Indikatorfunktion zu A:

1A($):{ 1 firxe A,

0 firxe X\ A.

Fiir jede Funktion f € {0,1} gilt B™(f) = f~1(1).

Bei endlichen Mengen ist P(X) sehr iibersichtlich. Wenn X unendlich viele Elemente
hat, ist P(X) im allgemeinen viel zu grof}, um ohne Weiteres verniinftige Aussagen machen
zu konnen. Dazu brauchen wir mehr Struktur.
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1.1.1 Topologie

Eine solche Struktur in R™ bietet die Klasse der offenen Mengen. Diese offenen Mengen
erfiillen die Eigenschaften einer Topologie. Allgemein definiert man diese wie folgt:

Definition 1.3 Eine Teilmenge T C P(X) heifit eine Topologie fiir X, falls

1.0, X €T,

2. jeder Schnitt endlich vieler Mengen aus T gehért zu T :

A ET firi=1,... .k = (| A4€eT,

1<i<k

3. jede Vereinigung beliebig vieler Mengen aus T gehort zu T

A,-ETfiiTalle@'E] — UAZGT

i€l

Bemerkung 1.3.1 Mit {A;;i € I} ist eine beliebige Teilmenge von T gemeint. I heifit
Indexmenge.

Bemerkung 1.3.2 (X, 7), mit T einer Topologie auf X, nennt man einen topologi-
schen Raum. Die Elemente von T nennt man die T -offenen Mengen.

Man sollte sich iiberlegen, wieso die iiblichen offenen Mengen in R™ diese Eigenschaften
erfiillen. Diese Topologie auf R™ nennt man die Standardtopologie auf R".

Bemerkung 1.3.3 Fiir jede Menge X # () gibt es zwei triviale Topologien: Ty = {0, X'}
und T, = P(X).

1.1.2 Metrik

Eine verwandte Struktur bietet auch die folgende Verallgemeinerung von Distanz:

Definition 1.4 Sei X eine Menge. Dann heifit eine Abbildung d : X x X — R eine
Metrik, wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

1. d(x,y) >0 fir alle x,y € X;
2. d(z,y) = 0 dann und nur dann, wenn x = y;

U

x,y) =d(y,z) fir alle x,y € X;
4. d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) firalez,y,z€ X.
Bemerkung 1.4.1 (X, d) nennt man einen metrischen Raum.
Lemma 1.5 Wenn (X,+,K,.) ein normierter Vektorraum ist mit Norm ||.||, dann ist

die Abbildung d, definiert durch d(x,y) = ||x — y|| eine Metrik fir X, d.h. (X,d) ist ein
metrischer Raum.
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Bemerkung 1.5.1 In R" ist die Fuklidische Distanz, also

1) = eyl =[S G-

die Standardmetrik.

Beweis. Weil ||z|| > 0 gilt fiir alle x € X, folgt d (x,y) = ||z — y|| > 0 fiir alle z,y € X.
Die Aussage ||z|| = 0 < x = 0 ist identisch zu d(z,y) = 0 < x = y. Es folgt aus

[z =yl = ll=(y =) = =1y =zl = lly = =]l
dass d(x,y) = d (y, ). Und schlussendlich liefert die Dreiecksungleichung, dass

d(z,y) =l —yll = [z = 2) + z =) < llz = 2| + ||z = 2l| = d(2,2) + d(z,y).

Beispiel 1.6 Die Funktion d: R x R — [0, 00), definiert durch
d (z,y) = min (|arctan () — arctan (y)|, 7 — |arctan (x) — arctan (y)|),

st auch eine Metrik auf R. Betragsmdf$ig groffe x und y sind sich nun sehr nah. Zum
Beispiel gilt
d (100, —200) = 0.01499....

Um sich diese Metrik vorzustellen, werden fir x,y € R die Geraden [(x,0),(0,1)] und
[(y,0),(0,1)] betrachtet. Wir nehmen den Kreis mit Radius & und Mittelpunkt (0, 3) und
betrachten die Schnittstellen Py, und Py mit den eben genannten Geraden. Dann ist d (z,y)

die Linge der kiirzesten Verbindung tiber den Kreis zwischen P; und Ps.

0,1)
P4

3 | 2a

.0 ©.0) *0)

Fiir a = arctan (z) und # = arctan (y) und hat das Zweibein (0,0), (0,1), P den
Winkel 2a und dhnlich hat das Zweibein (0,0), (0,%) , Py den Winkel 2. Die Winkel
werden rechts herum gemessen (in diesem Bild ist § negativ). Weil der Kreis den Radius
% hat, hat die Verbindung, die nicht durch (0,1) geht, die Linge €y = %|20¢ — 20|, und
die Verbindung durch (0,1) hat die Linge ¢, = 5 (2m — |2ac — 23]). Es folgt d (z,y) =
min (4o, ¢1).

1.1.3 Zusammenhang

In einem metrischen Raum (X, d) kann man fiir jedes Element z € X Umgebungen U, (z)
fir r € R* definieren durch

U(zx) ={y € X;d(z,y) <r}.

Allgemein nennt man U eine Umgebung von z, wenn es U,.(x) mit r > 0 gibt derart, dass

U (x) CU.
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Lemma 1.7 Wenn (X,d) ein metrischer Raum ist, dann ist

T={AeP(X);Yac AIreR" U,(a) C A} (1.1)
eine Topologie fir X, d.h. (X,T) ist ein topologischer Raum.
Beweis. Wir zeigen, dass die Bedingungen von Definition erfiillt sind.

1. Weil 0 leer ist, gilt alles fiir jedes Element und es folgt, dass () € 7. Weil jede
Umgebung von jeder Stelle a innerhalb X liegt, folgt auch X € T.

2. Seien Ay,..., Ay € T und schreibe A = (,..., A;. Fiir a € A gilt, dass a € 4;
fiir jedes i und dann gibt es r1,...,r, € RT mit d(z,a) < r; = = € A;. Wenn
d(z,a) < r:= minj<,<,7; dann gilt © € (), Ai = A. Man bemerke, dass r > 0
gilt, weil es nur endlich viele r; gibt. Also folgt A € T.

3. Sei {Aj;i eI} C T und sei B = |,
Fir z mit d(x,a) <r; gilt z € A; C B.

A;. Fiir a € B gibt es ein ¢ € I mit a € A;.
[

Die Zusammenhénge in Kurzfassung:

Norm — Metrik — Topologie I

Eine wichtige Figenschaft wollen wir noch benennen. Sie sorgt zum Beispiel dafiir,
dass, wenn es einen Grenzwert gibt, dieser eindeutig ist.

Definition 1.8 Man sagt, dass (X,T) die Hausdorff-Eigenschaft hat, wenn es fiir
alle v,y € X mit x #vy Mengen U,V € T gibt mit x € U undy € V mit UNV = ).

Bemerkung 1.8.1 Sei x € X. Fine Menge U € T mit x € U nennt man eine Umge-
bung von x.

Proposition 1.9 Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei x,y € X mit x # y. Dann gibt
es Umgebungen U von x und V von y mit UNV = (.

Bemerkung 1.9.1 Anders gesagt: Wenn die Topologie T auf X durch eine Metrik defi-
niert ist wie in , dann hat (X, T) die Hausdorff-Eigenschaft.

Beweis. Man setze ¢ = 1d(z,y) und nehme U = U.(z) und V = U.(y). Wenn z €
U.(z) N U:(y), dann gilt

2e =d(z,y) <d(z,2)+d(z,y) <e+e,

ein Widerspruch. ]



1.2 Basis und Produkt bei Topologien D

Beispiel 1.10 Fiziere f : R — {z € C; |z| = 1} durch f (z) = ™.
Man kann zeigen, dass T, definiert durch

T = {f’l(A);A C C ist oﬁen},

eine Topologie auf R ist. Dann hat (R, T) nicht die Hausdorff-
Figenschaft. Man betrachte 0 und 27 und sieht, dass beide immer in
den gleichen offenen Mengen liegen. Diese Topologie lisst sich dann
auch nicht durch eine Metrik beschreiben. Man kann sich hier R
vorstellen als aufgerollt in einer vertikalen Spirale und jedes T € T
als Teil der Spirale innerhalb einer Sdule, die sich projizieren ldsst
auf eine offene Menge in C. Anders gesagt, T ist die Menge der
2m-periodischen offenen Mengen aus der Standardtopologie fiir R.

1.2 Basis und Produkt bei Topologien

In R™ haben wir die Standardtopologie eingefiihrt mit Hilfe offener Kugeln. Man hat
nicht nur die offenen Mengen damit definiert, sondern jede offene Menge U kann man
auch schreiben als Vereinigung von Kugeln. Das kann man auch allgemeiner machen.

Definition 1.11 Sei (X, 7)) ein topologischer Raum. Man nennt B C T eine Basis fiir
die Topologie T, wenn es fir jedes T' € T Basiselemente {B; € B;i € 1} derart gibt, dass

iel

Die offenen Intervalle bilden eine Basis fiir die Standardtopologie auf R; die offenen
Kugeln bilden eine Basis fiir R™.

Lemma 1.12 Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei B C T. Wenn es zu jedem
x € X und jedem T € T mit x € T ein Element B € B gibt mit x € B C T, dann ist B
eine Basis fiir die Topologie T,

Beweis. Sei T € T. Fir x € T' gibt es B, € Bmit v € B, CT. Dann gilt T = |J B,. ®

zeT

Definition 1.13 Seien (X1, 7T1) und (X2, T2) topologische Rdume. Dann definiert man
die Produkttopologie auf X, x Xy als die kleinste Topologie T, die alle Mengen Ty x Ty
fiir Ty € Ty und Ty € Ty enthdlt. Man schreibt T = T, @ Ts.

Bemerkung 1.13.1 Die Produkttopologie T enthdlt mehr als nur
Ty x Ty ={(z,y);z €T und y € T}
mit Ty € Ty und Ty € Ty. Siehe Abbildung[1.1. Man kann aber zeigen, dass
{Th x Ty; Ty € Ty und Ty € To}
eine Basis bildet fiir Ty @ Ts.

Bemerkung 1.13.2 Hat man eine Topologie T auf X1 X Xo, dann kann man auch eine
Topologie auf X1 (und ebenso auch auf Xs) definieren, namlich durch

7‘1 = {Tl < P(Xl);Tl X X2 < T}
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Abbildung 1.1: Links steht eine Darstellung von (T4 x T4) U (11 X T33). Eine solche Menge
ist nur selten ein Produkt. Rechts steht eine Darstellung vom kleinsten Produkt, das diese erste
Menge enthélt, ndmlich (77, U Ty ) X (Th,q UTap).

Lemma 1.14 Seien T, und T,, die Standardtopologien auf R™ und R™. Die Standardto-
pologie auf R := R" x R™ ist die Produkttopologie von T, und T,,.

Der Beweis dieses Lemmas verwendet Lemma und dass fir (x,y) € R™ und
r >0 gilt
B (a,y) < BI(x) x B (y) € B (1,9).

1.3 o-Algebra

Eine zweite Struktur fiir Teilmengen in P(X) ist folgende:

Definition 1.15 Fine Klasse A von Teilmengen aus X, also A C P(X), heifit eine
o-Algebra iiber X, falls

1. X € A,
2. Ac A — A e A,

3. AkGAdeallekEN — UAkEA
keN

Bemerkung 1.15.1 Die Mengen in A nennt man A-messbar. (X, A) nennt man einen
messbaren Raum.

Bemerkung 1.15.2 Wenn A, € A fir alle k € N, dann gilt wegen der zweiten Bedin-
gung, dass auch AS, € A fir alle k € N. Weil

(ﬂAk>C:UA;eA

keN keN

gilt wiederum wegen dieser zweiten Bedingung, dass (| Ax € A.
keN

Eine o-Algebra ist abgeschlossen unter allen abzihlbaren Mengenoperationen (Verei-
nigung und Schnitt).
Wir erinnern nochmals an die Begriffe , endlich“ und , abzéhlbar?

!Eine Menge A heit endlich, wenn es k € N gibt derart, dass A = {z1, 2o, ..., 7%}

2Eine Menge A heifit abziihlbar, wenn es eine surjektive Abbildung f : N — A gibt, also dass A = f(N).
Es ist dann noch moglich, dass A endlich viele Elemente hat. Wenn es eine bijektive Abbildung f: N — A
gibt, dann ist A abzdhlbar unendlich.
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Beispiel 1.16 1. {R, 0} ist die kleinste o-Algebra iiber R.
2. Sei A CR. Dann ist A= {0, A, R\ A R} eine o-Algebra iber R.
3. Definiere fir f € {0,1}" die Menge

Ap= |J  (kk+1].

kEZ mit f(k)=1
Dann ist A = {Af; f Ao, I}Z} eine o-Algebra diber R.
4. P(X) ist die grifite o-Algebra iber X .

Lemma 1.17 Sei B eine Teilmenge von P(X). Dann kann man wie folgt die kleinste
o-Algebra definieren, die B enthdlt:

Ap = ﬂ {ACP(X);BC A und A ist eine o-Algebra iber X} . (1.2)
Beweis. Anders gesagt; sei M die Menge aller o-Algebren iiber X und man setzt
As=[{AeM;BC A}

Man soll zeigen, dass so eine kleinste o-Algebra existiert. Weil P(X) € M gilt, ist M
nicht leer und die Menge Az C P(X) ist wohldefiniert. AuBerdem gilt fir B € B, dass
BeN{AeM;BcC A}. Also gilt B C Ag.

Wir zeigen nun, dass Ag eine o-Algebra ist. 1) Weil ), X € A fiir jede o-Algebra
Ae M, gilt ), X € Ag. 2) Nehme A € Ag. Dann gilt A € A fiir jede A € M mit B C A,
also auch A¢ C A fiir solche A und A¢ € N{A € M;B C A}. 3) Ahnlich kontrolliert
man, dass die dritte Bedingung erfiillt ist. Also ist Az eine wohldefinierte o-Algebra und
aus der Art der Definition folgt, dass sie die kleinste ist. [ ]

Definition 1.18 Seien (X1, A1) und (Xa, Az) messbare Riaume. Dann definiert man die
Produkt-o-Algebra auf X1 x X5 als die kleinste o-Algebra A, die alle Mengen A; x A,
mit Ay C Ay und Ay C Ay enthdlt. Man schreibt

A=A ® A,

Bemerkung 1.18.1 Ahnlich wie bei der Produkttopologie enthilt die Produkt-o-Algebra
A mehr als nur
Al X A2 = {(.1'171'2) ;X1 € Al und To € AQ}

mit Al c .Al und Ag c ./42.

Theorem 1.19 Seien (X1, A;) und (X2, A2) messbare Riume und sei A € A; @ As.
Dann gilt

o fiir xo € Xy, dass Sy (xq, A) == {x1; (v1,22) € A} € Ay und
o fiir x1 € Xy, dass Sy (21, A) = {x2; (x1,22) € A} € As.

Bemerkung 1.19.1 5 (3, A) nennt man den Schnitt von A in X, beziiglich x5. Ahnlich
nennt man Ss (z1, A) den Schnitt von A in Xo beziiglich 1. Siehe Abbildung .
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Abbildung 1.2: Fiir die blaue Menge findet man in grau auf der linken Achse den Schnitt
Sa(z1,A). Unten findet man Sy (z2, A).

Beweis. Sei B C P (X; x X3) die Menge aller Mengen B € A; ® A; derart, dass fiir alle
(.1'1,33'2) € X1 X Xz gllt

Sl (.TQ, B) € .A1 und 52 (.Tl, B) € .AQ. (13)

Es gilt, dass B eine o-Algebra ist:

1. Sl (.TQ,Xl X XQ) = X1 < Al und SQ (ili‘l,Xl X Xz) = X2 € AQ liefert X1 X X2 e B.
2. Weil S (z2, B¢) = Sy (22, B) und Ss (21, B¢) = Ss (21, B)® gilt, findet man

BeB= B°eB.

3. Ahnlich hat man

Ui S1 (22, B;) = 54 <:102, UZ Bi> und LJZ Sy (1, B;) = S (:L‘l, Uz Bi>

und damit zeigt man die dritte Bedingung von Definition [1.15]

Wir zeigen nun, dass B = A; ® Aj. Aus der Definition folgt, dass B € A; ® A;. Um
D zu zeigen, nehmen wir A; € A; und Ay € A,y. Dann gilt fiir B = A; x A,, dass

g ( A1 falls To € AQ,
Z9, B) =
L () falls xo ¢ As,

und S, (x4, B) € A;. Ahnlich folgt S, (21, B) € A;. Dies bedeutet, dass B = A; x Ay € B.
Weil A; ® A, die kleinste o-Algebra ist, die alle solche Mengen A; x A, enthélt, gilt
A ® Ay C B. Also gilt (1.3) fiir alle B € B = A; ® Ay und das Theorem ist bewiesen. m
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1.4 Borel-o-Algebra

Vergleicht man also o-Algebra mit Topologie, sieht einiges &hnlich aus, aber es gibt auch
wesentliche Unterschiede: so sind bei einer o-Algebra ,mehr“ Schnitte und ,, weniger®
Vereinigungen erlaubt.

Die beiden Strukturen werden verkniipft in der folgenden Definition.
Definition 1.20 Sei X eine Menge und T C P(X) eine Topologie.

Dann nennt man Ay, das heiffit die kleinste o-Algebra, die T
enthdlt, die zu (X,T) gehirende Borel-c-Algebra.

Der Franzosische Mathematiker und Politiker Emile Borel lebte von
1871 bis 1956.

Bemerkung 1.20.1 Sei (X,7T) ein topologischer Raum. Die zugehirige Borel-o-Algebra
A7 enthdlt u.a. alle offenen und abgeschlossenen Mengen. Die Mengen in dieser Borel-
o-Algebra nennt man Borel-messbar.

Bemerkung 1.20.2 Die Standard-Borel-o-Algebra in R"™ enthdlt alle offene und abge-
schlossene Mengen, jedoch auch alle Mengen, die entstehen durch abzdihlbare Vereinigun-
gen oder Schnitte solcher Mengen. Man konnte denken, dass man so fast alle Teilmengen
von R™ bekommen wiirde, aber das ist ein Irrtum. Es gibt viele nicht Borel-messbare
Mengen in R™. Ein konkretes Beispiel einer solchen Menge ist jedoch nicht so leicht zu
definieren.
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Mafle 1

Wir haben in Analysis 2 gesehen, dass man fiir beschrinkte konvexe Teilmengen von
R™ einen Inhalt definieren kann. Auch fiir endliche Vereinigungen von solchen Teilmengen
kann man den Inhalt definieren. Diese speziellen Gebiete bilden aber eine relativ kleine
Klasse; man mochte dies verallgemeinern, eigentlich méchte man am liebsten einen Inhalt
definieren fiir jedes A € P(X). Es wird sich herausstellen, dass das zu viel verlangt ist.

Mehr als nur Vereinigungen von endlich vielen beschréankten konvexen Teilmengen ist
aber moglich. Diesen verallgemeinerten Inhaltsbegriff nennt man Lebesgue-Mafl. Bevor
wir dieses Lebesgue-Mafl betrachten, werden wir uns mit dem Begriff Mafl beschéftigen.
Vorher kommen noch die messbaren Funktionen und zum Vergleich auch noch die stetigen
Funktionen.

2.1 Stetige Funktionen
Wenn f: X — Y eine Abbildung ist, definiert man f~! durch
) ={r e Xif () =y}
Das heifit, f~! (y) ist das Urbild von {y} und als Funktion findet man
LYy = P(X).

Nur im Fall, dass f eine Bijektion ist, gilt f~'(y) = {f"(y)}. Wenn kein z € X existiert
mit f (z) =y, dann folgt f~! (y) = 0.

Man verwendet f~! auch fiir Mengen A C Y und da setzt man
frA) ={re X;f(z) € A}
und findet eine Funktion f~*: P (Y) — P (X). Fiir dieses f~! gilt:
e f1 (@) =0und f[71(YV) =X,

o f(f1(A)) C Afiir alle ACY und
f(f7'(A)) = A genau dann, wenn A C f(X);

e /71 (f(B)) DB fiir alle B C X.
Im Allgemeinen gilt auch hier nicht, dass f~! (f (B)) und B identisch sind.

11
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Beispiel 2.1 Fiir f: R — R mit f (z) = 2* gilt:

f7H(=4) =0 und f( H(=4) = f(0) =0,
{2 (@) =F,"1w=1{-22},
[-13]cf (f([—1,3])) =f71([0,9]) = [-3,3] = f 7 (£ ([-3,3)))-

Die Stetigkeit von f bei normierten Rdumen kennt man inzwischen aus seinen Traumen.
Auch fiir metrische Rédume sollte die Definition der Stetigkeit keine Uberraschungen ha-
ben, denn man ersetzt ||z — y|| durch d(z,y):

Definition 2.2 Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und f : X — Y eine Funk-
tion. Die Stetigkeit fir f wird wie folgt definiert:

VaexVesodsso dy (a,0) <6 = dy (f(a), f (b)) <e.

Man definiert sogar Stetigkeit fiir topologische Rdume und auch diese Definition ist
eine Verallgemeinerung der iiblichen Definition auf R".

Definition 2.3 Seien (X, S) und (Y, T) zwei topologische Riume. Dann nennt man eine
Funktion f: X —Y S-T-stetig, wenn fiir jedes T € T gilt, dass f~1(T) € S.

Lemma 2.4 Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und seien S und T die durch
die Metriken dx beziehungsweise dy definierte Topologien. Dann stimmt die klassische
Definition der Stetigkeit mit der in Definition tiberein.

Beweis. e Von klassisch zu Definition 2.3] (=):
Sei T' € T nicht leer und sei a € f~! (T'). Weil T offen ist, gibt es € > 0 mit

U (f(a)) ={y € Yidy (f(a),y) <e} CT.

Aus der klassischen Definition der Stetigkeit folgt, dass es § > 0 gibt mit f (Us(a)) C
Us (f (a)) fiir
Us(a) :={y € Y;dx (a,x) < }.

Es folgt Us(a) C f~1(U.(f (a))) C f~1(T). Weil dies fiir beliebige a € f~(T) gilt,
bedeutet es f~1 (T) € S.

e Die Riickwértsrichtung (<):

Sei a € X, ¢ > 0 und betrachte U (f (a)). Weil U, (f (a)) € T gilt, folgt aus der
Annahme, dass f~(U. (f (a))) € S. Das heiit [~ (U. (f (a))) ist offen, und weil a €
YU (f (a))), gibt es § > 0 mit Us (a) C f~1(U.(f (a))). Anders gesagt, fiir jedes
a€ X,e>0gibt es § > 0 derart, dass aus dx (a,z) < 0 folgt d, (f (a), f (x)) <e. u

2.2 Messbare Funktionen

Ahnlich zur Stetigkeit wird auch die Messbarkeit von Funktionen definiert:

Definition 2.5 Seien (X,.A) und (Y,B) zwei messbare Rdume. Dann nennt man eine
Funktion f: X —Y A-B-messbar, wenn fiir jedes B € B gilt, dass f~'(B) € A.
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Abbildung 2.1: Die Funktion aus Beispiel

Dies kann man noch kiirzer fassen durch f~! (B) C A, wenn man

f7HS8) ={/7(9);8 € S}
fir S C P (Y) definiert, das heiit, f~! (S) als Menge von Teilmengen in P (X).

Beispiel 2.6 Betrachte R mit der Standard-Borel-o-Algebra. Dann ist die Treppenfunk-
tion f: R — R, definiert durch

f(x)=|z| :=max{n € Z;n < z}

messbar. Siehe Abbildung[2.1. Dies zu zeigen ist nicht so direkt. Fur offene Intervalle kann
man jedoch leicht zeigen, dass das Urbild eines offenen Intervalls eine Borel-Menge ist.
Fiira < b gilt

FH(ab) =f"({neZsla] +1<n < [b]}) =[la] + 1, [b) +1),

und dies ist eine Borel-Menge, weil [n,m) = (n—1,m)\ (n — 1,n) fir n < m. Vereinigt
man beliebig viele offene Intervalle, ist das Urbild die Vereinigung von abzdihlbar(!) vielen
Intervallen vom Typ [n,m) mit n,m € Z.

Die Funktion im Beispiel ist nicht stetig. Die Frage, ob messbare Funktionen stetig
sind, wenn man die passende Topologie und o-Algebra verwendet, wird in der folgenden
Proposition beantwortet:

Proposition 2.7 Seien (X,7T) und (Y,S) zwei topologische Riume und sei f : X —Y
T -S-stetig. Dann ist f Ar-As-messbar.

Bevor wir diese Proposition beweisen, schauen wir uns die folgenden Lemmas an:

Lemma 2.8 Sei S C P(Y) und sei f: X — Y eine Funktion. Dann ist f~'(As) eine
o-Algebra auf X .

Beweis. Diese Ergebnisse folgen direkt, wenn man sich die betreffenden Mengen anschaut.
1) 0,Y € Ag liefert 0 = f~1(0) € f~1(As) und X = f~1(Y) € [~ (As).
2) A € Ag liefert A° € As und

FHA) ={z € X; f() € A} = {w € X; f(w) € A} = (f71(A))".
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3) Fiir 4; € As gilt
f_l <U7LEN Al) - UiEN f_l (Al) )

Also ist f~!(As) eine o-Algebra. u

Lemma 2.9 Sei S C P(Y) und sei f : X — Y eine Funktion. Dann gilt f~'(As) =
Af*l(s).

Beweis. Weil S C A folgt f~1(S) C f~1(As) und weil f~!(As) eine o-Algebra ist, hat
man sofort

A5y C [ (As). (2.1)

Fiir die andere Richtung setzt man
B={BeP(Y);f'(B)€Ar1s)}, (2.2)

und dies impliziert, dass

f7HB) C Ajs).

Fir B € S gilt f~1(B) € f71(S) C Aj-1(s) und es folgt, dass B € B. Also gilt S C B.
Wir behaupten, dass schon B eine o-Algebra ist. Weil f~1(0), f~1(Y) € Aj-1(s) folgt
0, Y € B. Wenn B € B, dann folgt B¢ € B aus

FHBY) = (f71(B))" € Ap1s).
Wenn B; € B fiir i € N, dann folgt | J,.y B; € B aus
-1 N -1/ )
U B = F B € Apags).

Also ist B eine o-Algebra. Weil & C B und weil Ags die kleinste o-Algebra ist mit
S C As, folgt As C B und

fﬁl(.As) C fﬁl(B) C .Af—1(3). (23)
Zusammen zeigen (2.1) und (2.3 das gewiinschte Ergebnis. ]

Beweis von Proposition [2.7, Wir sollen zeigen, dass wenn f~1(S) C T gilt, auch
f71(As) C Ay gilt. Mit Hilfe von Lemma 2.8 und [2.9 folgt [~ (As) = Aj-1(5) C Ar. m

2.3 Definition eines Mafles

Wenn man sich fragt, welche Eigenschaft ein Mafi haben sollte, dann wiirde man sagen,
dass das Mafl eine Funktion ist, definiert fiir Mengen und zwar so, dass die Additivitét
gilt. Mathematisch formuliert ist eine Mengenfunktion p additiv, wenn fiir jede paarweise
disjunkte Ay,..., A, € A gilt

k k

Ap) = Zn:l f1(An).

Auflerdem wiirde man der leeren Menge Mafi 0 geben wollen. Beide Eigenschaften findet
man zuriick in der folgenden Definition:

1(

n=1
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Definition 2.10 Sei (X,.A) ein messbarer Raum. Dann heifit 1 : A — [0, 00| ein (posi-
tives) Maj3, wenn

1. u(®) =0,

2. u ist o-additiv: fir jede paarweise disjunkteﬂ Folge {An},cn C A gill

il A =3 A,

Bemerkung 2.10.1 Wenn man A; = 0 fir j > k nimmt, dann sieht man direkt, dass
die o-Additivitdt die Additivitat impliziert.

e Man nennt (X, A, n) einen Mafraum.

o Wenn auflerdem pu(X) < oo, dann nennt man das Mafs u endlich. Wenn p(X) =1,
nennt man p ein Wahrscheinlichkeitsmays.

Bemerkung 2.10.2 Weil > 0 ist, ist die Reihe ), p(Ay) auch unbedingt konver-
gent, wenn sie konvergiert. Unbedingt konvergent heisst, dass man die Folge umordnen
kann, ohne dass sich das Ergebnis dndert: fir o : N — N eine Buijektion, gilt

M M
lim M(An) = lim M(Ao(n))

M —o0 n=0 M —o0 n=0

Wenn die Folge Y, - i1(An) nicht konvergiert, dann folgt

M M
lim ano p(Ay,) = oo und ]Vllim Z

M—o0 —00 n=0

#(Ao(n)) = 00,
Diese Definition vom Maf liefert die folgenden Eigenschaften:
Theorem 2.11 Sei (X, A, ) ein Mafraum. Dann gilt fir A, B, A; € A:
1. AC B = pu(A) < u(B);
2. p(ANB) + p(AUB) = u(A) + u(B);
8. wenn A, C Any fiir allen € N, dann ist {i(Ay)},cn eine wachsende Folgeﬂ und
Jim (4) = (U ) € 0,00

4. wenn Ap, D Anyq fiir allen € N und p(Ag) < oo, dann ist {iu(An)},cn eine fallende

Folge und
nli}IEOM(An) ks (ﬂkeN Ak) '

1Sei A; € P(X) fiir i € I. Dann heiit {A;},c1 paarweise disjunkt, wenn A; N A; = () fiir alle 4,5 € 1
mit @ # 7.
2Man erlaubt hier Grenzwerte in [0, co] und der uneigentliche Limes oo wird wie folgt definiert:

lim a, =00, wenn YVR>03dNgreN:n>Nr — a, > R.

n— oo
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Bemerkung 2.11.1 Die vierte Aussage braucht eine Bedingung wie u(Ag) < oo (es
reicht u(Ay,) < oo fir irgendein ko). Denn es ist méglich, dass sowohl pu(Ag) = oo fir
alle k € N als auch p (Nyen Ar) = 0 gilt.

Ein solches Beispiel findet man in (Z, P (Z),Z) mit Z das Zihlmafs. Dieses Zihlmaf
wird definiert durch

n falls A genau n Elemente enthdlt,
oo falls A unendlich viele Elemente enthilt.

24 = {
Betrachtet man Ay = 2F7 = {n2k; ne Z}, so findet man Ax O Apy1 fir alle k € N,
Z (Ay) = oo fiir alle k € N und Z (ﬂkeN Ak> =7 ({0}) =1.

Beweis. 1) Weil B =AU (BN A°) und AN (BN A°) = 0 gilt, folgt aus der Additivitét,
dass
n(B) = u(A) + p (BN AY) = pu(A).

2) Man bemerke, dass AU B = (AN B¢)U B und (AN B°) N B = (). Dann gilt
p(AUB) = p(ANB°) + pu(B).
Weil (AN B)U (AN B°) = A gilt, hat man auch
p(ANB) +p(ANB) = p(A).
Es folgt, dass
p(AUB)+pn(ANBY)+u(ANB)=pu(ANBY) +u(B)+u(A).

Wenn p (AN B€) = oo, dann gilt auch p (AU B) = oo = p(A), und es steht auf beiden
Seiten oco. Wenn p (AN B€) < oo, dann bekommt man

p(AUB) 4+ pu(ANB) = pu(B)+ p(A).

~3) Weil 1) gilt, findet man, dass die Folge wachsend ist. Setzt man Ay = Ay und
A=A, NAS | fiir k> 1, dann ist {Ak}keN eine disjunkte Folge und es gilt

(U] = U = 230 =t (U, ) = pm )

In =) verwendet man die o-Additivitiat und in =(©) die daraus folgende Additivitit.

4) Man findet, weil 1) gilt, dass die Folge fallend ist. Dann folgt u(Ay) < u(Agp) < oo
und {41(Ay)},en ist eine fallende nach unten (durch 0) beschriankte Folge und deshalb
konvergent. Weil

1 (Ao NAL) + p (Ar) = p (Ao MAL) + (Ao N Ag) = 11 (Ag)
gilt und p(Ay) endlich ist, folgt
(Ao 1V AS) = i (Ao) — p (Ar) (2.4)
Jetzt definiert man By, = Ag N A, und wendet 3) an. Es gilt A C Aj,, und also auch

B, = (A(J N Ai) C (AO N Az+1) = Bk-l—l-
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Weil c
UkeN Bk - AO M UkeN Az - AO M (ﬂkEN Ak)

gilt, bekommt man

1 (Ag) = p (AO n <ﬂkeN A’“)C) tH (AO a <ﬂkeN Ak))
U)o ()

unter Verwendung von 3. folgt

- klgglo,u(Bk) o (ﬂkeN Ak) - ’}LI{)IOM(AO NA) + 1 <mk€N Ak)
unter Verwendung von (22.4)) folgt

= Jim (u(do) = p(40) + 11 ([, 44)

k—o0
und weil der Limes existiert in [0, 00)

= #(Ao) = klggou (Ae) + (mkeN Ak) ‘
Weil 1 (Ap) < oo findet man

lim 11 (Ay) = p (ﬂkeN Ak) .

k—oo

Beispiel 2.12 Sei a € R und definiere den Mafsraum (R, P(R),d,) durch

5.(A) = 1 fallsa € A,
0 falls a ¢ A.

Dieses MafS nennt man das Dirac-Majf$ mit Trager in a.

Beispiel 2.13 In Analysis 2 haben wir gezeigt, dass

/ e dy = V.

oo

@=p? o0 :
Man findet, dass fir ga,(r) = \/;Twe_ o2 gilt [ gay(x)dz = 1. Fiir die offenen Inter-

valle (a,b) definiert man

b
pao(@) = [ guyfa)de
Fiir jedes o > 0 und y € R folgt, dass p, , (R) = 1. Auflerdem gilt
lim g1, ((a,0)) = 0y((a,0)) = Lot (¥).
Wir werden noch zeigen, dass man p, , erweitern kann zu einem Map auf allen Borel-

mengen von R.

Bemerkung 2.13.1 Die Funktion ga,(-) ist eine Dichte fiir das Maf§ p,,,. Fir das
Dirac-Maj$ existiert keine Dichtefunktion.



18 Woche 2, MafBe I

Die Standard-Gauflkurve g, o oder Normalverteilung bekommt man als Limes beim
Dreieck von Pascal, dem Dreieck mit folgenden Koeffizienten:

Wenn man eine ehrliche Miinze n mal wirft, dann ist die Wahrscheinlichkeit m mal
Kopf zu erhalten:

1 n
P [m mal Kopf bei n Wiirfe| = (—) <n)
2 m
Zentriert man den Graph in 0 (schiebe das Intervall [0,n] durch m +— m — in auf

[—3n, 3n]) und skaliert man mit Faktor /%, genauer gesagt ( (\/7 \/7 )

dann approximiert man mit den folgenden Paaren die Gauﬁkurve

(o560 ()~ ) e

Weil diese Konvergenz so nicht genau definiert ist, schreiben wir ~». Schon genauer wére:

1

Sei # € R und {my,}, .y C N derartig, dass lim % (mn -3

n—o0

I n(I\"(nY\ 1 _.
eV 2\2) \m,) T VA

Wir beweisen dies nicht, aber illustrieren das Ergebnis mit einigen Bildern. In Abbil-

dung [2.2| findet man fiir n = 1, ..., 100 skalierte Skizzen von m — (n) In der néchsten
m

n) =z, dann gilt

2

Abbildung sind drei dieser Kurven verglichen mit x — \/%?e
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Abbildung 2.2: Von Pascal nach Gauf}, die ersten 100 Kurven.
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Abbildung 2.3: Die Bilder zu 1} fiir n = 6, n = 60 und n = 600
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Abbildung 2.4: Ein Bild zu der Dichtefunktion g1 findet man auch mitten auf der letzten 10-
DM-Banknote zusammen mit Carl Friedrich Gauf3
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2.4 Nullmengen und Vollstandigkeit

Definition 2.14 Sei (X, A, u) ein Mafraum.
e Man nennt A € A eine Nullmenge, wenn p(A) = 0.

o Der Mafsraum heifit vollstdndig, wenn jede Teilmenge einer Nullmenge wiederum
in A liegt (und also eine Nullmenge ist).

Lemma 2.15 Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind wiederum Nullmengen.

Beweis. Dieses Ergebnis folgt aus der o-Additivitat. ]

Betrachtet man die Standard Borel-o-Algebra auf R und das Standardmafl p mit
w((a, b)) =b—a fir b > a, dann gilt:

p(N) =0, p(Q) =0 und p ({(h +V2q; g1, € @}) =0.

Dies folgt aus
(Ut = St - oo

mit einer Abzahlung {a;},  der betreffenden Menge.

i€N
Theorem 2.16 Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Setzt man
A={AUAy; A€ A und es gibt eine Nullmenge N € A mit Ay C N}
und (AU Ag) = p(A), dann gilt
1. A ist eine o-Algebra,
2. Iu ist ein wohldefiniertes Mafs, und
3.

(X, A, ﬂ) st ein vollstandiger MafSraum.

Beweis. 1) Weil () eine Nullmenge ist und AU @ = A gilt, gilt A C A. So ist gleich die
erste Bedingung einer o-Algebra erfiillt. Sei A € A und Ay C N mit N eine Nullmenge.
Weil auch N N A§ C N und

A= (N°NAG)U(NNAG) = NU(NNAS)
folgt, dass
(AU A =ANA;=AN(N°U(NNA]))
= (A°NN°)U(A°NNNA).
Man hat AN N¢ € Aund A°N NN A5 C N. So hat man bewiesen, dass (AU Ap)° € A.

Die letzte Eigenschaft einer o-Algebra folgt aus Lemma [2.15]

2) Wenn AU Ag = BU By mit A, B C A und A und B, Teilmengen von Nullmengen
N beziehungsweise M sind, dann gilt AUNUM = BUN U M. Weil A°N (N U M) und
B°N (N U M) Nullmengen sind, hat man

p(A) = p(A) + p(A°N(NUM)) = p(AUNU M)
=p(BUNUM) = pu(B)+p(B°N(NUM)) = p(B)
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und es gilt p(AU Ay) = u(B U By). So ist i wohldefiniert. Es ist sogar ein Maf:

i) 0 ist eine Nullmenge fiir o und, weil a(0) = p(d U @) = (@) = 0, auch Nullmenge
fiir fi.

ii) Fiir eine disjunkte Folge {A; U Ao}, mit A; € A, und Ag; Teilmenge einer
Nullmenge By ;, ist wegen der o-Additivitdt auch By := UieN By, eine Nullmenge mit
Uien Ao,i € Bo. Es folgt:

s (UiGN <Ai Y Ao’i)> = (UiGN AU UieN AO’Z) —# (UiEN Ai)
- ZiEN p(A) = ZZEN A (As U Aog)

3) Diese letzte Eigenschaft folgt aus der Definition und den ersten beiden Eigenschaf-
ten. [
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3.1 AuBeres Mafl

Man kénnte hoffen, nachdem man durch die Erweiterung von (X, A, p) zu (X, A, R)
einen vollstéindigen Mafiraum konstruiert hat, dass auch alle Mengen messbar sein sollten.
Nimmt man A = P (X), dann kann man zwar immer das Zahlmafl verwenden:

Anzahl Elemente in A wenn endlich,
n(A) =

sonst 0o,

aber das ist nicht besonders interessant. Hofft man fiir X = R"™ darauf, das iibliche Vo-
lumen zu erweitern zu einem Mafl auf P (R"), dann ist diese Hoffnung vergeblich; es gibt
immer noch nicht-messbare Mengen. Es ist jedoch nicht einfach, ein konkretes Beispiel
fiir eine nicht-messbare Menge hinzuschreiben, denn eine abzéhlbare Konstruktion reicht
nicht. Wenn es iiberabzéhlbar wird, dann braucht man im Allgemeinen das Auswahlaxi-

oml!
Eine Moglichkeit, um fiir alle Teilmengen in P(X) etwas dhnliches wie ein Maf} zu

definieren ist folgende:

Definition 3.1 FEine Abbildung p* : P(X) — [0, 00| nennt man ein dufleres Majf auf
X, wenn:

1. (@) =0,
2. firalle A,BeP(X):ACB = pu*(A) < u*(B), und
3. p* ist o-subadditiv: fir alle {A;},.y C P(X) gilt:
(U =
€N
! Auswahlaxiom Wenn A eine Menge nichtleerer Mengen ist, dann gibt es eine Auswahlfunktion: fiir

alle Mengen A € A kann man ein Element a € A bestimmen.
Anders gesagt: Sei X = |J .4 A, dann gilt

If : A— X mit VA € A: f(A) € A.

Die meisten Mathematiker nehmen dieses Axiom als Voraussetzung. In der Mathematik ist ein Axiom
ein nicht deduktiv ableitbarer und widerspruchsfreier Grundsatz.

23
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Bemerkung 3.1.1 FEin dufleres Maf$ ist nicht unbedingt ein Maf!

Bemerkung 3.1.2 Bei der o-Subadditivitit wird nicht verlangt, wie bei der o-Additivitdt,
dass die A; paarweise disjunkt sind. Das ist jedoch nicht der Grund, wieso < statt = in der
Definition erscheint. Man mdochte hier zulassen, dass eine strikte Ungleichung erscheinen
kann, sogar bei paarweise disjunkten Mengen A;.

Wenn man geniigend Teilmengen von X hat, fiir die man eine ,,Gréfe* definiert, dann
lasst sich daraus ein dufleres Maf3 konstruieren. Genau beschrieben wird dieses Resultat
im néchsten Lemma.

Lemma 3.2 Seien B C P(X) und eine Grifle v: B — [0,00] derart definiert, dass:
1. 0 € B und v(0) =0,

2. X kann mit abzihlbar vielen B; € B dberdeckt werden:
3{B;},cn C B derart, dass U B; = X.
iEN

Dann ist p* : P(X) — [0, 00], definiert durch

1 (A) = inf {Zy(Bi); {Bitien CBund A | Bz} : (3.1)
ieN ieN
ein duferes Maf$ auf X .
Man betrachtet in ‘) also das Infimum bei allen abzihlbaren Uberdeckungen { B;} ieN
von A mit B; € B.

Wenn B abgeschlossen ist unter abzidhlbaren Vereinigungen und die Grofie v ist o-
additiv auf B, nennt man v ein Pramaf.

Beweis. Aus der zweiten Annahme folgt, dass es fiir jedes A C X eine Uberdeckung aus
B gibt und weil v > 0 auf B, folgt u*(A) > 0.

Weil () von ) iiberdeckt wird, folgt 0 < p*(0) < v(@) = 0 und die erste Bedingung
eines dufleren Mafles in Definition ist erfiillt.

Aus der Definition folgt auch gleich, dass die zweite Bedingung erfiillt ist. Denn falls
Ay C A gilt, ist jede Uberdeckung von Ay auch eine von A;. Fiir A gibt es moglicherweise
mehr Uberdeckungen und das Infimum bei einer gréofleren Menge ist kleiner oder gleich
dem Infimum bei einer kleineren Menge.

Um die o-Subadditivitét zu zeigen, sei {A,}, .y € P(X) und € > 0. Weil p*(A,) als

Infimum definiert ist, kann man fiir jedes n € N Mengen {B,,;},.y C B finden derart,
dass A, C |J;eyy Bn,i und

p(An) =D v(Bp) -2 e
i€N
Bemerke, dass die B, ; auch von ¢ abhéngen. Es folgt, dass (J,cy An € Upeny Uien Bri

und
i (U Ae) €SB £ 30 () 27 =2+ 3 ()

neN €N neN neN
WEeil diese Ungleichung fiir alle € > 0 gilt, gilt auch
a <Un€N A”) = ZM (An).
neN
So ist p* ein duleres MaB. [ ]
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3.1.1 Das dullere Lebesgue-Maf3

Wie wir in Lemma [3.2] gesehen haben, kann man ein dufleres Maf
definieren, wenn man eine Art Pramaf} definiert auf geniigend viele
Mengen. Nehmen wir R™ und die Blécke, die wir auch schon bei der
Riemann-Integrierbarkeit verwendet haben, dann folgt das duflere
Lebesgue-Ma8. Fiir a;,b; € R fiir ¢ = 1,...,n mit a; < b; setzen
wir

Volumen ([ar,b1) X -+ X [an, by)) = [[1y (b — a;) .

Henri Léon Lebesgue
Wir nennen [aq,b1) X -+ X [an, b,) einen Block in R™. 1875 - 1941

Definition 3.3 Sei B die Menge aller Blicke in R™. Wir definieren das duflere Majf
An i P(R™) — [0, 00] durch

Ar(A) = inf {Z Volumen(R;); R; € B und A C U R; mit I abzc’ihlbar} ;

iel i€l
A, heifit das n-dimensionale dufSere Lebesgue-Maf3 auf R".

Wegen Lemma kann man folgern, dass A, tatséchlich ein duBeres Mafi auf R™ ist.

Bemerkung 3.3.1 Jeden Block R = [a1,b1) X...X[an, b,) oder[ay,bi]X...x[an,b,] kann
man mit abzihlbar vielen Kugeln {B,,(z;)},cy, oder { B, (xi)}ieN, tiberdecken mit beliebig
kleiner Differenz im dufleren Mafs. Genauer gesagt, fir jedes € > 0 gibt es {B,,(z;)}
mit R C ey Br, (i) und

€N

S H (Bu(w)) — S v(R) £ 30 p° (Bu(a)

ieEN 1€EN

Ebenso kann man auch jede Kugel mit abzihlbar vielen Blécken beliebig genau tiberdecken.
Statt Blocken hdtte man also auch Kugeln, oder abgeschlossene Kugeln, nehmen kénnen in
Definition[3.3. Es folgt, dass das dufere Lebesque-Maf invariant ist unter Verschiebungen
und Drehungen.

3.1.2 AuBere Hausdorf-Mafe

In der letzten Bemerkung stand schon, dass man statt rechteckigen Blocken, auch Kugeln
verwenden kann. Sei

7r71/2

T T(1+n/2)
und sei B, (y) = {x € R"; ||z — y|| < r}. Man kann zeigen, dass

¢, = Volumen(B; (0)) (3.2)

A (A) = ¢, inf {Z riy AC U B,, (x;) mit I abzéihlbar}

i€l iel

das gleiche #uBere Lebesgue-Mafl auf R” liefert. Diese Idee mit Uberdecken kann man
auch verwenden, um 1-dimensionale Mengen in R™ zu messen.
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Abbildung 3.1: Die Lange einer Kurve und die Summe von Kreisdiametern

Bemerkung 3.3.2 Fiir Kurven, das heifit: fiir die Bilder glatter injektiver Kurven ~y :
[0,1] — R? oder R? kann man die Summe der Diameter der iiberdeckenden Kreisscheiben
oder Kugeln verwenden, um die Linge der Kurve zu approzimieren. Wenn ;- By, (x;)
mit r; klein eine Kurve genau iberdeckt, ist Y ", 2r; eine Approzimation der Linge. Siehe

Abbildung[3.1].

Nimmt man gleich grofle Kugeln, dann kann man eine glatte Kurve x von Lénge ¢
mit m + 1 Kugeln von Radius ¢ := % iiberdecken, wenn ¢ geniigend klein ist. Das wiirde
bedeuten, dass

{=liminf < m 2e;6 C | ) B (x;) ¢ .
el0 { ZLJI ( >}

Lasst man Kugeln verschiedener Grofle zu, aber mit Radius kleiner gleich ¢, dann
findet man

¢ = lim inf {Z 25k C U B, (z;) mit g; < gp und [ abzéhlbar} )

£04.0
o} icl icl

Abbildung 3.2: Wie man die Linge einer Kurve k definiert durch Uberdeckungen mit Kugeln
und ohne Ableitung &’

Diese letzte Formel kann man auch fiir nicht glatte Kurven verwenden.
e Man definiert fiir beliebige Mengen A € P (R"):
1-dim. in e (4) = lim inf {2 Z ri; AC U B,, (z;) mit r; < e und [ abzéhlbar} .

el0
4 i€l i€l

(3.3)
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Wenn A mehr als 1-dimensional ist, bekommt man A} 4, i g (4) = 00.

Die gleiche Idee funktioniert auch, wenn man eine zwei-dimensionale Oberfliche in R™
messen mochte.

Abbildung 3.3: Wie man einen Flicheninhalt approximiert durch Uberdeckungen mit Kugeln.
Sparsamer wére es, Kugeln unterschiedlicher Grofie zu verwenden.

e Hier nimmt man

* 1 . .2‘ . . ) .
5-dim. in & (A) = 16151 inf {71’ ze; ri; AC LEJIB” (;) mit r; < e und I abzahlbar} .

(3.4)

Wenn man (3.3) und (3.4)) vergleicht, dann sieht man, dass nur 2r; und 77 verschieden
sind. Die Erkldrung findet man in Abbildung Fiir eine s-dimensionale Menge in R"
wére es ¢,rf mit ¢g aus (3.2)).

Nimmt man ¢y = 1 statt wie in (3.2)), dann hétte man iibrigens bei festem s noch
immer ein dquivalentes dufleres Maf.

e Diese Uberlegung fiihrt zu

*

r dim. in g (A) = ¢s liminf {er; B,, (z;) € Bund A C U By, (x;) mit r; < 5} .

el0

i€N 1€EN

Abbildung 3.4: 2r und 7r? sind die ,,GroBen®, das heiBt die 1- bzw. 2-dimensionalen Volumen,
der schwarzen Schnittmengen mit ein-dimensionaler Gerade oder zwei-dimensionaler Fliche
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Auf diese Art konnte man sogar Mafle fiir nicht-ganzzahlige Dimensionen definieren
mit ¢, in (3.2)), wie fiir ganzzahlige s, oder auch mit ¢, = 1.

Definition 3.4 Sei s > 0, ¢ > 0 und B. die Menge aller Kugeln in R" (inklusive die
leere) mit Radius v € [0,¢]:

By(z) ={y e R" [z —yl| <r}.
Wir definieren h%, h% : P(R™) — [0, 00] durch

s7°7s

hS(A) := inf {Z (Radius(B;))*; B; € B. und A C U Bz} , (3.5)
ieN ieN
hi(A) = li{g hS(A). (3.6)
Man nennt h% das s-dimensionale duflere Hausdorﬁﬂ-MajZ auf R™.

Bemerkung 3.4.1 Figentlich ist dies nicht das s-dimensionale dufiere Hausdorff-Mafs,
sondern eine sphdrische Version davon. Das tbliche dufiere Hausdorff-Maf$ verwendet
mehr als nur Kugeln und fiir einige pathologische Mengen bringt dies einen Unterschied.
Man kann jedoch zeigen, dass beide Definitionen dquivalente duflere Majfle geben.

Bemerkung 3.4.2 Aus der Definition folgt sofort, dass

0<ey<e; = h3(A) > h(A).
Weil hi(A) > 0 gilt, folgt, dass lim.jo h(A) ezistiert als Grenzwert in [0,00]|. Dann gilt
auch lim, o h5(A) = sup,- h5(A).

Bemerkung 3.4.3 In ist tatsdchlich ein dufSeres Maf$ definiert, denn die Klasse
B. und die Gréflen vy mit vy(B,(z)) = r* erfillen die Bedingungen in Lemmal[3.4 Also
ist he ein duferes Maf fir e > 0 und s € (0,n].

e Fir s =0 definiert man in h§ durch vo(D) = 0 und vo(B,.(x)) =1 falls r > 0.
Auch h§ ist ein duferes Maf: hy ist das Zihlmaf.

e Fir alle s € [0,n] sollte man sich noch iberlegen, warum h% tatsdchlich ein duferes
Mayfs ist.

Beispiel 3.5 (Sierpinskis Teppich) Wir nehmen eine Teilmenge S von |0, 1]2 wie folgt:
Man teile das Gebiet in 3 x 3 Teilquadrate und entfernt das Mittlere. Man wiederholt dies
auf die restlichen 8§ Quadrate und setzt das fort:

2\ | oo g =1y 3n—1 (Sk+1 3k+2 3+1 30+2
S =10,1]"\ Unzo Ur=o U= ( Sl gl Sl el

Fiir das duflere Lebesquemafl gilt \*(S) = 0, denn in jedem Schritt der Konstruktion
entfernt man é des Gebietes und lim,,_, (g)n = 0.

Wie sieht es aus beziiglich der Hausdorffmafie? Weil man S tberdecken kann mit 8"
Kugeln, die Radius %\/5 37" haben, finden wir

. 1 ’ n
hY?37(8) < 8 <§\/§ 3—”) =272 (837",

2Felix Hausdorff, Breslau 1868 — Bonn 1942
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Abbildung 3.5: Sierpinskis Teppich S
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Weil 8 375 < 1 fiir s > 54 := }Zgg; = 1.8928... gilt es, dass

hi(S) =0 falls s > 54.

Fir e <1 folgt: sy < sy = h3 (S) > kS, (S), also auch
51 < sy = hy (S) > hi,(9).

Nehmen wir an, dass Cs. = hS(S) € (0,00] fiir s < sq und € € (0,1), dann folgt aus
der Selbstihnlichkeit von S, denn S besteht aus 8 kleineren Kopien von sich selber, dass
hi/g(S) =8(2)" h:(S) (wenn man den dufieren Rand von Dimension 1 vernachlissigt).

Durch Wiederholung folgt hi/?’n(S) = (8 37%)" Cs. und wir finden, dass
Ri(S) = oo falls s < 34.
Es bleibt noch zu zeigen, dass Cs . > 0.
Definition 3.6 Sei A C R™ und sei die Zahl sq € [0,n] derart, dass
hi(A) = oo falls s < sq und hi(A) =0 falls s > sg4,

dann sagt man: A hat Hausdorff-Dimension s,.

Siehe Abbildung . Der Sierpinski Teppich hat Dimension s, (S) = log(8)

3
» *

(A)

N -bm8

—_

Sq (A) r‘1

Abbildung 3.6: Das Hausdorf-Maf als Funktion der Dimension: s nach rechts und h%(A) € [0, 0]
nach oben mit ,y = arctan(h}(A))*“. Nur bei s = s4(A) kann es einen Wert in (0, 00) geben.

3.2 Vom aufleren Mafl zum Maf3

Definition 3.7 Sei p* ein duferes Maf$ auf X. Man nennt A € P(X) p*-messbar,
wenn fir jedes B € P(X) gilt:

p (AN B) + u* (A°N B) < u*(B). (3.7)
Die Menge aller u*-messbaren Mengen wird mit A (u*) bezeichnet.

Bemerkung 3.7.1 Hier wird p*-messbar definiert ohne etwas tber eine o-Algebra zu
sagen. Wenn Sie sich wundern, wieso das geht, haben Sie villig recht. Im néchsten Theo-
rem wird dieses Problem aus der Welt geschafft, denn da wird A (u*) als die passende
o-Algebra identifiziert und p* ist ein dazu passendes Mafs.



3.2 Vom duBeren Mafl zum MafB 31

Bemerkung 3.7.2 Weil die o-Subadditivitit impliziert, dass fir A, B € P(X) gilt
p(B)=p ((ANB)U(A°NB)) < p" (AN B) +p" (AN B),
kann man die Ungleichung in ersetzen durch ein Gleichheitszeichen.

Theorem 3.8 (Caratheodoryf)
Sei p* ein dufferes Maf auf X. Dann ist (X, A (p*) ’“TA(u*)> ein vollstandiger MafSraum.

Bemerkung 3.8.1 Das heifit, dass A (u*) eine o-Algebra ist und dass M gguey €0N Majs
ist auf diese o-Algebra.

Definition 3.9 Sei u* ein dufferes Mafs auf X. Dann heifst p := WAy das von p*
induzierte Maf auf A (u*).

Beweis von Theorem Zu zeigen ist, dass A (u*) eine o-Algebra ist, dass ()
ein Maf ist und auch noch die Vollstdndigkeit.

e Wir zeigen erst, dass A (u*) eine o-Algebra ist.
1) Aus
W (X 1 B) + " (X°1 B) = " (B) + i (1) = i (B)
folgt X € A (u*).

2) Aus der Symmetrie der Bedingung (3.7) folgt A € A (u*) = A° € A (u*).

3) Sei {Ai};cy C A(u"); es soll gezeigt werden, dass (3.7)) auch gilt fir A = J,y As
Wir zeigen dies erst fiir A = A; U Ay und diirfen annehmen, dass p*(B) < co. Im Fall,
dass p*(B) = oo gilt, ist (3.7)) sofort erfiillt. Wir miissen zeigen, dass fiir jedes B € P(X)
gilt:

Weil (A3 UA)NB = (A1 NAyNB)U(AS N Ay N B)U (A N ASN B) gilt, folgt wegen der
Subadditivitat, dass

pr((AiUA)NB) <p (AiNAsNB)+p* (AiNANB)+pu* (AiNASNB)  (3.9)

Weil (A1 U A2)°N B = AN A5 N B folgt, wenn wir (3.9) und dreimal (3.7)) verwenden,

dass
p (A UA)NB)+ ' (A1UA) N B) <
(u*(AlﬂAgﬂB)+u*(A§ﬂA2ﬂB)+p*(A1ﬂA§ﬂB)> bt (AS N ASAB) =
(0 (4N (420 B)) + (A0 (4211 B)) ) +
+ (1 (AN (A5 N B)) + " (A0 (450 B)) ) <
p (A2 N B) +p (A5N B) < p* (B). (3.10)

Also folgt A; U Ay € A (p*) und wegen 2) gilt auch dass A} N Ay = (AT U AS)° € A (u*).
Wegen Bemerkung folgt sogar, dass jede Ungleichung in (3.10) durch ein Gleich-
heitszeichen ersetzt werden kann.

3Constantin Caratheodory war ein griechischer Mathematiker. Er wurde geboren 1873 in Berlin und
starb 1950 in Miinchen.
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Betrachten wir anschlieBend A = | J,. A; fiir A;, die (3.7) erfiillen. Weil wir gerade
bewiesen haben, dass auch A; N Aj erfiillt, folgt, dass A, =A,N (U;:ll Ai)C auch
erfiillt. Weil

A=A =4

ieN ieN
diirfen wir annehmen, dass die A; paarweise disjunkt sind. Aus (3.10) folgt fiir A;N Ay = 0,
dass
pr((AiUA)NB)=p" (AiNB)+u* (AN B).

Fiir paarweise disjunkte {4;,...,A4,} € A(p*) finden wir, dass | J;_, A; € A (p*) und

M(Ujﬁgﬂ3>:§:M@%ﬂBy (3.11)

Wir miissen nun noch zeigen, dass auch fiir eine abzdhlbare Vereinigung gilt. Sei
{A;},en € A (") eine disjunkte Folge und setze A = | J, . Ai- Es gibt zwei Moglichkeiten.
Wenn p* (B) = oo, hat man nichts zu beweisen. Wenn p* (B) < oo, dann gilt auch
w* (AN B) < oo und es folgt aus der o-Subadditivitdt und und der zweiten Eigen-
schaft eines dufleren Mafles, dass

pr(ANB) < » p (ANB)= lim E p(A;NB)=
n—oo
=0 i=0
= lim 4* <Ui:0 AN B) <y (ANB). (3.12)

Es folgt p* (AN B) = > 1" (A; N B) und weil p* (AN B) < p* (B) < oo gilt, konver-
giert diese Reihe in R. Man findet

;ﬁMmBﬁqfﬁﬂﬂ&ﬂB>+§:uW&ﬂBy

i=n+1

Weil A¢ =,y A5 C N, AS gilt, folgt

€N

pr(A°NB)+u* (AN B) < p* (ﬂjzoAfﬂB)+u*(AﬂB):

— <<U;0Ai)cmB) o (U;()Ai mB> T i p* (4;N B) =

i=n+1
<p(B)+ Y p(A;NB) fiir allen € N. (3.13)
1=n+1
In (3.12)) findet man, dass > -, u* (A; N B) konvergiert, falls p1*(B) < oo. Das heifit, dass
i 2 1A =0

Dann folgt aus (3.13)), dass p* (A°N B) + p* (AN B) < p*(B). Damit haben wir gezeigt,
dass A (u*) eine o-Algebra ist.

e Noch zu zeigen ist, dass p* ein MaB ist zu A (u*). Die erste Bedingung p* (0) = 0
folgt aus der Definition des dufleren Mafles. In (3.12)) findet man, dass

p (UEN Ain B) = i 1 (AN B)
=0
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fiir paarweise disjunkte A; € A (1*). Setze B = A = | J,oy Ai und es folgt, wenn p* (A) <

00, dass
" (UieN Ai) - Z (A (3.14)

Fiir p* (A) = oo folgt (3.14) aus der o-Subadditivitat. Also ist u* ein Maf auf A (u*).

e Schlussendlich zeigen wir noch die Vollsténdigkeit. Wenn p*(A) = 0, dann gilt fiir
A C A, dass p*(A) =0 und fir B € P(X) gilt

u* (AG N B) s ([m B) < 1" (B) + 1 (A) = 1*(B).

Das heiBt A € A (p*) und A (*) ist vollstéindig. m

Abbildung 3.7: Ein anderes Maf
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Analysis 3, Woche 4
Lebesgue-Malf}

Henri Léon Lebesgue:

Réduites a des théories générales, les mathématiques seraient une belle forme
sans contenu.

Oder auf Deutsch: Reduziert auf allgemeine Theorien wére die Mathematik eine schone
Form ohne Inhalt.

4.1 Lebesgue-Mafli und Borel-Mengen

Fiir R™ haben wir mit Hilfe des Volumens v : B — [0, 00), und dabei ist B die Menge aller
Blocke, das duere Mal A" : P (R™) — [0, co| definiert durch

A*(A) = inf {Z v(B;); B; € Bund A C UBZ} :
ieN ieN

Bis jetzt haben wir folgendes:

e Lemma besagt, dass A\* tatséchlich ein duleres MaB ist, welches wir das duflere
Lebesgue-Mafl genannt haben.

e In Definition [3.7| wird A (A*) C P (R") festgelegt.
e In Theorem [3.§| wird beschrieben, dass A (\*) eine o-Algebra ist und

o dass (R", A()\"), I*A(/\*)) ein vollstdndiger Mafraum ist.

Definition 4.1 Man schreibt (R™,L£,\) = (R", A(\"), I*A(/\*)) fir diesen Mafraum.
Das vom dufSeren Lebesque-Maf induzierte Mafl A nennt man das Lebesgue-Mayjs.

Man hat sich einige Miihe gegeben, eine Grofle, die auf Blocke definiert ist, zu einem
Maf auf einer o-Algebra zu erweitern. Die natiirliche Frage, die aufkommt, ist: wie grof3 ist

diese o-Algebra, oder préziser gefragt: Welche Mengen sind denn nun Lebesgue-messbar?

Theorem 4.2 Se: T C P (R") die Standardtopologie und sei L C P (R™) wie in Defini-
tion[4.1. Dann gilt T C L.

35
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Bemerkung 4.2.1 Zur Erinnerung: T € T gilt bei der Standardtopologie genau dann,
wenn es fir jedes x € T eine Zahl r € RY gibt derart, dass B, (x) C T.

Bemerkung 4.2.2 Weil L = A(\*) ein o-Algebra ist, folgt aus T C L, dass A7 C L.
Man kann T C L auch formulieren als “offene Mengen sind Lebesque-messbar”. Die
Aussage A C L ldsst sich beschreiben als “die Mengen in der Standard-Borel-o-Algebra
in R™ sind Lebesque-messbar”. Die Mengen in der Borel-o-Algebra nennt man Borel-
Mengen.

Bemerkung 4.2.3 Man kann zeigen, dass A7 # L. Das heifit, es gibt Lebesque-messbare
Mengen die keine Borel-Mengen sind.

Andererseits hat man auch, dass Ar = L. Genauer gesagt, (R*, L, \) ist die Ver-
vollstandigung von (R”, Ar, /\|AT) )

Bevor wir Theorem beweisen, werden wir uns erst ein Lemma anschauen und
brauchen dazu die Distanz zweier Mengen in R"™.

Definition 4.3 Die Distanz d : P (R") x P (R") — [0, 00] definiert man wie folgt:

d(1,) =inf {||z —y[ ;2 € Q1,y € N} .

o8
,
/

Auflerdem wird d : R* x P (R") — [0, oo] definiert
durch

d(z,Q) =inf{|lz —y|;y € Q}.

Also gilt d (z,Q) =d ({z},Q).
Es gilt d(Q1,s) = 0o genau dann, wenn € = () oder Qs = ().
Lemma 4.4 Seien Ay, As € P (R"™) derart, dass d(Ay, As) > 0, dann gilt
A (AU Ay) = N(Ar) + A" (Ag).
Hier ist \* das duflere Lebesque-Maj$ auf R™.

Bemerkung 4.4.1 Mit Induktion zeigt man \* (U;—, Ai) = >y A" (Ai), wenn {A;})_, C
P (R™) derart ist, dass d(A;, Aj) >0 firi#j.

Beweis. Sei d (A1, Ay) = ¢ > 0. Das duBlere Lebesgue-MaB ist definiert als ein Infimum
bei Uberdeckungen mit Blécken:

A (A) = inf {Zu(Bi);Bi €Bund A C UB,} .

1€EN €N

Sei nun ¢ > 0 und U = {B;},.y eine Uberdeckung durch Blocke von A; U Ay mit
Yoien V(Bi) < X*(A1 U Ay) + . Wenn man die Blocke gegebenenfalls in kleinere Blocke
aufteilt, kann man annehmen, dass jeder Block B; einen Durchmesser kleiner als ¢ hat.
Dann gilt entweder A; N B; = () oder Ay N B; = (). Das heifit U; = {B;; A2 N B; = (0} ist
eine Uberdeckung von A; und U \ U, ist eine von A,. Es folgt

A(Ar) < Z v(B;) und \*(Ap) < Z v(B))

B;elh B»;EU\Ul
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and dann auch, dass

N(A) + X (A2) < ) (B + Y v(B) < A(AUAy) +e

B; el B;eU\Uy
Weil dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt A\*(A4;) + A" (A2) < A*(A; U Ay). Die Subadditivitét
bringt )\*(Al U AQ) < A* (Al) + )\*(Az) |

Beweis von Satz [4.2] Man soll zeigen, dass fiir jede offene Menge A die Bedingung in
Definition erfiillt ist, d.h.

N (AN B)+ A" (A°N B) < X\*(B) fiir alle B C P (R").

Hier ist A" das duflere Lebesgue-MaB. Wir diirfen annehmen, dass \*(B) < oo.

Sei nun A eine offene Menge. Wir werden A
ein wenig verkleinern, indem wir diinne Schichten
am Rande von A entfernen:

A—{xGAdxAc }

Es gilt, dass A, C A,y1 C A2 C ... C A
Weil A offen ist, findet man A = J 2, 4, und
ANB =2, (A, N B). Wir setzen auBlerdem
Sp = Ans1 \ A, und bemerken, dass

d (Sn, Sp+2) > ﬁ > 0.
Denn x € S,4o C A5 || bedeutet, dass es b € A° gibt mit ||z — b < ~
dass [ly — b|| > +. Es folgt

1UmdyES C A,

+

1 1 1
_ > —bll — —bll > — — =
o =9l = lly =l =l =0l > & = g = o

Wegen Bemerkung gilt

i—1 i=1
und

ZA* (Syi_1 N B) = <U52,1HB><)\( ) < o0.

=1 =1

Diese Abschétzungen zeigen, dass ;= A" (S; N B) beschrinkt ist durch 2A"(B) und dar-
um konvergiert. Es folgt, dass

N ((A\A,)NB) = (USHB><Z>\*SHB)—>Ofurn—>oo

1=n =n

Sei e > 0 und nehme n derart, dass A* ((A \ A,) N B) < €. Dann gilt wegen Subadditivitét
und Lemma [4.4] dass

N(ANB)+ X (A°NB) <X ((A\A)NB)+ X (A, NB)+ X (A°NB) =
=N ((A\A,)NB)+ X" ((ALUA )N B) < e+ X (B).
Weil diese Abschéatzungen fiir beliebige € > 0 gemacht werden kénnen, gilt
AN (ANB)+ X (A°NB) < X(B)
und so haben wir gezeigt, dass A € L. [ ]
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4.2 Approximieren von auflen und von innen

Theorem 4.5 Fiir jedes M € L gilt:
A(M) =inf {\(O); M C O offen},
AM) =sup{\(K); M D K kompakt} .

Beweis. 1) Wenn A(M) = oo, dann liefert M C O auch A\(O) = oo, und man ist fertig.
Wir diirfen also annehmen, dass A\(M) < oco. Es gilt, dass

AMM) = X(M) = inf {ZVOI(Bi) : U B; D M mit Blécken B; } )

ieN ieN
Sei € > 0. Dann gibt es Blocke {B;},.y mit |J;cy Bi D M und
> Vol (B;) < X*(M) + Le.
i€EN

Man ersetzt
B; = [%1, bi,l) XX [ai,nabi,n)

durch .
B; = (ai,l — 0y, bi,l) XX (ai,n — 04, bi,n)

und nimmt §; > 0 geniigend klein, ndmlich derart, dass
Vol(B;) < Vol (B;) + 27 %.
So findet man O := |J,.y B; ist offen, M C |J,cy Bi C O und
0) <) Vol(B;) <Y Vol (B)) + Y 272 < MM) + 3 + e
ieN i€N ieN

Weil € > 0 beliebig ist, ist die erste Behauptung bewiesen.

2) Wenn M beschrénkt ist, sagen wir M C Bg(0), dann betrachtet man Bg(0) \ M
und nimmt eine offene Menge O O Bg(0) \ M mit

AO) < A(Br(0)\ M) +«.
Man definiert K = B R( ) N O°. Dann ist K kompakt, liegt innerhalb von M und
A(K) = X (Br(©)) = A (Br(0) N 0) = A (Bg(0)) = A(0) >
> AN (Bgr(0)) = A(Br(0)\ M) —e =AXM) —¢.

Wenn M unbeschrankt ist, betrachten wir M,, = M N B,,(0) und nehmen eine kompakte
Menge K,, C M, mit \(K,,) > \(M,,) — %5. Es gibt zwei Moglichkeiten, entweder A\(M) =
oo oder A(M) < oco. Wenn A(M) = oo dann hat man \(M,,) — oo und auch A(K,) — oo
fiir n — oo. Wenn A(M) < oo, dann gilt A(M,,) — A(M), und {A(M,)}, oy ist sogar eine
wachsende Folge. Es gibt also n. € N derart, dass A(M,) > A(M) — L¢ fiir n > n.. Es gilt
tir K,,_, dass K,  C M,_ C M und

ME,.) > A(M,.) — ke > MNM) —¢.

Weil dies fiir beliebige ¢ > 0 gilt, hat man die zweite Behauptung bewiesen. [ ]
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Beispiel 4.6 Obwohl Lebesgue-messbare Mengen von auflen mit offenen Mengen und
von innen mit kompakten Mengen approximiert werden kénnen, kann so eine Lebesque-
messbare Menge noch ziemlich wild aussehen. Die Cantor-Menge C konstruiert man,
indem man das mittlere Drittel von [0, 1] entfernt, und aus den beiden Restintervallen
wiederum das mittlere Drittel entfernt usw.:

1 2 1 21 27 8
-0, = 0[] em oo RO T] o 5],

Man setzt
C=()Cu
neN
Weil A(Co) = 1 und A(Cpy1) = 2X(Cy) fir n € N gilt, folgt A(C,,) = (2)". Weil
A(C) < X(Cy) findet man A (C) = 0. Trotzdem ist C nicht abzihlbar. Wieso eigentlich
nicht?

Abbildung 4.1: Die ersten 6 Schritte in der Konstruktion der Cantor-Menge

Abbildung 4.2: Die ersten 6 Schritte in der Konstruktion der fetten Cantor-Menge

Beispiel 4.7 Man kann in einer Konstruktion dhnlich zu der Cantor-Menge im n-ten

Schritt statt Intervalle mit Lange (

3 5)
C(0 [07 ] ) C’1 |:07 8:| U |:87

32'8

1
4

73 U 5 25
8’ 32

)n Intervalle mit Léinge (—)n entfernen:

o]
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Diese Menge Cy = (). Cr wird auch die fette Cantor-Menge genannt. Man hat A (C}}) =

neN ~'n

1= 2kt (}L)k und weil man von aufen mit offenen Mengen C; und auch Cy appro-

ximieren kann, folgt

k-1 1
ACpH=1-)" =5

k=1

Trotzdem enthilt C; kein Intervall mit positiver Linge und es gilt (Cy)° = (.

4.3 Nicht alles ist Lebesgue-messbar

Theorem sagt aus, dass alle Teilmengen von R"”, die man bekommt durch abzéhlbare
Mengenoperationen (Vereinigung, Schnitt oder Komplementbildung) von offenen und ab-
geschlossenen Mengen, Lebesgue-messbar sind. Das sind sehr viele Teilmengen. Gibt es
denn iiberhaupt nicht-Lebesgue-messbare Mengen?

Um diese Frage zu beantworten, verwenden wir das folgende Ergebnis:

Theorem 4.8 (Steinhaudl) Wenn fir A € £ C P (R") gilt, dass A (A) > 0, dann gibt
es 0 > 0 derart, dass
Bs(0)CA—A:={z—yz,yc A}.

Beweis. Weil lim,, o A (AN B,(0)) = A(A) gilt wegen Theorem [2.11] diirfen wir an-
nehmen, dass es 7 > 0 gibt mit A (AN B,(0)) > 0. Fiir A = AN B,(0) gibt es wegen
Theorem fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K und eine offene Menge O derart,
dass K € A C O und mit

AMO) —e < MA) < MK) +e.

Nehmen wir € = %)\(fl), dann folgt
4 - 2 =
und wir finden, dass
4 -
AO) < g)\(A) < 2MK). (4.1)

Weil K C O gilt und O offen ist, gibt es fiir jedes x € K ein r, > 0 mit B, (z) C O.
Die Menge K wird auch von {B%TI(I);JC c K} iiberdeckt und By, (z) C O. Weil K

¢
kompakt ist, gibt es endlich viele {B%,,I (xl)} , die K schon iiberdecken. Das heif3t, fiir
i=1

i

jedes z € K gibt es 7 € {1,...,¢} mit x € B%: (x;) und es gilt

d(z,0°% > d(z;,0°) — ||z — x| > 1y, — %rxi = %rm

Es folgt
§ :=d(K,0° > min {rlx

2 i

;1§i§€}>0.

Wir behaupten Bs(0) C A — A. Sei x € Bs(0) und wir nehmen an z ¢ K — K. Dann gilt
fir v+ K ={x+y;y € K} C O, dass

KU(z+K)cOud KN (z+ K)=0.

'Hugo Dionizy Steinhaus, polnischer Mathematiker, 1887-1972
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Es folgt
MO)2A(KU(@+K))=AMK)+AMz+ K) = A(KN(x+ K)) =2XK), (4.2)
und dies ist ein Widerspruch zu (4.1). Also gilt Bs(0) C K — K C A— A. n

Beispiel 4.9 (Eine nicht-Lebesgue-messbare Menge) Fir x € R setzen wir
[r]=2+QCR
und wir definieren die Menge aller solchen Mengen:
R ={[z];z € R} C P(R).

So ist R als Menge isomorph zu R/Q. Bemerke, dass [x| = [y] gilt genau dann, wenn
r—yeqQ.

Das Auswahlaxiom lisst uns fiir jedes R € R eine Zahly € R finden mit R = [y|. Sei
f: R — R eine solche Funktion, das heifst, f (R) =y und R = [y]|. Wir haben also, dass

f(R) C R.
R F(R)
[J\yn/ﬂf

Wir werden zeigen, dass f(R) nicht Lebesque-messbar ist fiir solch eine Funktion f.

CR

4 o 8 7 % 5 4 3 2 4 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Abbildung 4.3: Von oben nach unten: Darstellungen von R, Q, ein f(R) und Z.
Fiir einen Widerspruchsbeweis nimmt man an, dass f(R) Lebesgue-messbar ist. Das
heifit, A(f(R)) ist wohldefiniert in [0, c0].

Wenn M f(R)) > 0, dann folgt aus dem Theorem von Steinhaus, dass die Menge
f(R) — f(R) eine Umgebung von 0 enthilt. Seien x,y € f(R) mit x #y. Es gilt

f(lz]) =z #y=f(ly])
und dann auch [x| # [y|. Dies impliziert v —y & Q und daher
QN (f(R) - f(R)) =A{0},
ein Widerspruch zu (—e,e) C f(R) — f(R) mit e > 0 geniigend klein.

Wenn A(f(R)) = 0, dann gilt auch A(q+ f(R)) = 0 fir jede Zahl q € Q. Fine
abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Nullmenge. Die Menge der ratio-
nalen Zahlen Q ist abzdhlbar und deshalb folgt

A@+ f(R) =0,
Fiir jedes y € f(R) gilt [y] =y + Q und

R= UwER 2] = URER = UyEf(R) vl = Uyef(R) y+Q=fR)+Q
Dies gibt einen Widerspruch zu \(R) = co.

Die Annahme, dass f(R) Lebesgue-messbar ist, muss wohl falsch sein.
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Lebesgue-Integral

5.1 Definition des Lebesgue-Integrals

5.1.1 Fiir einfache Funktionen

Wenn wir f: X C R” — R betrachten, nehmen wir an, dass X € Lgn.

Definition 5.1 Fine Funktion f : X C R" — [—o0,00] heifit einfach, wenn f(X)
abzdhlbar ist.

Bemerkung 5.1.1 Fine Treppenfunktion f : [a,b] — R mit endlich vielen Stufen, so wie
sie fiir Riemann-Integrale verwendet wurden, ist einfach. In dem Fall ist f ([a,b]) sogar

endlich.

Wenn die Bildmenge unendlich abzéhlbar ist, sagen wir f(X) = {y;},oy mit y; €
[—00, 00|, dann bedeutet das, dass X die disjunkte Vereinigung der Urbilder {f~*(y;)}
ist. Setzen wir A; := f~1(y;), dann folgt

f@) = yila, (5.1)
ieN
Die Funktion 14 : R™ — R ist definiert durch

1 falls x € A,
14(z) =
0 falls x € A.

IS\

Man nennt 14 : R* — R die Indikator-
funktion von, oder manchmal auch charak-
teristische Funktion zu, A C R". Statt 14
wird iibrigens auch x, verwendet.

Beispiel 5.2 In der Abbildung findet man eine Darstellung von

f=1xnr+2 1pk +3 lgak

mit K einer Kreisscheibe und R einem Rechteck. Es gilt f(R?) = {0,1,2,3} und das
bedeutet, dass f eine einfache Funktion ist. Fir diese Funktion mdchte man das Integral
definieren durch

fd\ =1 Volg: (K \ R) + 2 Volgz (R\ K) + 3 Volg2 (RN K) .

RZ

43
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Man hat K\ R=f~'(1), R\K = f'(2) und RNK = f71(3).
Ubrigens gilt auch, dass f = 1x + 2 1r. Man findet die gleiche Zahl durch

£ d\ =1 Volg (K) + 2 Volge (R).

R2

Die Idee, wie man das Integral definiert, kann man verwenden fiir allgemeinere Gebiete,
wenn man das Volumen durch das Lebesgue-Maf3 ersetzt. Fiir einfache Funktionen f
bedeutet dies, dass die Mengen, fiir die f konstant ist, Lebesgue-Mengen sein miissen.
Fiir einfache Funktionen mit f (X) = {y;},.y und A; :== f~'(y;) gilt ndmlich, dass

fl@) = yila, (2), (5.2)

ieN
und man wiirde gerne
[rav=Swa (5.3)
X ieN
als Integral definieren. Um zu garantieren, dass A; € L, soll die Funktion f nicht nur

einfach, sondern auch £-A7-messbar sein. Weil f(X) abzéhlbar ist, sind £-Ar-messbar
und auch £-L-messbar in dem Fall identisch zu f~1(y;) € L fiir alle i € N.

Es reicht jedoch nicht, dass A (A;) definiert ist. Man braucht auch, dass die Summe
in konvergiert. Fiir y; > 0 liefert die Konvergenz in [0, 00|, einschlielich oo, keine
Probleme, weil man nur nicht-negative Zahlen (und eventuell sogar mit +o00) addiert.
Daher definiert man zuerst das Integral fiir nicht-negative einfache Funktionen.

Definition 5.3 Fir eine nichtnegative einfache Funktion f : X C R" — [0,00] der

Form
f = Zyz ]-Au
ieN

mit A; € L fiir alle i € N, definiert man

> w MA) falls A(f7H ({o0})) =0,
/ f d)\ = i€N mit y;€(0,00) (54)
* . falls A (-1 ({s0})) > 0.

Bemerkung 5.3.1 Auch wenn A (f~' ({o0})) = 0 zutrifft, kann die Summe oo werden,
entweder weil die Summe nicht in R konvergiert oder weil X (A;) unendlich ist. Weil in der
Summe in jedoch nur diber nicht-negative Zahlen und méglicherweise oo summiert
wird, gibt es in jedem Fall keine Ambivalenz beziiglich der Reihenfolge in dieser Summe.
Auferdem wird durch y; € (0,00) sowohl ein Produkt von y; = 0 mit A (A;) = oo als auch
von y; = oo mit X (A;) = 0 vermieden.

Bemerkung 5.3.2 Bemerke, dass fiir einfache Funktionen f in mit {Ai}; ey C Lrn

gilt, dass sie Lgn-Ly-messbar sind. Ubrigens, wenn klar ist, welche Dimension gemeint
ist, schreiben wir L statt Lgn.

Als Néchstes wollen wir auch Funktionen zulassen, die das Vorzeichen wechseln. Um
(00 — 00)-Probleme zu vermeiden, betrachten wir positiver Teil und negativer Teil der
Funktion getrennt.
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Lemma 5.4 Sei f: X C R" — (—00,00) eine einfache L-L-messbare Funktion. Dann
sind f* und f~, definiert durch

fT(@) = max (f(2),0) und f~(x) = max (—f(z),0) (5.5)

einfache L-L-messbare Funktionen und fX fT dX\ und fX f~ dX\ sind wohldefiniert in
[0, oc].

Bemerkung 5.4.1 Man hat f = f* — f~ und |f| = f+ + f~. Siehe Abbildung 5.1

—\ N

\/\/

Abbildung 5.1: Links der Graph einer Funktion f : R — R und rechts der fiir f* und f~.

Beweis. Die Mengen A; = f~!(y;) sind paarweise disjunkt und so gilt
er = max (Zyz 1Ai70> IZH]&X(:%,O) 1Ai'
ieN ieN

Also ist f* eine einfache Funktion. Ahnliches gilt fiir f~.

Wir zeigen, dass f* £-L-messbar ist, und nehmen dazu A € £ C P (R). Zu zeigen ist,
dass (f*)""' (4) € £ C P (R™). Es gilt, dass auch A, = AN(0,00) € £, Ay = AN{0} € L
und A- = AN (—00,0) € L. Weil A=A, UAyUA_, folgt

)7 A=) AU () T (A U () AL

Man findet

und es folgt, wenn Ay = {0}, dass

(F1)7H(A) = FH (A U ((—00,0]) € L.

Wenn Ag = ) gilt, folgt
—1 _
(f7) A =r"A)eL
Auch hier gilt Ahnliches fiir f~. ]
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Definition 5.5 (Lebesgue-Integral fiir einfache Funktionen)
Sei f: X CR" — (—o00,00) eine einfache L-L-messbare Funktion.

o f heifit Lebesgue-integrierbar auf X, wenn
/f*d)\<oound/f d\ < oo.
X X

e Dann definiert man das Lebesque-Integral von f diber X als

/deAZ/XﬁdA—/Xf—dA.

Bemerkung 5.5.1 Lebesgue-integrierbar lisst sich fiir Funktionen f definieren, die auch
oo oder —oo als Werte annehmen, aber dann nur auf Nullmengen:

A({z € X5 [f(2)] = o0}) = 0. (5.6)

Weil das Lebesgue-Integral eine Nullmenge nicht sieht, kann man die Funktion f : X C
R™ — [—o00, 00| ersetzen durch die Funktion f*: X C R" — R mit

L[ @) falls 1f@)] £ o,
A >_{ 0  falls |f(z)| = oc.

In dem Fall nennt man f : X C R" — [—o00,00] Lebesgue-integrierbar, wenn @ qilt
und f* Lebesque-integrierbar ist. Man definiert:

/deA::/Xf*d)\.

Lemma 5.6 (Linearitit vom Integral bei einfachen Funktionen)
Ser X € L und seien f,g: X — R einfache L-L-messbare Funktionen.

o Fira,p € R ist auch af + Bg eine einfache L-L-messbare Funktion.

o Wenn f,g Lebesgue-integrierbar sind auf X, dann ist auch of + g Lebesque-
integrierbar auf X und

/X(af+ﬂg)dA=a/deA+ﬂ/ngA. (5.7)

Beweis. Wenn

P ot wmd =Yg 1,

ieN jEN
dann gilt A;, B; € £, also auch A; N B; € £, und 14,15, = 14,np;, und
F+9=>Y> (fi+9) lans, (5.8)
ieN jeN

ist auch eine einfache £-L-messbare Funktion. Um (5.7) zu beweisen, muss man leider
nach den verschiedenen Vorzeichen trennen, und fiir das Auf- und Ausschreiben sind
Buchhalterqualitéiten gefragt. ]
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5.1.2 Fiir allgemeinere Funktionen

Die folgende Konstruktion sollte einem bekannt vorkommen, wenn man sich noch an
die Einfiihrung des Riemann-Integrals erinnert. Der Unterschied zum Riemann-Integral
aus den Analysis-1&2-Vorlesungen ist, dass nun viel mehr elementare Funktionen beim
Approximieren zugelassen sind.

Definition 5.7 Sei f: X C R* — R. Wir definieren das obere Integral durch

/de)\::

inf {/ g dX; g: X — R st einfach, Lebesque-integrierbar und f < g} , (5.9)
b's

und das untere Integral durch

Afd)\::

sup {/ g dX; g: X — R st einfach, Lebesque-integrierbar und g < f} . (5.10)
X

Bemerkung 5.7.1 Das Supremum von G C R ist definiert als die kleinste obere Schranke
und s ist eine obere Schranke fir G, wenn x < s fir alle x € G. Wenn G die leere Menge
ist, ist jedes s € R eine obere Schranke und man definiert sup () = —oo. Ebenso setzt man
inf ) = co. Wenn es also keine einfache Lebesgue-integrierbare Funktion oberhalb von f
gibt, setzt man fo d\ = oo.

Bemerkung 5.7.2 Die Definition ist so, dass fir eine einfache Lebesgue-integrierbare
Funktion g : X CR™ = R gilt

/gd)\:/gd)\:/gd)\eR.
X Jx X

Die Definitionen und widersprechen sich also nicht.

Lemma 5.8 Sei f: X CR" — R. Dann gilt

fdx< _f dA. (5.11)
Jros],

Beweis. Fiir einfache Funktionen g, g findet man, dass ¢; < go impliziert [ x g1d\ <
| « 92dA. Wenn es einfache Lebesgue-integrierbar Funktionen gy, g» gibt mit g; < f < go,

dann folgt
/fd)\:sup{/ g1 dX\; } Sinf{/ ga dX; } :/fd)\.
Jx x X *

Wenn es keine solche Funktion g; gibt, dann gilt | f d\ =sup() = —oo. Wenn es keine
solche Funktion g, gibt, dann gilt E f dX\ = inf () = co. Beide Male folgt (5.11)). ]
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Definition 5.9 (Lebesgue-Integral) Sei f : X C R" — R.
Wenn o \

= /Xf dA:/Xf d) € R, (5.12) osf |

dann heifit f Lebesgue-integrierbar iber X mit der Zahl
I als das Lebesgue-Integral von f iiber X. Man schreibt:

3.0 ‘

/X Fdx=1. ll

25 l.

Bemerkung 5.9.1 Auch hier trifft Bemerkung zu. In \
bestimmten Fillen konnen wir auch Funktionen f : X C \

R" — [—00,00] betrachten. Ubrigens, auch wenn f(X) C R 20 \
gilt, bedeutet das nicht, dass f beschrinkt sein muss. Zum \
Beispiel gilt fiir f:(0,1) = R mit f(x) =1/\/z, dass \\
\
1.5

1 n 1 1 n A

= < —=< - |—= 1]. 5.13 A\

A=A e N
Links und rechts in stehen einfache Funktionen mit 10 >

denen man das Integral f((),l) fd\ approximieren kann. Weil

sie jedoch jeweils abzdihlbar viele und nicht endlich viele Stu-

fen haben, sind sie keine Treppenfunktionen im Sinne von 05
Riemann. Die Funktion f ist auch nicht eigentlich Riemann-
integrierbar auf (0, 1).

0.0

Definition 5.10 Sei X C R". 0 05 1

e Fiir die Menge aller Lebesgque-integrierbaren Funktionen f : X — R schreibt man

L (X) oder L' (X).

o Man nennt eine Funktion f : X — R lokal Lebesgue-integrierbar auf X, wenn
f1lg : X — R Lebesque-integrierbar ist fir jede kompakte Teilmenge K C X.

e Fliir die Menge aller lokal Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : X — R schreibt
man Ly, (X) oder L}, (X).

Lemma 5.11 Sei f : X C R" — (—00,00). Wenn man fir jedes ¢ > 0 zwei einfache
Lebesgue-integrierbare Funktionen g1, gy : X — (—00,00) finden kann derart, dass

1. g1 < f<gound
2. fXQQ d)\SfXgl d)\—|'€,

dann ist f Lebesque-integrierbar iber X und

/91d>\§/fd/\§/92d)\-
X X X

Beweis. Sei € > 0, dann hat man einfache, Lebesgue-integrierbare Funktionen g, go mit

/gld)\g/fd)\g/fd)\g/ggd/\g/gld)\+€.
X Jx X X X
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Also gilt [, f d\ € R und auch

/de)\SZfd)\g/de/\Jra

Weil diese Abschétzung fiir jedes € > 0 gilt, folgt ((5.12) und die Lebesgue-Integrierbarkeit.
|

Der wichtigste Unterschied vom Lebesgue-Integral zum Riemann-Integral ist die Viel-
zahl der Approximationsmoglichkeiten. Die elementaren Funktionen sind nun auf Lebesgue-
messbare Mengen definiert und diirfen abzéahlbar viele Werte annehmen. Zum Beispiel ist

die Funktion
_ J 0fallsz e R\ Q,
f(x)—{ x falls x € Q,

Lebesgue-integrierbar. Weil Q abzéhlbar ist, ist diese Funktion sogar einfach. Weil \(Q) =

0 folgt
/ fdx=0.
R

Das Lebesgue-Integral hat Eigenschaften, die man auch schon vom Riemann-Integral
kennt. Aus Lemma [5.0] folgt zum Beispiel die Linearitét:

Lemma 5.12 (Linearitit vom Integral)
Sei X € L und seien f,qg : X — R Lebesque-integrierbare Funktionen. Fir o, € R ist
auch af + Bg eine Lebesque-integrierbare Funktion und

/X(Oéerﬁg)dA:a/deA+ﬁ/ngA. (5.14)

Bemerkung 5.12.1 Sei X eine Teilmenge von R", die uns erlaubt das Riemann-Integral
tber X zu definieren. Wenn f : X C R" — R Riemann-integrierbar ist, dann ist f
Lebesque-integrierbar, und es gilt

/Xf d)\:/Xf(:z:) dz.

Diese Aussage trifft nicht unbedingt zu, wenn man sich das uneigentliche Riemann-
Integral anschaut.

f
Abbildung 5.2: Skizzen zu f und fT fir f(x) = sin(1/z)/x

f—l—
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Fiir f (z) = Lsin (l) existiert das uneigentliche Riemann-Integral

1 1
/0 flz)dz = 12{51/6 f(z)dz.

Der n-te Buckel von rechts in Abbildung fiir f, gemeint ist der auf dem Inter-

vall (W, n—;), hat einen Flicheninhalt der GroBenordnung +. Fiir das uneigentliche

Riemann-Integral findet man so eine konvergente alternierende Folge dhnlich wie

n=1

die jedoch nicht absolut konvergiert. Jedes obere Lebesgue-Integral fiir f liefert oo.

5.2 Von stetig zu integrierbar
Eine Funktion f : R"™ — R ist stetig, wenn:
BeTCPR) = f'(B)eTcPR",
bei dem 7T die Standardtopologie in R beziehungsweise in R™ ist. Dann folgt auch
BcAr c PR) = f1(B)c Ar C P(R").

Dies bedeutet, dass stetige Funktionen A7-Ar-messbar sind. Theorem hat uns gezeigt,
dass die Borel-Mengen in R™ in der Lebesgue-o-Algebra liegen. Also weil A7 C £ C P(R)
gilt, folgt

Be Ar Cc P(R) = f'(B)e L CPR"

und das liefert uns genau:
Lemma 5.13 FEine stetige Funktion f : R™ — R ist L-A-messbar.

Um zu zeigen, dass f L-L-messbar ist, miisste man beweisen, dass
BeLCPR) = fYB)eLcCPR".

Die Borel-o-Algebra A7 ist leider nicht vollstdndig. Erst die Vervollstandigung der Borel-
o-Algebra liefert £. Weil also £ D Az gilt und weil £ echt mehr Mengen enthélt als
A~ ist L-L-messbar eine schwerere Bedingung als £-A7-messbar. Insgesamt findet man
folgendes:

[ ist T-T-stetig

U
f ist Ar-L-messbar = f ist Ar-Ar-messbar
\ U

fist L-L-messbar = f ist L-Ay-messbar

Sonstige Implikationen zwischen diesen verschiedenen Typen von Messbarkeit gibt es so
nicht.
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In Analysis 1 hat man gesehen, dass stetige Funktionen auf kompakten Intervallen
Riemann-integrierbar sind. Das kann man fiir Lebesgue-integrierbar allgemeiner formu-
lieren. Sei f : R" — R L-Ap-messbar und setzen wir

Ang = fH([k27" (k+1)277)).

Weil f: R" — R L-Ar-messbar ist, folgt aus der Tatsache, dass halboffene Intervalle [a, b)
Borel-Mengen sind, dass die Mengen A, € P(R"™) L-messbar sind. Dann folgt wiederum,
dass

gn = Z k27" 14, und h, = Z (k+1)27" 14,,

keZ keZ

einfache £-L-messbare Funktionen sind und auflerdem gilt fiir x € A, x, dass
gn(2) = k27" < flz) < (k+1)27" = hy(z).
Weil die {A,, 1}, disjunkt sind und weil | J,c; Ang = R, folgt
gn < [ < h, <gn,+27" auf X. (5.15)

Lemma 5.14 Sei X C R™ und A\(X) < oo. Nehme an, die Funktion f : X — R ist
beschrdnkzﬂ und L-Az-messbar. Dann ist [ Lebesque-integrierbar tiber X .

Beweis. Man verwende (/5.15)), die Beschrianktheit von f und A(X) < oo, und findet so

/gnd)\g/ fd)\g/gnd)\+2‘”>\(X).
X X X

Weil man n beliebig grofl nehmen kann, folgt das Ergebnis aus Lemma [5.11 [

Bemerkung 5.14.1 Weil stetige Funktionen auf kompakte Teilmengen beschrinkt sind,
ist f: K CR"™ — R, mit f stetig und K kompakt, Lebesque-integrierbar tiber K .

Bemerkung 5.14.2 Die Beschrdnkheit von f kann man ersetzen durch die Integrierbar-
keit einer dieser Funktionen g,.

5.3 Kombinationen messbarer Funktionen

Wir haben nun messbar und integrierbar definiert aber haben Fragen, wie man mit solchen
Funktionen rechnet, bis jetzt unbeachtet gelassen.

Einige Resultate, die niitzlich sind wenn man mit £-As-messbaren Funktionen rech-
net, folgen:

Theorem 5.15 Sei (X, A, ) ein Mafraum. Seien f,g, fr + X — R A-Ap-messbar fir
k € N. Sei c € R. Dann sind auch

cfv f—l—ga fg7 |f|a min(f7g)a max(f,g), lgelgfk’ hglnffkv Supfk und thllpfk
S N

ke k—o0

A-Ar-messbar. Wenn g(x) # 0 fir x € X ist auch é A-Ar-messbar.

'Eine Funktion f : X — R heit beschrinkt, wenn es eine Zahl M € R gibt derart, dass fiir alle z € X
gilt | f(z)] < M.
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Beweis. Weil die offenen Intervalle eine Basis fiir 7 bilden, reicht es, wenn wir nur die
A-Messbarkeit der Urbilder von Intervallen (a,b) zeigen. Weil

(a,b) = (a,00) \ [ (b—27",00)

konnen wir uns sogar beschrianken auf Intervalle (a, 00).
1) ¢f. Fiir ¢ > 0 findet man

(¢f)™! (a,00) = {& € X mit cf (z) € (a,00)}
={z € X mit f(z) € (c'a,00)} = [ (¢ 'a,0) € A.
Fiir ¢ < 0 folgt &hnlich
(cf)f1 (a,00) = f* (—oo, c_la) cA
und fiir ¢ = 0 finden wir
() (a,50) { e A fallsa>0,
’ XeA fallsa<0.

2) f+ g. Man kann kontrollieren, dass
(f+9) " (a,00)= | (f ' (p.oo)ng™(q.0)),

P,q€Q
p+q>a

und diese Menge ist A-messbar als eine abzdhlbare Vereinigung von A-messbaren Mengen.

3) fg. Weil fg=1(f+ O 1% — 14? geniigt es, wenn wir nur f? betrachten:

1 -1 (Va, oo 1 (—o00, —+/a) fiir a > 0,
. (a’m)_{f (Vi 00) U f (00, ~/a)

X fiira <0,
ist A-messbar.
4) |f|. Man hat

ft(a,00) U ft (—o00,—a) fiir a > 0,

/I (a,00) :{ X fira < 0.

5) Weil min (f,g) = 3£ + 39— 21/ — g| und max (f,g) = L + Lg+ 5 |f — g, folgt die
Messbarkeit aus den vorhergehenden Ergebnissen.
6) infrey fr. Man verwende:

(i%&fk>_l [a,00) = [l (f1) " [a,00) .
7) supyen fx- Man verwende:
(i‘ég f’“) h (a,00) = g\l (fr) " (a,00).

8) liminfy_,o fx. Man verwende:

liminf f; = sup inf f;.
k—o0 meN k>m

9) limsupy,_,., f&- Ahnlich wie beim lim inf.
10) 1/g mit g # 0. Das wird vielleicht eine Hausaufgabe. [ ]
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5.4 Von integrierbar zu fast stetig

Lemma 5.16 FEine lokal Lebesque-integrierbare Funktion f : R"™ — R ist L-Ar-messbar.

Beweis. Auf jeder abgeschlossenen Kugel Bg(0) ist f Lebesgue-integrierbar. Dann exis-
tieren fiir jede n € NT einfache Lebesgue-integrierbare Funktionen g, h, : Br(0) — R
mit

gn < f < Dy
und .
/ I d)\g/ I d)\g/ G dX + . (5.16)
Br(0) Br(0) Br(0) "
Setzen Wir goo(x) = sup,ey gn(z) und heo(x) = inf,eny hy(x), dann sind goo und he
L-Ar-messbar auf Br(0) und auferden gilt
Joo S [ < hes,

/ good)\:/ heo d.
Br(0) Br(0)

Setzt man D, = {$ € Brl(0): |goo (@) — hoo()] > %}, dann gilt
A(Dy) = 0.

Weil
D = {& € Ba(0): goc(2) — hou(@)| # 0} = | D,

neNt

folgt AM(D) = 0. Fiir jedes a € R hat man
92 (a,00) € (7 (a,00) N Ba(0)) < hi! (a,00),
und weil A\(Dy,) = 0 gilt, ist h ! (a,00) \ g2} (a,00) eine Nullmenge. Weil

h (a,00)\ (7 (a,00) N Br(0))

eine Teilmenge einer Nullmenge ist und weil £ vollsténdig ist, ist diese Menge und auch
7 (a,00) N Br(0) L-messbar. Dann ist auch f~!(a,00) = Upey+ [~ (a,00) N Bg(0)
L-messbar. Wir finden, dass die Funktion f £-A7-messbar ist.

Beispiel 5.17 Funktion 19 : R =+ R

~f 0 falls x € R\ Q,
lo(x) = { 1 falls 2 € Q,

1st L-L-messbar, sogar Lebesque-integrierbar auf R, aber auch nirgends stetig. Denn fiir
jedes x € R und § > 0 gibt es y € R mit |z — y| < § und |Lg(z) — 1g(y)| > L. Jedoch 1g
st eine messbare Funktion und nicht sehr weit entfernt von einer stetigen Funktion. Fiir
jedes beschrinkte Intervall [a,b] und € > 0 kann man eine kompakte Teilmenge K C [a, b
finden mit X ([a,b] \ K) < € derart, dass 1g : K — R stetig ist. Eine Konstruktion von K
1st zum Beispiel die Folgende:

Sei {q;};en eine Abzihlung von Q N [a,b] und setze
= [a,0)\ | (@ =27 e, q; + 27 ).
ieN
Man zeigt direkt, dass K beschrdnkt, abgeschlossen und darum auch kompakt ist, und dass
Ala,b] \ K) < e gilt. Weil (1g) =0, ist diese Funktion sogar konstant auf K.
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Obwohl dieses Beispiel zeigt, dass messbare und intergrierbare Funktionen nirgends
stetig zu sein brauchen, zeigt das folgende Ergebnis, dass eine messbare Funktion doch
auch wieder nicht sehr weit entfernt ist von einer stetigen Funktion.

Theorem 5.18 (Lusin) Sei f : R" — R L-Ar-messbar, sei A C R™, mit A € L und
AA) < 00, und sei e > 0, dann existiert eine kompakte Menge K C A derart, dass

1. M(A\K) < e und
2. fik st stetig.

Bemerkung 5.18.1 Das urspriingliche Theorem ist allgemeiner formuliert. Wir haben
uns das Theorem von Lusin zurechtgeschnitten fiir das Lebesgque-Mayfs.

L
— —
> _ e

6 - ‘ l TR
R\ ‘ — ‘

R | <] —
el S | S

Abbildung 5.3: Man kann eine beliebig kleine Menge aus dem Definitionsgebiet herausnehmen
und bekommt eine stetige Funktion auf dem Rest.

Beweis. Setze B;; = [Zi—l,%) fir ¢+ € N und 5 € Z. Fiir jedes ¢ € N hat man
R =,z Bij- Als Néichstes definieren wir
Ai,j - A ﬂ fil (BZJ) .

Bemerke, dass | J ez Ajj=Aund A;;NA; ;=0 fir j # k. Weil f eine messbare Funktion
ist, sind sowohl f~1(B;;) als auch A;; messbar. Wegen Theorem gibt es kompakte
K;; C Ajjmit A(A4;;\ K; ;) < 2737 lle. Es folgt, dass

A <A\ U Km) =A (U A\ Kw’)

S A (U (AZJ \ Kz,g)) S Z 2—3—i—|j|8 — % 2—1—1’5‘
ez €L

Dann gibt es N.; € N mit

AMA \ U Ki,j < 2_1_i€.

|j|§Ne,i

Definieren wir K; = UIjISNEi K;; und f; : K; — R durch

j
fZ(I) = i1 falls x € Kl]

Weil die {4;;},, und deshalb auch die {Kj;},, disjunkt sind, sind diese Funktionen

wohldefiniert. Weil die K;; kompakt sind, gilt d (K ;,, K;j,) > 0 fir j; # j, und die f;

sind stetig auf K;. Auflerdem sind die f; so definiert, dass

1
— Ji —— fiir all K;.
| f(z) fz(fE)|<Z.+1 ir alle r € K;
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Nun setzen wir K = [,y K. Die Menge K ist kompakt und
AMAVK) <Y AANK) <> 27 e =¢
ieN ieN
Auflerdem gilt, dass die f; stetig sind auf K und dass
lim f; = f gleichméBig auf K.
1— 00
Dann ist auch f stetig auf K. ]

Definition 5.19 Sei {f, : A — R}~ eine Funktionenfolge. Man sagt, dass diese Folge
gleichmdflig nach f: A — R konvergiert, wenn

Ve>0dn.e NVn>n. Ve e A: |fu(z) — f(z)] <e.
Eine dquivalente Alternative ist

Ve >03n. e N: n>n. = sup|fu(z) — f(2)] <e.
€A

Weil punktweise Konvergenz auf A heifit, dass die Folge {f, ()}, fiir jeden Punkt
x € A konvergiert, ist punktweise Konvergenz in den meisten Félle deutlich schwécher als
gleichméfige Konvergenz. Nur wenn A endlich viele Elemente hat, sind sie gleich.

Beispiel 5.20 Fliir {q,}, oy €ine Abzihlung von @ﬂ[O, 1] definieren wir f : [0,1] — [0, 00]:

und f :[0,1] = [0, 00):

Fa) = { f(z) wenn f(x) < oo,

0  wenn f(x) = occ.

Dann ist f L-Ar-messbar als Limes von L-Ay-messbaren Funktionen. AufSerdem ist f
sogar Lebesque-integrierbar auf [0, 1], weil

1/2
|f| dX\ < / — A\ < 2“/ NP
A),u 2 0.1] ! — il 2 v

ieN ieN

Es folgt, dass f < co A-f.ii. Setzen wir A = f~'(c0), so gilt A(A) =0 und f=0 auf A.
Die Funktion f :[0,1] — [0, 00) erfillt die Bedingungen zu dem Theorem von Lusin.

Weil ([0,1] N Q) C A, liegt A dicht in [0, 1]. Dann ist die Funktion f unstetig in jedem
Punkt von [0, 1], weil f(x) =0 firx € A und

f(z) > > 1 firz € 0,1] \ A.

1
Viz =l
Nach Lusin gibt es jedoch fiir jedes e > 0 eine kompakte Menge K C [0, 1] mit A ([0,1] \ K) <
€ und f|K K — R stetig. Eine solche Funktion f ist skizziert in Abbildung .

Die Funktion f, die in Abbildung[5.4] skizziert ist, verwendet die ibliche Abzihlung

{01l121512§é1512§é§§l§§ }
999939374947 5°5957526262 7 7070707781828

In dem Fall gilt A =[0,1]NQ.



26 Woche 5, Lebesgue-Integral

Abbildung 5.4: Die blaue Oberhilfte ist gefiillt mit ,,Streifen“, weil f auf [0,1] NQ nach oo geht.
Die Streifen sind aber sehr diinn, weil die Funktion Lebesgue-integrierbar ist.

>

5.5 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Fiir das Lebesgue-Integral gibt es &dhnliche Ergebnisse wie beim Riemann-Integral. Die
Linearitét hatten wir schon in Lemma [5.12] Mit dieser Linearitdt findet man, dass die
Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen iiber X, also £ (X), einen Vektorraum
bilden. Wenn man dabei eine Norm haben méchte, kdnnte man sich iiberlegen, ob |[.{|

definiert durch
e = [ 171 x
X

verniinftig wére. Die meisten Eigenschaften einer Norm sind erfiillt. Aus [[f[|;x, = 0
folgt aber nicht, dass f = 0 sondern nur A ({z € X; f(z) # 0}) = 0. Wir kommen hierauf
zuriick.

Im folgenden Lemma nehmen wir an, dass auch X; und X5 Lebesgue-messbar sind.

Lemma 5.21 Sei f : X; U Xy C R* — R Lebesgue-integrierbar iber X; und iiber X.
Wenn A (X1 N Xs) =0, dann gilt: f ist Lebesgue-integrierbar iber X, U Xy und

/ fa=1{ far+ | fax
X1UXo X1 Xo

Beweis. Fiir den Leser. ]

Lemma 5.22 Fulls f1, fo: X CR® = R Lebesgue-integrierbar sind iber X und f; < f,

dann gilt
[fiars [ nar
X X

Beweis. Fiir den Leser. ]

Lemma 5.23 Fulls f : X C R™ — R Lebesque-integrierbar ist iber X, dann sind f, [~
und |f| Lebesgue-integrierbar iber X und es gilt

| dx‘s/Xm ax

Beweis. Fiir die Definition von f*, f~ und |f] siehe (5.5) und Bemerkung|5.4.1] Aus der
Konstruktion des Integrals folgt, dass f Lebesgue-integrierbar ist, genau dann, wenn f*
und f~ es sind und beide Integrale Werte in [0, 00) haben. In dem Fall definiert man

/fd)\ /f*d)\ /f dX.
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Weil |f| = fT + f~ gilt und die beiden Integrale iiber f* und iiber f~ Werte in [0, 00)
haben, ist auch |f| Lebesgue-integrierbar. Verwendet man Lemma [5.12] so folgt

/dex‘: /}(f*dA—/Xf‘d/\'g /Xf+d>\‘+ /Xf‘dA‘
:/Xf+d/\+/xfd)\:/X(f++f)d)\:/X|f| dx,

die gewiinschte Ungleichung. |
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Diverse Konvergenzarten

6.1 Lebesgue-Klassen

Von den messbaren Mengen sind die Nullmengen eigentlich nicht sehr interessant. Man
bemerkt sie kaum, weil sie so klein sind. Ebenso ist es, wenn man messbare Funktionen
betrachtet, meistens nicht sehr interessant, was diese auf Nullmengen machen. Werden
Funktionen integriert, dann ist der Wert des Integrals unabhéngig von den Funktionswer-
ten auf Nullmengen. Fiir Funktionen, die nur auf Nullmengen verschieden sind, definiert
man daher Folgendes:

Definition 6.1 Sei (X, A, ) ein Mafsraum. Sei A € A und seien f,g: A — R A-Ar-
messbare Funktionen. Man sagt

f =g p-fast-iiberall auf A C X,

wenn p{x € A; f(x) # g(x)} = 0. Abgekiirzt: f = g p-filf

Fiir die £-A7-messbaren Funktionen auf X C R"™ definiert man so eine Aquivalenz-
relation:
f ~ g auf X genau dann, wenn f = g A-f.i. auf X.

Fiir die Menge der Aquivalenzklassen von £ (X) beziiglich ~ wird die folgende Schreib-
weise verwendet:

L'X)=LX)/) ~.

Das Auswahlaxiom erlaubt uns, aus jeder Klasse f € L' (X) einen Vertreter f € £! (X)
zu finden, und man definiert

€y = [ 171 ax
X
Man definiert fiir f,g € L' (X) mit Vertreter f,g € £' (X) und o € R

f + g := die Klasse von (f +g),
af = die Klasse von (« f).
Diese Definition ist unabhéngig von den Vertretern und L' (X) wird so ein Vektorraum.

Fiir diesen Vektorraum L' (X) ist ||.|| i(x) eine Norm. Man bemerke, dass auch diese
Norm nicht abhéngt vom gewéhlten Vertreter: Wenn f; und f5 beide f vertreten, dann

L Auf Englisch: f.ii = a.e. (almost everywhere)

29
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heifit das f; = fo A\-f.ii. Es bedeutet auch, dass eine einfache Funktion oberhalb von | f;| nur
auf Nullmengen geéndert werden muss (man ersetzt den Funktionswert dieser einfachen
Funktion auf diesen Nullmengen durch oo), um eine einfache Funktion oberhalb von |fs|
zu finden. Ahnliches gilt fiir einfache Funktionen unterhalb von |f;| und man findet

s ax= [ 15l ax

Lemma 6.2 Sei X C R" L-messbar. Dann ist (Ll (X), ||'HL1(X)> etn normierter Raum.

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass |/f||;,y, wohldefiniert ist fiir f € L' (X) und
miissen nur noch zeigen, dass die Eigenschaften einer Norm erfiillt sind.

L [|[f[| ;1 (xy > 0 folgt direkt. Wenn [|f]| 1 ) = 0, dann bedeutet dies, dass [ |f] dA =0

fiir einen Vertreter f von f. Wenn [, |f| d\ = 0 folgt f = 0 A-f.ii. und das bedeutet
wiederum f = 0 in L' (X). Hier ist 0 die Klasse der Funktionen, die die Funktion 0
enthilt.

2. Sei a € R. Wenn f ein Vertreter von f ist, ist af ein Vertreter von af, und es folgt
o]l ) :/ af] dX = |a|/ [f1dX = lal [l -
b's X
3. Ahnlich folgt, dass f + ¢ ein Vertreter von f + g ist, und

If+ 8l x) = /X [f + 9l dr < /X (1 +1gl) dx = [IF]l r xy + Mgl e xy -

6.2 Konvergenz bei messbaren Funktionen

In dem Beweis von Theorem haben wir die Konvergenz von (gleichméBig) stetigen
Funktionen verwendet. Wir erinnern uns an das Theorem aus Analysis 2, dass fiir eine
Folge von stetigen Funktionen {f; : K — R}, , die gleichméBig konvergieren, auch die
Grenzfunktion f mit f(x) := lim; , fi(x) wieder stetig ist. Wie geht man bei Konvergenz
von A-messbaren Funktionen vor?

Fiir ein Maf3 i definieren wir die p-f.ii.-Konvergenz wie folgt:

Definition 6.3 (Fast-iiberall-Konvergenz) Sei (X, A, p) ein Mafsraum. Sei A € A
und seien fi, f: A —= R mit k € N A-Ar-messbare Funktionen. Man sagt:

fe = f fiir k — oo p-fast-iiberall auf A C X,

wenn es eine messbare Menge B C A gibt mit u(A\ B) = 0 und fp(x) — f(z) fir alle
T € B.

Bemerkung 6.3.1 Firxz € A\ B darf die Folge fi(x) divergieren oder auch konvergieren
gegen einen beliebigen Wert.
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Abbildung 6.1: Skizzen zu fp(x) = ™

Beispiel 6.4 Definieren wir fiirn € N* die Funktionen f, : [0,1] = R durch f,(z) = 2",
dann gilt
fo — 0 X-fdi. auf [0,1].

Sogar gilt
i = 0 X-fii. auf [0,1].

Definition 6.5 (Konvergenz in L' (X)) Sei f, f, € £' (X) fiir k € N.
Man sagt fr, — [ in L' (X), wenn

]}Lngo | fr — sz;l(X) =0.

Bemerkung 6.5.1 Die Grenzfunktion ist nicht eindeutig; man kann nur sagen, dass alle
méglichen Grenzfunktionen zu f, genau eine Klasse aus L*(X) bilden.

Fir die Funktionen f,(z) des letzten Beispiels gilt lim, o0 || fullz1(o,) = 0. Weil
1f2ll 1oy = 1 konvergieren die Ableitungen nicht nach 0. Konvergieren sie vielleicht
gegen eine andere Funktion g7 Man kann zeigen, dass ||f,’l||£1([071_8]) — 0 fiir € > 0. Dann
folgt g = 0 A-f.ii. auf [0, 1 — €]. Weil dies fiir ein beliebiges € > 0 gilt, folgt g = 0 auf [0, 1).
Dann gilt ||g|| 2101y = 0 und folgt der Widerspruch, denn

£ = 9l eroay = Iallerqoay = N9l eroy = fallerony = 1
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Definition 6.6 (Konvergenz im Maf}) Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Sei A € A und
seien fr, [+ A — R mit k € N A-Ar-messbare Funktionen. Man sagt:

fr = f nach dem Maf$ p auf A C X,

wenn fiir jedes € > 0 gilt, dass
Jim p{z € A;|fi(z) = f(a)] = e} = 0.

Diese verschiedenen Arten von Konvergenz sind nicht unabhéngig. In Abbildung [6.2
findet man einige Zusammenhénge. Weiter ist es so, dass wenn f;, — f konvergiert in
Typ 1 und fr — g konvergiert in Typ 2, nicht unbedingt f = g gelten muss. Wenn beide
Konvergenztypen mit Hilfe des A-Mafles definiert sind, folgt meistens nur f = g A-f.i. Es
folgen einige Beispiele zu den ,,#“-en in dem Bild. Die Implikationen in dem Bild kann
man direkt zeigen.

Ry

Abbildung 6.2: Zusammenhang einiger Konvergenzbegriffe

Beispiel 6.7 Die Funktionenfolge f, : R — R mit f;, (z) = e~ lo—kl? konvergiert punktwei-
se (nach 0), aber nicht gleichmdiflig. Sie konvergiert auch nicht nach dem Maf \. Siehe
Abbildung [6.3.

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

Abbildung 6.3: Skizze zu Beispiel

Beispiel 6.8 Die Funktionenfolge fi : [0,1] = R mit fi (¥) = ka (1 — ) konvergiert
punktweise (nach 0), aber nicht gleichmdfig. Sie konvergiert in £ ([0, 1]).
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Die punktweise Konvergenz findet man fir x € (0,1), weil limg_o0 (Ink —a k) = —oc0
fiir alle a > 0 impliziert, dass

: o 1 B
kh_g)lokx(l — ) —xkh_gloexp (lnk: In (1—x> /{:) = 0.

Fiir v € {0,1} folgt limy_,o0 fi () = 0 weil f; (0) =0 = fi (1).
Die Folge konvergiert nicht gleichmdflig nach 0, weil

im £ (L) = 1 1—1k—1' 1+_1k— =
pooe P\ K ) T kb k) it %) T

Die Konvergenz nach 0 in L' ([0,1]) folgt aus

1 1
15 = Oll z1 o0y = /(O . frd\ = /0 k(1 —2)"de = k/o (— (1—2)"' 41— g;)’“) dx

2 bk 2 2 1
k+2 k+1

_ " (1= = — = .
@) pr1 o) ]0 Fr1l k+2 hr)(ht2) “ktl

k
— | (1-
{/{: +2 (
Siehe Abbildung[6.4) fiir die Skizzen zu einigen dieser Funktionen.

fl f} f7 f] 5 f}U

0.3 0.3 03 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

0.5 1 0.5 1 0.5 1 0.5 1 0.5 1

Abbildung 6.4: Skizze zu Beispiel

Beispiel 6.9 Die Funktionenfolge f, : R — R mit fi(z) = Ve konvergiert \-f.ii.
und nach dem Maf X (nach0), aber nicht punktweise und nicht in L' (R). Siehe Abbildung
0. Il

] ‘ ] h

Abbildung 6.5: Skizze zu Beispiel

Beispiel 6.10 Setzen wir fir m € N und k € {0,1,2,...,2™ — 1}:
Grean (%) = Lo (er1)2-m1-
Die Funktionenfolge fy, : [0,1] — R mit
{fk:}keN = {90,07 go,1, 91,1, 90,2,91,2,92,2,932, 90,3,91,3,923,---,973, -- }

konvergiert in L ([0,1]) und nach dem Maf \ die beiden Male nach 0, aber nicht punkt-
weise. Eine Skizze dieser Funktionen findet man in Abbildung [6.6,

Beispiel 6.11 Die Funktionenfolge hy, : [0,1] — R mit hp(z) = kfi(z) und fi, wie im
letzten Beispiel, konvergiert nach dem Maf X nach 0, aber nicht in L' ([0, 1]) oder \-f.i.
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T o o

Abbildung 6.6: Skizzen zu der Funktionenfolge aus Beispiel [6.10

Lemma 6.12 Wenn f, — f in LY(X), dann gilt f, — f in \-Map.

Beweis. Nehmen wir an, dass f,, — f in £!(X). Wenn nicht gilt, dass f, — f in \-Ma8,
dann gibt es €* > 0 derart, dass A ({z € X;|f.(z) — f(x)| > €*}) nicht nach 0 konvergiert
fiir n — oo. Also existiert eine Teilfolge {fy, },cn und 0* > 0 mit A (Ag) > 6 fiir

Ay ={r e X;|fn(z) — f(x)] > "}

Wir finden
X Ak Ag

und das ist ein Widerspruch zu der Annahme. [

6.3 Egoroff’s Konvergenzsatz

Wenn eine Funktionenfolge gleichméBig konvergiert auf A C R™ und A(A) < oo, dann folgt
auch Konvergenz im Mafl und in £!(A). Gleichmiiiige Konvergenz ist eine sehr ‘starke’
Konvergenz. Trotzdem ist sie nicht sehr weit von Fast-iiberall-Konvergenz entfernt.

Theorem 6.13 (Egorofff) Sei (X, A, u) ein Mafiraum. Sei A € A mit u(A) < oo und
seien fr, [+ A—= R, mit k € N, A-Ar-messbare Funktionen mit

fr — [ p-fast-tiberall auf A fiir k — oo.
Dann gibt es fir jedes € > 0 eine A-messbare Menge B C A derart, dass
1. w(A\ B) < ¢ und

2. fr = f gleichmdfsig auf B.

2Am Anfang des letzten Jahrhunderts wurden kyrillische Buchstaben anders “iibersetzt” als heutzu-
tage. Statt Lusin und Egoroff wiirde man jetzt Luzin und Egorov schreiben. Aus Gewohnheit hat man
bei ,,alten“ Namen die alte Schreibweise beibehalten.
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Beweis. Sei ¢ > 0. Wir definieren fiir 7, j € N die A-messbaren Mengen
Ciy=J{z € 45| fulw) = f(2)] = 27}
k>j

Weil Ci,j D) C/L"jJrl fir alle Z,] eN fOlgt

OO>IU(A)Zﬁb(Ci,l)Z"'ZM(CM)Z/L(C,;’j+1)2...>0'

Also existiert lim;_,o ¢t (C; ;) als Grenzwert einer fallenden beschréinkten Folge. Wenn fiir
r € A gilt, dass fi (z) — f (x) fiir k — oo, dann gilt | fx(x) — f(z)| < 27¢ fiir alle k > k;
mit k; geniigend grof}, und es folgt & C; ; fiir j > k;. Weil f, — f p-fast-iiberall auf A,
hat man lim; o, ¢ (C; ;) = 0 fiir jedes ¢ € N. Dann gibt es fiir jedes i € N ein N;. € N
derart, dass p(Cj n,.) < 27" 'e. Wir setzen

B = A\ U OiaNi,s
ieN
und konnen folgern, dass
1 (A\ B) (U CN> <> u(Cin,.) <e.
ieN 1eN
Fiir alle x € B, k > N;. hat man |fi(z) — f(z)] < 27° und das besagt, dass f, — f

gleichméBig konvergiert auf B. ]

Korollar 6.14 Sei (X, A, u) ein Mafiraum. Sei A € A mit u(A) < oo und seien fi, f :
A = R, mit k € N, A-Ap-messbare Funktionen. Wenn

fe — [ p-fi. auf A fir k — oo,

dann gilt
fr — f im p-Maf auf A fiir k — oo.

Abbildung 6.7: Eine Erweiterung von Abbildung

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir werden zeigen, dass es fiir beliebiges 6 > 0 ein k.5 € N gibt
derart, dass fiir k > k.5 gilt

pi{xr € A;|fe (x) — f(x)] > e} <. (6.1)
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Wegen des Satzes von Egoroff gibt es As C A mit A (A\ As) < 6 und fr — f gleichméfig
auf As. Dann gibt es also ein k;. derart, dass fiir k& > k; . gilt

sup |frx () — f(2)] <e.

TEAs

Dies bedeutet, dass fiir k > ks,
{z € As|fi(x) — f(2)| > e} C A\ 45,
und wir finden (6.1)). n

6.4 Integrale mit Werten in [0, oo

Wir haben das Lebesgue-Integral in Definition erst fiir einfache positive Funktionen
definiert und haben Werte in [0, co] erlaubt. Wenn man vorzeichenwechselnde Funktionen
betrachtet, dann hat man ein Problem, wenn sowohl [, f*d\ = oo, als auch [, f~d\ = oo
gilt. Das haben wir vermieden, indem wir nur endliche Werte zugelassen haben. Fiir die
néchsten Kapitel, wo manchmal Integrale fiir nicht-negative Funktionen betrachtet wer-
den, ist es bequem, hierauf zuriickzukommen und wiederum Werte in [0, oo] zu erlauben.
Das heifit, wenn f > 0 Lebesgue-messbar auf X ist und

sup {/ g dX;g: X — R" ist einfach, Lebesgue-integrierbar und g < f} =oc0 (6.2)
X

dann setzen wir

wa—w. (6.3)

Lemma 6.15 Fir jede nicht-negative L-Ar-messbare Funktion f : X C R" — R gilt
[x [ dX\ € [0,00]. Genauer gesagt, entweder

1. f ist Lebesgue-integrierbar wie in Deﬁmtion und fX f dXx €]0,00), oder
2. gilt und man setzt fX f d\ = o0.

Bemerkung 6.15.1 Nur im ersten Fall, also wenn [, f d\ € [0,00) gilt, nennt man f
Lebesque-integrierbar.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir betrachten X, = {z € X;k < ||z| < k+1}. Dann gilt X =
Uren Xk und A(Xy) < (2k +2)". Wir setzen ¢, = (2k +2) " 27% "¢ und

Ajr =" lew, G+ 1) ex) N Xy
und definieren die einfachen Funktionen

g:= Y jerla,, und he =Y (j+1)epla,,.

J,keN J,keN

Es folgt, dass

/gEdAg/ Fdr< fdAg/ hEdAg/ g d\+ e A(X2)
X5 J X, X Xk Xk
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und weil wir €, so definiert haben, dass
Ek )\(Xk) S Q_k_1€

folgt sogar

/ged)\g/ fdAg/ fd)\g/hsd)\g/ggd)\—i—a.
X J x X X X

Also entweder [ g dX\ und [ h. d) sind endlich und wir kénnen aus Lemma folgern,
dass die erste Moglichkeit zutrifft. Wenn [ + 9e dX\ = oo zutrifft, folgt die zweite Moglich-
keit. [ ]
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Analysis 3, Woche 7

Limes und Integral

7.1 Das Lemma von Fatou

Theorem 7.1 (Das Lemma von Fatol]) Sei X € £ und fy : X C R* — [0,00) mit
k € N eine Folge L-Az-messbarer Funktionen. Dann gilt

/ liminf fi, dX <liminf | fi dA. (7.1)
x k k—oco  [x

—00

Bemerkung 7.1.1
e Die Annahme fi, > 0 kann man nicht ohne Ersatz weglassen.

e Die Ungleichung in ist definiert auf [0, 00]. Also sind sowohl oo < oo als auch
M < oo mit M € RT hier zugelassen.

Beweis. Man bemerke, dass der Limes inferior einer nicht-negativen Folge immer be-
stimmt ist in [0, o], denn
liminf ¢, = lim (inf c@)
k—oo k—oo \ >k

und {infsp ¢/}, ist wachsend. Also ist sowohl f(z) := liminf, . fi(2) fiir jedes v € X
als auch liminfy o [y fx dA jeweils eindeutig definiert in [0, co].

In Theorem haben wir gezeigt, dass f = liminf,_ . fr £-A7j-messbar ist. Wir
brauchen also nur die Abschétzung zu beweisen.

Sei ¢ > 0. Wegen Lemma kann man die Funktion liminf,_,., f; in dem Inte-
gral links in ([7.1) von unten mit einfachen £-A;-messbaren Funktionen g : R — [0, o0]
approximieren, also g < liminfy_,, f, und zwar derart, dass falls [ 9 d\ < oo, dann

/gd)\g/liminffkd)\g/gd)\—i-&t.
X x k—oo X

Wenn [, g d\ = oo, dann gilt [, liminf, . fr d\ = co und wir miissen zeigen, dass die
rechte Seite in ([7.1)) auch oo ist. Sei g eine solche einfache Funktion, das heifit

9= ZgilAm

1€N

!Pierre Joseph Louis Fatou, Frankreich 1878-1929

69
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mit g; € (0, 00], A; disjunkte L-messbare Mengen in X mit A (A4;) > 0,

g< f= hmlnffk = hm inf f.
oo {>k

Wenn wir solch eine einfache Funktion g noch etwas kleiner machen, dann finden wir,
dass wir auch f; fiir k£ grofl von unten abschéitzen konnen.
Falls g; < oo fiir alle # nehmen wir ein positives ¢t < 1 und betrachten

By ={z € A;; fi(x) > tg; fir alle £ > k}.

Man hat B,y C By, C Bjjy1 C -+ C A; und weil £ < 1, gilt 0 < tg; < g; und folgt
limy00 A(Bix) = A(4;). So finden wir, dass

/fde>Z/ fe dX > tgi X(Bi)

i€N €N
und auch

. > T ' '
lim mf/X fre d\ > hlggggf;tgl A(Bix)

k—o0

>Ztgz hmlnf)\ Bi ) ZtgZ t/gd)\.
X

ieN ieN

Weil dies fiir beliebige ¢ € (0, 1) gilt, hat man

hmlnf/ fx d)\>/gd)\

Fiir den Fall [ + 9dX\ = oo ist man fertig und fiir / + 9d\ < oo bemerkt man, dass das
€ > 0 beliebig gewéhlt war und daher folgt, dass

liminf/fk d\ > sup /g dA :/ hmmffk dA.
X X X

k—o00 g<f k—o0
g einf. L-A7-m.

Falls g; = oo fiir ein ¢, dann kann man g; auf A; durch ein beliebiges M € R ersetzen
und nimmt B, = {x € A;; fo(x) > M fir alle ¢ > k}. Weil X (A;) > 0 gilt, folgt A (B;x) >
A (A)) fiir k > kp mit &y geniigend grof. Dann gilt fiir k > kyy, dass

[ e dnz 2B 2 1A ()
X
und rechts in (7.1)) steht oo. |

Beispiel 7.2 Die Ungleichung im Lemma von Fatou ist eine echte Ungleichung, das heifit,
im Allgemeinen kann man ,, <“in nicht ersetzen durch ,=¢. Betrachte die Funktion
fr 1 [0,1] = R mit fi.(z) = k*ze~*2. Mcm hat limy_,o k2xe™ =0 fiir jedes x € [0, 1] und
es folgt
1
lim [ kwe  dr = lim [— (14 ka)e ™) =1

k—o0 0 k—oo 0

1 1
/ lim k2ze " dr = / 0de=0.
0 k—oo 0
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7.2 Monoton oder majorisiert

Die Ungleichung in Fatous Lemma kann durch eine Gleichung ersetzt werden, wenn man
weitere Bedingungen fiir die Funktionenfolge annimmt. Eine erste Moglichkeit betrifft
Funktionenfolgen, die wachsend sind. Fiir solche monotonen Funktionenfolgen hat man
das folgende ‘bessere’ Ergebnis.

Theorem 7.3 (Monotone Konvergenz) Sei X L-messbar und f, : X C R" — [0, 00)
mit k € N eine monoton wachsende Folge L-Ar-messbarer Funktionen:

0<fAi<f< <fi<finn<...o.

Dann gilt
/ lim f d\ = lim / fr dA. (7.2)
X k—o00 X

k—o0
Bemerkung 7.3.1 So wie dieses Theorem formuliert ist, ist es nur auf nicht-negative
Funktionen direkt anwendbar. Fiir solche Funktionenfolgen kann man in ein Ergebnis
in [0, 00| erwarten. Fir vorzeichenwechselnde Funktionen wdre es mdglich, dass man das

Theorem auf f, und f,, anwenden kann und wenn man dabei nicht oo — oo erhilt, hitte
man auch da das Ergebnis in (7.3).

Beweis. Weil {f,(z)},oy fir jedes z € X und { [ fi d)\}keN wachsende Folgen sind,
konvergieren sie entweder zu einem Wert in R oder streben nach oco. Auf jeden Fall ist
dann liminf gleich lim, moglicherweise als uneigentlicher Limes co. Wegen des Lemmas
von Fatou gilt

/ lim f d\ < lim / fr dA.
k—oo [ x

k—00

Fiir die andere Richtung verwendet man, dass f, < limy_. fx. Es folgt, dass

/fgd)\g/ lim f, dA
X x k—o0

{—oo [x x k—o0

also auch

Eine zweite Moglichkeit ist die zusétzliche Bedingung, dass alle Funktionen durch eine
feste Lebesgue-integrierbare Funktion majorisiert werden.

Theorem 7.4 (Majorisierte Konvergenz) Sei X L-messbar und fr : X C R* - R
mit k € N eine Folge L-At-messbarer Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt eine Lebesque-integrierbare Funktion g : X — [0,00), also fXg d\ < o0, die
die Funktionen |fx| ,majorisiert*: |fi| < g A-fast-iberall fur alle k € N, und

I N N

Abbildung 7.1: Einige Funktionen fj, aus Belsplel 7 k=4,9,16,25,36.
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2. fr = [ A-fast-tiberall in X fiir k — oo.

Dann existiert limp_ o f + Je A\ in R und es gilt, dass

lim /X fr d\ = /X f d. (7.3)

Bemerkung 7.4.1 Auf Englisch heif$t dieses Theorem: ‘the dominated convergence theo-
rem’. Dieses Theorem ist anwendbar auf vorzeichenwechselnde Funktionen. Die Einschrdnkung
durch eine Lebesgue-integrierbare Funktion g sorgt dafiir, dass der Fall oo — oo nicht vor-
kommt.

Beweis. Weil f, — f Afast-iiberall, gilt auch |f — fi| — 0 A-fast-iiberall. Weil |fx| < ¢
AMfast-iiberall und f, — f A-fast-iiberall gilt, folgt auch |f| < g A-fast-iiberall. Also folgt
aus der Dreiecksungleichung, dass

|fe — fI < |fel + 1f] < 2¢ Mfast-iiberall.

Das heifit, dass 29 — | fx — f| A-fast-iiberall positiv ist, und dann folgt mit dem Lemma
von Fatou, dass

2/gd)\:/liminf(29—|fk—f|)d)\
§liminf/ (29—]fk—f\)d)\:2/gd)\—limsup/ |fr — f] dA.
k—o00 X X X

k—o00

Das bedeutet
limsup/ |f — f| dX=0.
X

k—00

Dann ist der Limes Superior sogar ein Limes und weil

= dA‘s/X\fk—ﬂ i
gilt, folgt (7.3). n

Als eine Folge dieser Konvergenzsétze bekommt man das folgende Ergebnis:

Korollar 7.5 Sei f, fr € LY (X) mit k € N derart, dass fr — f in L' (X). Dann gibt es
eine Teilfolge { fr, },cn derart, dass fi, — f A-fast-iiberall.

Beweis. Weil || fi — f[|z1(x) — 0 fiir & — oo gibt es eine Teilfolge {fk, };cy mit

1 fri = Flloxy <270

Wir betrachten g, € £ (X), definiert durch

¢
9= |fr— 1|
i=0

und bemerken, dass 0 < g; < g9 < ... und

V4 14
/gm:/ S = F1dN =S e = Fllo ) < 2
X X i—o i=0
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Aus der monotonen Konvergenz, Theorem folgt:

/Z|sz—f| d/\:/ limggd)\:lim/ggd/\gl
X ieN x {=o0 t—oo [y

Weil [ 3 on e — ] dX < oo folgt Y, | fie — f| < oo Afast-iiberall. Weil in eine
konvergente Reihe die Termen nach 0 konvergieren, gilt auch:

lim |fx, — f| = 0 A-fast-iiberall
71— 00

und es folgt lim fi, = f A-fast-iiberall. ]
1—00

7.3 Vollstindigkeit von L' (X)

Die Eigenschaften des Lebesgue-Integrals zeigen, dass £! (X) und auch L' (X) eine Vek-
torraumstruktur haben. Definiert man fiir f € L' (X)

ey = /X £ dx (7.4)

mit f einen Vertreter von f, dann ist dies eine Norm auf L' (X). Wir wiederholen die
Bedingungen, die eine Norm erfiillen soll.

Definition 7.6 Die Funktion p: V — [0,00) heifst eine Seminorm fiir den Vektorraum
V' (eigentlich (V,+,R,.)), falls die beiden folgenden Eigenschaften erfillt sind:

1. p(cf) = |c|p(f) fir allec € R und f € V;

2.pf+g)<p)+p(g) firalef,geV.

Man erinnere sich, dass p eine Norm ist, wenn auflerdem die folgende Bedingung erfiillt
ist:

3. p(f) =0 fiir f € V genau dann, wenn f = 0.

Ahnlich wie Cauchy-Folgen beziiglich einer Norm definiert werden, kann man Cauchy-
Folgen auch beziiglich einer Seminorm definieren:

Definition 7.7 Sei (V,+,R,.) ein Vektorraum und p eine Seminorm auf diesem Vek-
torraum. Eine Folge {fi},cy C V' heifsit Cauchy-Folge beziiglich der Seminorm p, wenn
folgendes gilt:

Ve >0dN. e Nkl >N. = p(fi— fo) <e.

Definition 7.8 FEin Vektorraum (V,+,R,.) heifit vollstindig beziiglich der Semi-
norm p, wenn es fir jede p-Cauchy-Folge { fi} oy C V' mindestens eine Funktion f € V

gibt so, dass lim p(f — fi) =0.
k—o0

Theorem 7.9 L' (X) ist vollstindig beziiglich der Seminorm p definiert durch p(f) =
Jx If] dA.
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Bemerkung 7.9.1 Ein normierter Vektorraum (V,+,R, ., ||-||), der vollstindig ist bezig-
lich der Norm ||-||, heit Banachraum. Wenn L' (X) vollstindig ist beziiglich der Semi-
norm p, ist L' (X) vollstindig beziglich der Norm |||| 1y, anders gesagt:

| <L1 (X),+,R, ., ||-||L1(X)) ist ein Banachraum.

Die Theorie der Banachrdume ist das zentrale Thema der
Funktionalanalysis. Banachrdume spielen eine sehr wich-
tige Rolle in den Anwendungen. Wenn man némlich im-
stande ist, die Losung eines Problems zu approximieren, das
heifit, eine Cauchy-Folge von approximativen Funktionen
in einem passenden Banachraum zu finden, garantiert die
Vollsténdigkeit, dass diese Folge eine Grenzfunktion im glei-
chen Vektorraum besitzt. Wenn man dann auch noch zeigen
kann, dass die gewiinschte Eigenschaft (der Losungsbegriff)
auf irgendeine Art stetig ist unter einem solchen Approxima-
tionsverfahren, ist die Grenzfunktion sogar eine Losung.

it

Stefan Banach in 1919

Bemerkung 7.9.2 Weil es kaum zu Irrtimern fihrt, schreiben wir ab hier auch || f|] £1(X)
fiir f € LY (X) obwohl es keine Norm, sondern nur eine Seminorm ist.

Beweis. Sei f; € £! (X) eine Cauchy-Folge beziiglich der Seminorm, definiert in (7.4)):
Ve >03M. e NVE L > M : || fi — foll prx) <&
Dann kann man k,, € N finden derart, dass
fiir k, € > kn, gilt || fo = foll 1) <27 (7.5)

Wir betrachten g, € £ (X), definiert durch

¢
ge = Z F——r
m=0

und bemerken 0 < g1 < g9 < g3.... Weil

¢ ¢
/ gedA < / S N frwir = i |dr <> 2 <2,
X X m=0 m=0

konvergiert g, A-fast-tiberall, sagen wir auf A C X mit A(X \ A) = 0. Das bedeutet

lim g,(z) fiir x € A,
9(x) =

l—00

0 fir v € X\ A,

ist wohldefiniert und wegen monotoner Konvergenz gilt |[g[[ ;1 x) < 2.
An den Stellen wo g, konvergiert, konvergiert auch

¢
Jee = Jro + Z (fom = Siom—1) (7.6)
m=1
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denn absolute Konvergenz einer Reihe impliziert Konvergenz der Reihe, und wir kénnen
f wie folgt definieren:

fa) = elggo fr,(z) firz € A,
0 fir x € X \ A.
Man bemerkt, dass diese Funktion wohldefiniert ist als £-Aj-messbare Funktion. Das

heifit, dass wir nun einen Kandidaten fiir einen Grenzwert haben, aber noch zeigen miissen,
dass f tatséichlich ein £'(X)-Grenzwert der Folge { fi}, oy ist.

Die folgenden Abschatzungen folgen aus der Konstruktion in ((7.6)):
¢
il < Vol + D [ = S| < ol + 9,
m=1

e.9]
1< vl + D [ Fom = Fra| < 1ol + 9.
m=1
Dies erlaubt uns die majorisierte Konvergenz zu verwenden:

Jimn i, = oo = Jim [ U, = flar= [ I, - flav=0. (0
X X

Dies ist jedoch nur die Teilfolge {fx,,},,en- Fiir die Folge {fi}, oy verwendet man ((7.5)
und ([7.7]) und kann so die rechte Seite von

e = flloiey < e = frnll ey + 1 e = flloix (7.8)

beliebig klein bekommen fiir groe k. Sei ¢ > 0. Man wihlt m derart, dass sowohl 27" < l¢
als auch || fi,, = fllzx) < ie. Fiir k > k,, folgt, dass die rechte Seite in 1' kleiner €
ist. ]

Definition 7.10 Sei (V,+,R,.) ein Vektorraum mit (Semi)Norm ||-||. Eine Teilmenge
Vo C V heifit dicht in V' beziglich dieser (Semi)Norm, wenn es fir jedes v € V und
e > 0 mindestens ein vy € Vi gibt derart, dass ||[v — vy|| < €.

Bemerkung 7.10.1 Q ist dicht in R beziglich |-|.

Bemerkung 7.10.2 Die einfachen Lebesgue-integrierbaren Funktionen liegen dicht in
LY (X) beziiglich |||| g1 x- Fiir diese letzte Behauptung bemerke man, dass es fir jede e > 0

und f € LY (X) einfache Lebesque-integrierbare Funktionen g und h gibt mit g < f < h

und
/gd)\g/fd)\gfhd)\</gd)\+e.
X X X X

I =gloce = [ 1F=ddir= [ (t=gar= [ ¢G-mar+ [ n-gar<e

X

Es folgt, dass

Ubrigens gilt auch ||f — hllgixy <e.
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7.4 Der Vektorraum LP(X)

Definition 7.11 Sei p € (1,00). Man definiert |||z, x) fiir L-Ar-messbare Funktionen

f: X CR" — R wie folgt
1l = ( [ dx)p. (7.9

Man sagt f € LP(X), wenn || f|| zo(x) < 00.
Bemerkung 7.11.1 Seip € (1,00) und X C R™.

o Man sagt f € L], (X), wenn fir jede kompakte Teilmenge K C X gilt

||f||LP(K) < 0.

o Wenn f € LP(X), dann gilt |f|" € L' (X) und umgekehrt.
o Weil fiir « € R und f,g € LP (X) gilt

[lasrax<iar [ o7
X X

P Pax P Pax P
Jir+arars [ s+ §2(/X\f| + [l )

so folgt af, f + g € LP(X). Das heifst, LP (X) ist ein Vektorraum.

o Man definiert LP(X) = LP(X)/ ~, wie vorher mit f ~ g fir f = g fi. auf X. So
wird (LP(X), H'||Lp(x)), mit Norm [|£] 5 x) = | fllzo(x) definiert in fir einen

Vertreter f von f, ein normierter Vektorraum und sogar ein Banachraum.

7.5 Die Ungleichung von Hélder

Bevor wir zeigen konnen, dass [|-||z,(y, eine Seminorm auf £7 (X) ist, brauchen wir die
folgende Ungleichung:

Theorem 7.12 (Die Héldersche Ungleichung) Sei f € LP (X) und g € L7 (X) mit
p,q>1 und % +% =1, dann gilt

1 9llzrxy < NF oy 9l 2oy - (7.10)

Bemerkung 7.12.1 Wenn man die Seminormen in explizit schreibt, hat man

/leg\ d\ < (/X\fyp dA)é(/X\g\q dA)é.

Der Beweis von Theorem braucht mehrere Schritte. Diese Schritte werden wir als
einzelne Lemmas auffithren.

Lemma 7.13 Seia,b >0 und p,q > 1 mit Il) + % = 1. Dann gilt

1 1
ab < —aP + -b.
p q
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Beweis. Weil a > 0, darf man durch o dividieren und man sieht, weil p/q = p — 1, dass
diese Ungleichung dquivalent ist zu

b 1 1 b \*
— <-4+ (=) .
ap/q - D q ap/q

Setzt man = = ba~?/9, dann reicht es, wenn wir fiir > 0 zeigen, dass

1 1
r<1——+4 -z (7.11)

q g
Betrachten wir f : RT — R mit ‘
1 1 3.5
flz)=-27——+1—u. 3

q q

2.5

Hier rechts steht ein Bild zu f bei verschiedenen
q. Es gilt f(1) =0 und f'(z) = 2971 — 1. Weil 2
fi(x) < 0 fir z € (0,1) und f'(z) > 0 fir 1.5

€ (1,00), hat f ein Minimum in 1 und es gilt

f(z) > f(1) = 0 fiir alle z € RT. 0'5&;

Dann ist (7.11]) bewiesen und auch das Lemma. ! z 3 ¢ |

Lemma 7.14 Sei a;,b; € R fiiri € {0,1,2,...,m} und p,q > 1 mit %—i—é = 1. Dann gilt

(&)

Beweis. Wir setzen A = (31" \ai|p)% und B= (3", |b¢|q)% und diirfen annehmen, dass
A # 0 und B # 0. Wenn nédmlich A = 0 oder B = 0, stiinde links und rechts zweimal 0.
Aus Lemma folgt

Jail [bil _ 1 (a1 (10" La” | 1[0
Bl <2 () 4= (B2d 4oL
A B “p\A g\ B ) p Av q B4

Summiert man fiir ¢ von 0 bis m, bekommt man

S

3" Jait] < (fjw)

1=0 1=0

Z |a:bil 121 0|az|p 1Z£0|bi|q :l‘l—l:l.
- p Ap q B p q

Multiplizieren mit AB liefert das Ergebnis. [ ]

Beweis von Satz |7 Seien {a;};.y und {b;},. Folgen von reellen Zahlen, sodass
Yoo lail” und Y07, ]bz|q beide konvergieren. Dann konvergiert wegen Lemma [7.14] m auch
Y oo laib;| und es gilt

LA

1 1
> Jaibi| < (Z !az’\p> (Z \bz’|q>
=0 =0 =0
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Sei f € LP(X) und g € £9(X) und £ > 0. Dann folgt |f]”,|g|? € £' (X) und es gibt
einfache Lebesgue-integrierbare Funktionen f, < |f” < f, und g, < |g|* < g, mit

/fudAg/\fyp d)\g/fod)\</fud)\+5und

X X X X
/gud)\g/|g|p d)\g/god)\</gud)\+€.
X X X X

flrglla <|fg| < flirglla.

Auflerdem gilt

Durch eventuelle Verfeinerung darf man annehmen, dass es abzdhlbar viele disjunkte
Lebesgue-messbare Mengen A; und ¢;, d; € [0, 00) gibt, sodass

fo = ZcilAi und Go = ZdllAz

1€N 1€EN

Setzen wir a; = (¢ A(A;))"? und b; = (d;\(A;))"?, dann gilt

/fod)\_zcz z :i‘ai’pv

€N
/god)\ > dA(A; Z|b|q und
€N i=0
FHrglia gn =" elPd N (A laibi| -
/. 2 -3

Es folgt
/|f9|d/\ < /ij/pgi/q d\ = Z |a;b;| < <Z |ai|p> (Z |bi|q>
i=0 i=0 i=0

:(/XdeAf(/Xg"dA);S(/lelp d/\+5);(/x|g|p ng)é

Weil wir € > 0 beliebig wéhlen kénnen, folgt das Ergebnis. ]
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Die Lebesgue-Riume

8.1 Der Lebesgue-Raum L7 (X)

Fiir eine Lebesgue-messbare Menge X C R™ und p € (1, 00) wird £P (X)) definiert als die
Menge aller £-A7-messbaren Funktionen f: X C R", fiir die gilt

/ FP dA < oo,
X

In dritten Punkt von Bemerkung [7.11.1| haben wir gezeigt, dass £ (X) mit der iiblichen
Addition und skalaren Multiplikation ein Vektorraum ist. Wir wollen noch zeigen, dass

1
[[[], definiert durch || f[| ;o x) = ([ IfIPdX\)? eine Seminorm ist. Die erste Bedingung ist
sofort erfiillt, denn fiir o € R und f € £P (X) gilt:

1

o Lo = ( [ lasr dA)” ~ o] ( [ dA)” T,

Die zweite Bedingung wird uns geliefert durch die Ungleichung von Minkowski.

Theorem 8.1 (Die Ungleichung von Minkowski) Sei f,g € L (X) mitp > 1, dann
qgilt

If+ g”LP(X) = ||f||£p(x) + ||9||£p(x) : (8.1)
Beweis. In Bemerkung|7.11.1|haben wir gezeigt, dass f, g € £P (X) impliziert, dass f+g €
L7 (X). Wir diirfen also annehmen, dass || f + gl| sy < 00. Wenn [|f + gl 2o () = 0, ist
nichts zu beweisen, denn die rechte Seite in (8.1)) ist nichtnegativ. Also nehmen wir an,
dass ||f+9||£p(X) € R*. Setzen wir ¢ = p%l, so gilt % + % = 1. Wir verwenden die
Holdersche Ungleichung:

I+ 0l = [ 17 +aP i< [ 1011 +op~ i [ lolls +op~t i
X X X

p z p z (p—1)q g
< ((/X\f! 0) 4 ([ ara) ></le+9\ »)
= (Il zny + 19l 2oy ) 1F + 9

Weil ||f + g|| crx) € R* gilt, kann man dividieren durch ||f + g HZ(I ) und es folgt die
Ungleichung in (§8.1)). [ |

79
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Beispiel 8.2 Die Funktion f : R" — R mit f(z) = (1+ HIHQ)_Q/2 ist genau dann in
LP (R™), falls ap > n.
Sei ¢ > 0. Wenn man r, = ke setzt und R™ radialsymmetrisch zerlegt durch

R" = U A mit A = {x € R, < ||z|| < rpsa},
keN

findet man fir a >0, weil r — (14 7"2)_0‘/2 fallend ist auf [0, 00), dass

< oo lF ()P A(A),
P\ = Pod
R / k:eZN/Ak 7 { > Dot I (rrg) [P A(Ag).

Wegen des Mittelwertsatzes gilt

(rrg1)” — (rg)"

=n(r,+ O )"
Th+1 — Tk (7 (©)

und
MAR) = 05 ()" = (1)) = 0o (e + O ()" (1 — 71)
wobei o, das Volumen der Einheitskugel in R"™ ist. Wenn man € | 0 nimmt, folgt

[e.o]

IfIP dX\ = / |f(P)P nor"tdr = nan/ (1+ r2)_ap/2 "
Rn 0 r

=0

Dieses Integral ist kleiner oo genau dann, wenn —ap +n —1 < —1.

Beispiel 8.3 Wenn man nicht am genauen Wert des Integrals interessiert ist, sondern
nur an ‘beschrinkt’ (< oo) oder ‘unbeschrinkt’ (= o), dann kann man oft auch eine
grébere einseitige Abschitzung zeigen. Zum Beispiel gilt fir f : R® — R mit f(z) =
(14 |z|)7, dass f € £L2(X). Wir kénnen |f|* abschitzen durch die einfache Funktion
9= (1+n) " 15,0050 und es folgt

/RB fI* dx < /Rs Y (1 +n) 15, 0)\Ba0) A
n=0

(1+7) " A (Bata(0) \ B, (0))

(]

n=0
=> (1+n) oz ((n+1)° —n)
n=0
> 3n2+3n+1 > 1
— 0 — <30 < 00
T, ey

Man muss nicht mit einfachen Funktionen abschditzen und kann auch spherische Koordi-
naten verwenden:

M
|f|* d\= lim f(x)?dzr = 305 lim (14 7) % r2dr
R3 M—00 J 2R3 und |z|<M M—o0 Jr—0
< 30s T [ (1) dr = 30y 1 L1 49 =8
< UBMI—I>noo ,,,:0( +T> r = Ungl)noo [—5< +7’) :|0 —3(73<OO.

Wenn o, das Volumen der Einheitskugel in R™ ist, dann ist no,, der (n—1)-dimensionale
Inhalt der Finheitssphdre in R™.
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Theorem 8.4 L7 (X) ist ein vollstdndiger Vektorraum beziiglich der ||-|| ;o -Seminorm.

Beweis. Sei {fi},cy C L7 (X) eine Cauchy-Folge beziiglich der |||z, y)-Seminorm. Wie
im Beweis der Vollstindigkeit von £! (X) nimmt man k,, derart, dass

I fr — féHLp(X) <27 fur k, 0 > k,,.

Dann ist g 1= ‘f [ k;m| L-Ar-messbar und weil man

¢
Z ‘fkm+1 - fkml
m=0

hat, gilt wegen Fatou, dass

¢
< Z kam+1 - fkaEP(X) <2
m=0

£r(X)

14

Z ‘fk’m+1 - fkml

m=0

< 2.

l
> m=0 L£P(X)

||9||cp(X) = < Zlg&

Lr(X)

Auflerdem konvergiert {Zﬁlzo ‘ Jrmir = Srm ‘} absolut A-fast-iiberall, sagen wir auf A,
¢eN

und ist auf die gleiche Menge A auch f, = fi,+lims o0 anzo ( Jrmsr — fkm) wohldefiniert.
Auf die Nullmenge X \ A setzt man f..(x) = 0. Mit Hilfe der majorierten Konvergenz
folgt

=0

lim [ foo = frmll2oixy = H,ﬂ%o (foo = i) ‘cp(X)

und schlussendlich

1 [ fe — Fallespry < Jim (e = finllewey + i — Fllesiny) = 0.

8.2 Der Lebesgue-Raum £> (X)

Definition 8.5 Sei f : X C R" — R eine L-Ar-messbare Funktion. Man definiert fiir
L-messbare A C X das \-wesentliche Sup'remunﬂ auf A durch

esssupy f=inf{t e R; N({z € A; f(z) > t}) =0}.
Ahnlich kann man auch das A-wesentliche Infimum auf A definieren.

Bemerkung 8.5.1 Fiir das A-wesentliche Supremum gilt:

ess-supy f = inf (Sup f)
Aé\]’\%i‘o A\N

Es folgt, dass ess-sup, f <supy, f.
Definition 8.6 Man definiert ||| coo(x fiir L-Ag-messbare Funktionen f: X C R" — R
wie folgt

HfHLOO(X) = ess-supy |f].

Man sagt f € L (X), wenn || f| zoo(x) < 00

L Auf Englisch: essential supremum.
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sup

€ss—sup

8SS—iNf F-=—=—=—— === m - A NI
T —— -

Abbildung 8.1: Das Supremum und das wesentliche Supremum kénnen verschieden sein.

Beispiel 8.7 Fiir die Funktionen f,g: R — R mit
! falls 2 € Q\ {0}, ™! falls x # 0,
flx) = und  g(x) =
0 falls x € R\ Q oder z =0, 0 falls x =0,
gilt
ess-supg f =0  und  ess-supg g = 00.
Lemma 8.8 Fiir f € L1 (X) und g € L> (X)) gilt
19l erxy < M lleriy 9l oo ) - (8.2)
Fir f,g € L>®(X) gilt
1f =+ gll ooy < MWl 2oy + 1191 oo () - (8.3)

Beweis. Sei ¢ > 0 und M, = ess-supy |g| + €. Setze By, = {z € X;|g(x)| > M,.}.
Dann gilt A (B) = 0 und

ol = [ Ifslar= [ ifglax
X X\Bg,e
<My [ 1A= o) (Il e+ €)
X\Byg,e

Weil diese Ungleichung fiir alle € > 0 gilt, folgt (8.2)).
Bei der zweiten Ungleichung soll man bemerken, dass fir € X \ (By. U By.) gilt,
dass

[f(2) + g(@)] < [f(@)] + [g(2)] < Mye+ Mge = || fll oo x) + 9l oo ) + 26
Weil A (By. U B,.) < A(By:) + A(By:) =0 hat man
1+ 9ll g xry S Nl ooy + 19l 2o (x0) + 22
Weil diese Ungleichung fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt (8.3]). ]

Die Ungleichung in (8.3) zeigt die zweite Bedingung einer Seminorm. Die erste ist
sofort erfiillt und man bekommt:
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Lemma 8.9 ||| s« (x, ist eine Seminorm auf L (X).

Auch hier kann man den Vektorraum L (X) = £ (X) / ~ definieren. Definiert man
die Norm ||| o (x) wie folgt:

£l oo (x) = 1 f 1 goo(xy fiir f € £5°(X) einen Vertreter von f € L™ (X),

dann ist (LOO (X)), [ Loo(X)> nicht nur ein normierter Vektorraum, sondern sogar ein

Banachraum.

8.3 Der Lebesgue-Raum £*(X)

Wir wiederholen die Eigenschaften eines inneren Produktes.
Sei (V,+,R,.) ein Vektorraum und (-,-) : V x V — R derart, dass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

1. (v,w) = (w,v) fiir alle v,w € V;
2. (av,w) = a(v,w) und (u + v, w) = (u,w) + (v, w) fir alle u,v,w € V und a € R;
3. (v,v) >0 fur alle v € V und (v,v) = 0 genau dann, wenn v = 0.

Aus 1 und 2 folgt, dass (-, -) bilineaif] ist.
Wenn (-, ) : V' x V — R ein inneres Produkt ist, dann ist ||-|| : V' — R, definiert durch

[o]] = v/ (v, v), (8.4)

eine Norm.

Definition 8.10 Wenn der Vektorraum (V,+,R,.) ein inneres Produkt (-,-) hat und
vollstindig st beziiglich der vom inneren Produkt definierten Norm, nennt man den Vek-
torraum ein Hilbertraum.

Lemma 8.11 Fiir (£?(X),+,R,.) erfillt (-,-), definiert durch

(u,v) = /Xuv dA (8.5)

die ersten beiden Bedingungen eines inneren Produktes. Auflerdem gilt (v,v) > 0 fiir alle
velV.

Bemerkung 8.11.1 Weil (L? (X),+,R,.) vollstindig ist beziiglich [/l p2(x) und man
durch ein zugehorendes inneres Produkt hat, und die letzte Figenschaft nun auch
erfillt ist, ist (L? (X),+,R,.) ein Hilbertraum.

Beweis. Die Bedingungen fiir ein inneres Produkt folgen aus den FEigenschaften des
Lebesgue-Integrals. [ ]

2Das Funktional F' : U x V — W heifit bilinear, wenn u +— F (u,v) linear ist fiir alle v € V und
v+ F (u,v) linear ist fiir alle u € U.
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8.4 Stetige lineare Abbildungen
Definition 8.12 Seien (V,||-||,,) und (W, ||||,,) normierte Vektorrdume. Man schreibt
LVl s WD) )
fiir die Menge aller stetigen linearen Abbildungen T : (V. ||-|l,,) = (W, ||-|ly)-
Wir wiederholen nochmals, dass eine Abbildung T linear ist, wenn
T (af + Bg) = T (f) + BT (g) fiir alle a,3 € Rund f,g €V

und dass T’ stetig ist, wenn

Ve> 030> 0:[If —glly <0 = [T() ~T(@)ly <.
Diese letzte Bedingung kann man fiir lineare Abbildungen 7" vereinfachen:

Lemma 8.13 Seien (V,+,R, ., ||[|,,) und (W, +,R, ., ||-||;) 2wei normierte Vektorrdume
und sei T : V. — W eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. T ist stetig in O;
2. T ist stetig auf V;

3. T ist beschrinkt als lineares Funktionall:
es gibt My € [0,00) mit ||T(v)|ly, < My ||vlly, fir allev e V;

lolly

4. sup { @l . oy 7 \ {0}} < 00;
5. sup {[|T ()l ; lvlly, = 1} < oc.

Beweis. (1. = 2.) Fiir € > 0 sei § > 0 derart, dass aus der Ungleichung |lv — 0|, < ¢
folgt, dass ||T'(v) — T'(0)||y < €. Dann gilt fiir ||v; — v2|;, < 6, dass

|T(v1) = T(v2) |y = IT(v1 — v2)llyy <.

(2. = 3.) Es gibt ¢ > 0 derart, dass fiir |v]|,, < gilt |T(v)|l,y < 1. Setze My ="
und es folgt fiir [jv]], # 0

1Ty = Hé ol T

v
T(——
HUHV

5>H — 5 olly

w

o <l
W
Fiir ||v||,, = 0 gilt T'(v) = 0 und die Ungleichung ist auch erfiillt.
(3. = 4.) Weil |T(0)]ly < Mz ||v], gilt, folgt sup { Il ) € v\ {0}} < My.
(4. = 5.) Das Ergebnis folgt aus

=l Gl

3Man nennt eine Funktion f : V — R beschriinkt, wenn es M € R gibt mit |f (v)| < M fiir alle
veV.

Man nennt ein lineares Funktional f : V' — R beschrénkt, mit (V,||-||;,) einem Vektorraum, wenn es
M e R* gibt mit |f (v)| < M |jv]y, fiir alle v € V.




8.4 Stetige lineare Abbildungen 85

(5.=1.) Setze M = sup{||T'(v)|lyy; llv|l,, = 1}. Man sieht fast sofort, dass man fiir
e > 0 die folgende 6 nehmen kann:

€
0= .
M+1
Denn fiir ||v,, < 6 (und [jv]|,, # 0) gilt
v
1T )l = llvlly (| TG < llvlly M < M <e.
VT Ml Ml v M +1
Der Kreis ist geschlossen. ]

Lemma [8.13|sagt aus, dass ,,stetig und linear“ das Gleiche ist wie ,,beschrankt linear*.
Die kleinste obere Schranke My, fiir die gilt, dass

1T ()|l < My ||vl|y, fir allev eV, (8.6)
kann man als Norm fiir 7" verwenden.

Lemma 8.14 Seien (V, ||-||\,) und (W, ||||y,) zwei normierte Vektorrdume. Dann wird

(2 (V)5 OV ) ) I )

17| = sup { 7@, ¢ V\{O}} (8.7)

[v]ly
ein normierter Vektorraum.

Beweis. Fiir jedes ' € L ((V,[|-[ly,) ; (W, [|-[lyy)) gibt es ein Mz € R derart, dass
erfiillt ist. Dann ist das Supremum in (8.7)) wohldefiniert. Man zeigt sofort, dass ||-|| die
Eigenschaften einer Norm erfiillt:

L e = sup { 1500 € v\ {0} } = sup { AT 0 € v {0} } = |l 17

2. Aus der Dreiecksungleichung fiir |||/, und einer Eigenschaft des Supremums folgt:

73+ 7] = sup { IRy e v oy

< s {SBOLHT Wl ¢y )

[vlly

Ssup{u Tl EV\{O}} {M EV\{O}}

vl o]l
= |71 + || T2 -

3. Und ||T|| = 0 impliziert, dass ||T"(v)||,, = 0 fiir alle v und dann auch, dass Tv = 0
fiir alle v. Das heifit, T ist das 0-Funktional. -

Beispiel 8.15 Sei K C R™ kompakt mit 0 € K. Fir (C(K),|-||.,) mit
[flloe = sup {[f (2)[ ;2 € K},
ist das Funktional T : C(K) — R, definiert durch
Tf=f(0),

eine stetige lineare Abbildung:
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o linear: T (af + B9) = (f + B9) (0) = af (0) + B9 (0) = aT\(f) + BT(g).
o stetig: [T (f)| = |/(0)] < |If]l..

Beispiel 8.16 Obwohl (L'(R), ||-||£1(R)) kein normierter Vektorraum ist, denn ||| 21 g

ist ja nur eine Seminorm auf dem Vektorraum L'(R), kann man schauen, ob T : L}(R) —
R, definiert durch

Tf = f(0),

beschrinkt ist beziiglich der Seminorm. Das ist nicht der Fall. Man betrachte f € L'(R)
und g = f + 1op. Dann gilt [T'(f) = T(g)| = 1 und ||f — gll 1) = 0.

Ein Funktional wie T kann man nicht auf L' (R) verniinftig definieren. Die Funktionen
f und g vertreten das gleiche Element in L' (R) und Tf # Tyg.

Beispiel 8.17 Das Funktional T : L'(R) — R, definiert durch

Tf—/f 10,1 dA,
R

ist auch auf L' (R) zu definieren, denn wenn f = g \-f.1i. gilt, folgt Tf = Tg. Nennen
wir T das zugehérige Funktional auf L' (R), dann gilt

T (£)] =

/f Lpo,1] d)\‘ < / |/ Loy| dX :/ FLdX <Nl oy = 1l ey 5
R R [0,1]

und wir sehen, dass T beschrinkt und deshalb auch stetig ist.

Beispiel 8.18 Betrachten wir die stetigen Funktionen auf [0, 1] mit [|-[| ;11 als Norm.
<C’ [0,1], H'Hﬁl([o,l])> ist ein normierter Vektorraum. Weil C'[0,1] € £}([0,1]) gilt, reicht

es wenn wir zeigen konnen, dass Hchl([o,l]) = 0 impliziert f = 0. Fiir stetige Funktionen
qilt dies.
Bei dieser Norm ist die Abbildung T : C'[0,1] — R definiert durch

Tf=r0)

immer noch linear, aber keine stetige Abbildung.

8.5 Der Darstellungssatz von Riesz

Fiir einen normierten Vektorraum (V) ||-||;,) definiert man den Dualraum V' als die Menge
aller stetigen linearen Abbildungen 7" : V — R, oder anders gesagt:

Vi=L(Vlly) s (R - (8.8)
Korollar 8.19 Sei (V,||-||\,) ein normierter Vektorraum. Dann ist ||-||,,,, definiert durch
1Ty = sup {|T(v)]; [[vlly, = 1} (8.9)

eine Norm auf V.

Beweis. Dieses Ergebnis folgt wegen (8.8]) aus den letzten Lemmas. |
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Theorem 8.20 (Der Darstellungssatz von Frigyes Riesz) Seip € [1,00) und X C
R™ Lebesque-messbar. Sei q definiert durch % + % =1 falls p € (1,00) und setze ¢ = oo
falls p=1. Dann gilt folgendes:

1. Fir jede g € LY(X) gehort T, : LP(X) — R, definiert durch

Tg(f)z/ng dA (8.10)

2u (LP(X)).

2. Fiir jede T € (LP(X))" gibt es g € LX) mit T(f) = [, gf d\.
Beweis. Die erste Aussage ist ein direktes Korollar der Holder-Ungleichung und Lemma
8.13l Einen Beweis der zweiten Aussage wird es moglicherweise bei der Funktionalanalysis
geben. Man kann sich auch den Paragraphen 36 von ,, Functional Analysis* durch Frigyes

Riesz und Béla Sz.-Nagy anschauen. Fiir den Beweis im Fall p = 1 sollte man auf Steinhaus
verweisen. [

Dieser Satz besagt, dass fiir p € [1,00) und ¢ wie oben gilt

(N Ml ) = (B9 o))
Das Symbol ~ bezeichnet ‘ist isomorph zu’. Isomorph fiir normierte Vektorrdume be-
deutet, dass es eine bijektive Abbildung gibt, die die Vektorraumstruktur erhélt und die

Normen vergleichen lésst.

e Die bijektive Abbildung ist hier g — T, : LY(X) — (LP(X))" mit T, definiert in
(810).

e Die Vektorraumstruktur bleibt erhalten, weil

Tofipg =Ty + BT, fiir alle f,g € LY(X) und o, f € R.

e Die Normen lassen sich vergleichen, weil es ¢, co € Rt gibt derart, dass
1 [ fllzaxy < HTfH(LP(X))’ < e [|fl po(xy fiir alle f € LY(X).
Man findet sogar folgendes:
Lemma 8.21 Fiir alle g € LY(X) gilt
||Tg||(Lp(X))’ = ||g||Lq(X) (8.11)
Bemerkung 8.21.1 Wenn fir eine Isomorphie Z : (V,|-|l,,) = (W, ||-|ly/) gilt, dass

IZCHllw = 1 £l

dann nennt man L eine tsometrische Isomorphie.
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Beweis. Fiir p € (1,00) zeigt man < in (8.11)) wie folgt:

1T oy = 500 { 1Ty (@) 5 1ol oy = 1

zsup{‘/ gudA| s [[v]l ox) = 1}
X
< sup {/X lgv| dX; ||U||Lp(x) = 1}

< 50 {llgl oy 190l oy s 1oy = 1} = 9oy

Um > in (8.11)) zu zeigen, betrachtet man

|q/p

= |g|"" sign(g).

Es gilt v, € LP(X) und
Vgl oy = 9120,

Angenommen ||g{[q(y) # 0, so betrachtet man

Ug

Vg = 7.
! ||Ug||Lp(X)

Man findet ||17g||Lp(X) = 1 und es folgt, weil 1 + ¢/p = ¢ und ¢ — q/p = 1, dass

1Tl gy = 500 { Ty () 5 1ol oy = 1}

> |T, vg\—’/ gvgd)\’ /gvgd)\’
X

Tooll o .

1
= | [ bl sty >dA\ o [ 1ol lol""
YgllLr(x g ||Lq(X)
a gy _ q _
- Hq/p / " = Hq/p 191, = 90l o
Im Fall g = 0 folgt das Ergebnis sofort.
Man soll sich iiberlegen, was sich éndert falls p = 1 und g = oo. [

Haben Sie iibrigens bemerkt, dass wir im Beweis des letzten Lemmas mit Lebesgue-
Klassen gerechnet haben als wéren es Funktionen?
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Berechnen der Integrale

9.1 Einleitung

Um ein Integral explizit berechnen zu koénnen, greift man fast immer auf ein Ergebnis
zuriick: den Hauptsatz der Integralrechnung. Er stellt die Verbindung her zwischen Inte-
gration und Stammfunktion. Wenn F’ = f auf [a,b] C R, dann gilt

b
/ f(s)ds = F(b) — F(a).

Beim Riemann-Integral haben wir schon gesehen, dass sich ein n-dimensionales Inte-
gral umformen lésst zu einem n-fachen eindimensionalen Integral:

by 2%
/ f(m)dx:/ / flzy, ... xn)dxy, .. dry.
la1,b1]X X [an,bn] a1 an

Fiir diese eindimensionalen Integrale kann es moglich sein, den oben genannten Satz zu
verwenden und so einen expliziten Wert zu bekommen. Es sollte einem aber bewusst
sein, dass nur die wenigsten Integrale explizit zu 16sen sind. Das bedeutet, dass man sich
meistens beschrankt auf einen Beweis der Beschrinktheit und vielleicht sogar versucht,
eine Abschétzung fiir die Gréfle zu finden.

Manchmal ist es hilfreich die Symmetrie des Gebietes zu benutzen und Pol- oder
Kugelkoordinaten zu verwenden. In diesem Fall braucht man auch noch einen Transfor-
mationssatz.

Die drei Hauptbestandteile fiir das Berechnen eines Integrals kann man wie folgt zu-
sammenfassen:

e Der Hauptsatz der (eindimensionalen) Integralrechnung.

e Der Satz von Fubini-Tonelli, um mehrdimensionale Integrale auf mehrfache eindi-
mensionale Integrale zuriickzufiihren.

e Der Transformationssatz, um Integrationsgebiet und Funktion besser passend um-
zuformen.

Beispiel 9.1 Sei f, : R" — R definiert durch f(z) = (1+ ||a:||2)_a. Wir wollen uns die
folgende Frage anschauen:

Fiir welche a € Rt gilt f € LP(R™)?

89
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Indem man f approximiert mit kreisformig definierten einfachen Funktionen,

(L4 Ellzl /e + 1)) " < fl@) < (1L + el /e)*)
kann man sich davon tiberzeugen, dass die Frage umformuliert werden kann zu:
Wann ist [ (1+72) """ r""dr endlich?

Ubrigens ist -] wiederum die Ganzzahlfunktion und der Faktor r™~' taucht auf durch die
Skalierung:

Vol (B,+-(0) \ B,(0)) = o, ((r +&)" — 1) = oper™ 1 (1 4+ O (€)).
Statt dieses Integral genau zu berechnen, verwenden wir eine der Abschdtzungen
2fpa7,72pa+n71 S (1 4 TZ)_pa T,nfl S 7,72pa+n71 f’LLT’ r Z 1.

Weil [ (14 r2) """ r"~Ydr endlich ist genaw dann, wenn [~ (1+7%)"""r"~tdr endlich
ist, bleibt noch herauszufinden, wann

o0
/ T—Zpa+n—1dr
1

endlich ist. Hier ldsst sich jetzt der Hauptsatz verwenden:

/M apatnr g, _ [ o (M7 = 1) falls n o 2pa,
1 log (M) falls n = 2pa.

Man sieht, dass man fiir M — oo nur einen endlichen Wert bekommt, wenn 2pa > n.
Die Antwort auf die Frage lautet also: fir a > 2%.

Ubrigens war Cavalier einer der Ersten, der Volumen berechnete, indem er die Flachen-
inhalte von infinitesimal diinnen Scheiben addierte. Diese Prozedur ist bekannt als das
Cavalierische Prinzip.

9.2 Fubini und Tonelli

Wir haben bei der Riemann-Integration die technischen Schwierigkeiten gesehen, die
man bekommt, wenn man den Satz von Fubini-Tonelli anwenden méchte auf ein nicht
rechteckiges Gebiet. Beim Lebesgue-Integral von f : X C R* — R auf einer Lebesgue-
messbaren Menge X kann man ohne weiteres f auf R™\ X erweitern durch 0. Man braucht
sich keine Sorgen zu machen, ob eine mogliche Unstetigkeit am Rande Probleme macht,
denn das Lebesgue-Integral braucht keine Stetigkeit. Wir kénnen uns also beschranken
auf eine Formulierung der Sétze von Fubini und Tonelli auf ganz R™.

!Bonaventura Francesco Cavalieri, italienischer Mathematiker, lebte von 1598 bis 1647.
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Abbildung 9.1: Der Ansatz von Cavalieri: mit Scheiben zum Volumen.

Theorem 9.2 (Tonelli) Fir eine £(n+m)—.AT-messbarﬁ Funktion f : R™™™ — [0, o]
gilt:

1.z f(x,y) : R® = [0,00] ist Liny-Ar-messbar fiir A -fast alle y € R™ und
y = flx,y) : R™ = [0,00] ist Liy)-Ar-messbar fir \q-fast alle v € R™;

2oy fweR” f(x,y) dAgy : R™ — [0, 00] ist Lm)-Ar-messbar und
T [oepn F(@,y) dAgny : R® — [0, 00] dst Ln)-Ag-messbar;

/ F(@,y) A =
(z,y)ERN+T™

=/ < f(z,y) d/\(n>> dA(m) :/ (/ f(x,y) dA<m)> A (n)-
yeR™ TzeR™ r€R™ yeR™

Theorem 9.3 (Fubini) Fir eine L, m)-integrierbare Funktion f : R™™™ — R gilt:

3. und

1.z f(x,y) : R" = R ist Liyy-integrierbar fir \i,-fast alle y € R™ und
y= f(z,y) : R™ = R ist Liy)-integrierbar fir Ap)-fast alle x € R";

2.y fxeRn f(z,y) dh, : R™ — R ist L (m)-integrierbar und
z = fyeR'ﬂ f(z,y) dhy : R — R st L (n)-integrierbar;

/ f(x,y) d)‘(n—l—m) =
(z,y)ERnTm

= / < f(z,y) d/\(n)> Aoy = / ( / f(z,y) d)\<m)> dA(n)-
yeR™ zER™ z€eR™ yeR™

3. und

2Der Index in L1y und A ist angebracht, um deutlich zu machen, dass es Lebesgue-Messbarkeit und
Lebesgue-Ma8 in R betrifft.
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Abbildung 9.2: Bonaventura Cavalieri (£1598-1647), Leonida Tonelli (1885-1946), Guido Fubini
(1879-1943). Fubini musste 1938 wegen seiner jiidischen Wurzeln die Professur in Torino aufge-
ben. Tonelli hat mit dem damaligen faschistischen Regime mitgewirkt. Siche: M. Emmer (Ed.),
Mathematics and Culture 1, Springer 2004.

Ein erster Schritt zum Beweis von Tonelli als auch von Fubini ist das folgende Theorem:
Theorem 9.4 Fiir jede Menge A € L(n1m) gilt:

1. Ay i ={y e R™; (x,y) € A} € L) fiir A\n)-fast alle x € R";
2. = Am) (Az) ist L)-Ar-messbar;

3. Amin) (A) = Jgu Am) (Az) dAgn).

Bemerkung 9.4.1 Dieses Theorem ist eine Erweiterung des Cavalierischen Prinzips.
Das Integral in der dritten Zeile ist in [0, 00] definiert.

Fiir einen Beweis dieses Ergebnisses verwendet man, dass (]Rk, L, )\) die Vervollstan-
digung von (Rk,AT, /\|AT) ist, und dass die Blocke (aq,b;) X -+ X (a, by) eine Basis fiir
die Standardtopologie T bilden.

Der zweite Schritt besteht aus der Anwendung des letzten Theorems auf elementare
Funktionen, um so das Ergebnis von Fubini und Tonelli fiir elementare Funktionen zu
bekommen.

Der letzte Schritt verwendet die Limessitze (Fatou und Folgen) um zu zeigen, dass
man auch allgemeinere Funktionen zulassen kann.

9.3 Transformationen

Beim Riemann-Integral hat man schon, sowohl Polar- und Zylinderkoordinaten als auch
allgemeine Koordinatensysteme verwendet, um bestimmte Integrale explizit berechnen zu
kénnen. Einzelne Stellen, an denen die auftauchenden Transformationfaktoren singulér
werden, hat man lokal mit einem Limesverfahren bewéltigen konnen. Wir werden sehen,
dass sich auch da das Lebesgue-Integral grofiziigiger verhélt. Wir werden die Beweise nur
in groben Ziigen erkldren.

Die ersten Schritte sind &hnlich wie beim Riemann-Integral:
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Schritt 1. Sei A : R™ — R" eine invertierbare lineare Abbildung und R = [a, by] X
- X [ap, by]. Dann gilt
Vol (A (R)) = |det A| Vol (R) . (9.1)

In zwei Dimensionen gilt fiir den Flécheninhalt Ip des Parallelogramms P mit den
Ecken (0,0), (a1, a2), (a1 + by, as + be) und (by, bs):

aq bl
det ( a4y by )‘ :
In drei Dimensionen gilt fiir das Volumen Vp des Parallelepipeds, aufgespannt durch
die Vektoren a, b und ¢ mit

Ip =

aq by (&1
a=1 ay |, b= ba und = | ¢ |,
as b3 C3
dass
a b o
Vp = |det a9 b2 Co
az bz c3

Abbildung 9.3: Das Volumen vom Parallelepiped kann man mit einer Determinante berechnen.

Schritt 2. Sei A : R — R" eine invertierbare lineare Abbildung und 2 € £ (R™).
Dann gilt A(Q) € £ (R") und falls A\(Q2) < oo gilt

AMA(Q)) = |det A| A(Q).

Schritt 3. Als nédchstes ersetzen wir invertierbare lineare Abbildungen durch Diffeo-
morphismen. Wir erinnern uns an die Definition:

Definition 9.5 Seien X,Y C R" offen. Eine bijektive Abbildung ® : X — Y mit ® und
o Cr-Abbildungen (differenzierbar mit stetiger Ableitung), nennt man ein Diffeomor-
phismus von X aufY .
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0.8

0.4

0.2 04 06 08 10

Abbildung 9.4: Darstellung eines Diffeomorphismus von (0,1)% zu (0, 1)2.

Fiir einen solchen Diffeomorphismus folgt aus & (® (z)) = z und der Kettenregel,

dass
(@) (@ (2))) @ (2) = 1.

Es folgt, dass die n x n-Matrix

0®i(x) . 0%Pi(z)
ox1 Oxp
o' (z) = : L
o0z T Oxn
invertierbar ist und dass
9®1(z) . 9Pi(x) \ !
‘ , Ox1 Oxn
0Pn(x) . 0Pn(z)
Oz Oxn =" (y)

AuBerdem finden wir fiir y = ® (), dass

det (@) ()} = det (@ (2))™") = m.

Lemma 9.6 Sei X, Y C R"” und sei ® : X — Y ein Diffeomorphismus, dann gilt fiir
jedes R = [a1,by] X -+ X [an, b,] mit R C X, dass

M@ (R)) = /R det (/)] dA. 9.2)

Um dieses Lemma zu beweisen, verwendet man, dass lokal eine differenzierbare Ab-
bildung fast eine lineare Abbildung ist. Das heifit, wenn wir R in jeder Richtung im m in
endlich viele kleine, aber gleich grofie Teilblécke verteilen, also wir setzen

bi — a; .
Az, = und a,,; = a; + o Ax; mit
m
a=(ay,...,a) und o; €{0,1,2,... ,m— 1},

so fiillt man R in Lemma mit

Roz = [aa,b Qa1 + Axl] X X [aa,rw Qo + Aa:n] .
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Es gilt A (R) = m"A (R,) und A (R,) = Ax1Axs ... Axy,.
(

Der Inhalt A (¢ (R
durch |det (®' (aq))| A

o)) eines dieser transformierte Teilblocke ® (R, ) wird approximiert
(Ra). Mit dem Satz von Taylor gilt fiir v € R" und h € R, dassﬂ

P (aq +hv) =P (ay) +h @ (ay) - v+ho(l). (9.3)
Man kann mit und zeigen, dass
AP (Ra)) /A (R) = |det (9 (aa) )|+ 0(1)

und 0 (1) — 0 fiir m — co. Hier liest man das Landau-Symbol mit - | 0.

P(aq) + @’(aa)( AOIZ )

0
%t {4 )

(g, (o + ( A(fl ) d(ay)

Abbildung 9.5: Links R, mit einigen seiner Ecken. Rechts in rot ® (Ry) und in blau das Paral-
lelepiped @ (aq) + ' (aq) (Ra — aq).

Summiert man, so folgt mit I,, = {O 1,2,...,m— 1}, dass
= ) A@
ae Im
- ¥ <|det (@ (a0))| A (Ra) + Az1 D25 ... Ay 0 (1))
ae(lm)"

= D [det (¥ (an))| A (Ra) | +0(1).

OéE(Im)n
Das heif}t, fiir jedes € > 0 kann man m geniigend grofl wéhlen, sodass folgt:
D [det ((an))|A(Ra) —e S A(@(R) < Y |det (¥'(aa))| A(Ra) + .
a€(Im)" a€(lm)"

Aus der Stetigkeit von = +— |det (®'(x))| folgt dann, dass fir max;<;<, |Ax;| geniigend
klein gilt

Z / [det (@' (za))| A <Y / |det (@ |d)\+€—/R|det(<I>’(~))|d)\+g

a€(Im)

3Hier ist o das kleine Ordnungssymbol von Landau:

=0.

f(h) = o (h¥) fﬁth,O(z)lgg)lfifg)
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und

3 / (det (@ ()] dA >

ae(lm)n

> |det (®'(-))]d\ —e = [ |det (®'(-))] d\ — e.
= h

(1S I’m

Weil man € > 0 beliebig klein nehmen kann, folgt (9.2)).

Schritt 4.
Lemma 9.7 Sei X|Y und ® wie oben beschrieben, dann gilt fir jedes Q € L (R™) mit
QC X, dass
M@ (Q) = / (det (/)] dA. (9.4)
Q

Man kann 2 mit abzéhlbar vielen Blocken iiberdecken. Fiir endlich viele verwendet
man das letzte Lemma. Fiir den Limes verwendet man den Satz fiir majorisierte Konver-
genz,

det (®')] dA

dm A (o (U2, 7)) = i ST A @) = i [ 3 10

= /X Tim 3" A, [det (@) dA = lim [ 1 det ()] ax

m—00

Es folgt

A\ (@ (UO:O Ri>> — /U . Idet (@')] dA

und wenn J;° R; die Menge € approximiert, folgt (9.4).

Schritt 5. Sei jetzt f: Y — [0,00) eine einfache Funktion. Wenn f = >~ ¢;1a4,
kann man sofort das Ergebnis aus dem letzten Schritt anwenden. Wenn man m nach
unendlich gehen lésst, folgt mit Hilfe monotoner Konvergenz, denn es gilt ¢; > 0 fiir alle
1, dass

fd)\:/ lim cila, d\ = lim/ cila, d\
/Y Ym%oo; m—00 Y;
:W{i_r)réchi/YlAi d)\:TrlLi_rgOZci/X1¢—1(Ai) |det, ()| dA
1=0 i=0
:/ lim ZCZ‘]_q)fl(Ai) |det(<1>’)|d)\:/ (f o @) |det (D')] dA.
x Moo o X

Bemerke, dass fiir f =, cila, mit A; disjunkt gilt fo® =", cilo-1(a,).
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Schritt 6. Schlussendlich soll man zeigen, dass das folgende Diagramm stimmt fiir
eine Folge von elementaren Funktionen {fi}, .y, die nach f konvergieren:

/de)\<—/yfk d)\z/X(fko<I>)|det(<I>’)|d)\—>/X(fo<I>)|det(<I>’)|d>\.

Die Konvergenz der linken Seite hatten wir, aber rechts so eigentlich noch nicht.

Theorem 9.8 (Transformationssatz) Seien X,Y C R" offen und sei ® € C* (X;Y)
bijektiv mit @™ € C' (Y; X). Wenn f € L(Y), dann gilt

/f dA\ :/ fo®)|det d| dA. (9.5)
Y

a

Bemerkung 9.8.1 Die Annahme ® € C! (X;Y) liefert, dass fiir die Jacobi-Deter-
minante gilt |det ®'| € C° (X). Fir beschrinkte Gebiete X folgt so fo® € L(X). In
dem Fall folgt aus f integrierbar aufY, dass (f o ®)|det ®'| integrierbar ist auf X.

Man kann sogar einige Stellen zulassen, an denen ® lokal nicht bijektiv ist.

Theorem 9.9 (Erweiterter Transformationssatz) Seien X,Y C R™ und sei & :
X — Y eine C'-Abbildung. Falls Q@ C X offen ist, und derart, dass @1 : Q — & (Q)
ein Diffeomorphismus ist, dann gilt fir jede L-Ap-messbare Funktion f : Q — [0,00) ,

dass
/ fd)\:/(fo@)|det<l>'] d\.
(Q) 0

Bemerkung 9.9.1 Fiir L-integrierbare Funktionen gilt dies auch, wenn sie das Vorzei-
chen wechseln.

9.4 Kugeln und Zylinder
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Definition 9.10 Kugelkoordinaten in R" kann man beschreiben durch (r, D1, Doy - -« gpnfl)
mit

1 r 7sin g SIn Yy SiN g . ... sin p,,_;
T2 V1 T COS P SIN Py SIN Py ... siny,_;
T3 o 7COSPSiNPg. ... sinp,,_,
— & . _ .
Tn—2 Pn—3 T COS P, _3SINY, 5sinp,
Ln—1 Pn—2 7 COS P, o8N Y, 4
Tn Prn—1 rCos @, 1

mit r € [07 OO), ¥1 € [07 27T) und P25 Pn_1 € [07 7T]7
oder auch durch
=7 w

mit r € [0,00) und w € OB1(0) = {w € R"; [w| =1} =: S*~L.
Bemerkung 9.10.1 Man findet die Jacobi-Determinante
r
det | @’ (’0:1 ="' Py (01s -y 0n1)
Pn-1
und schreibt oft
r"Ydrdw sttt r"'P, (gol, cee cpnfl) drdp, ...dp, 4

im Integral. Man kann zeigen, dass

Py (@1, pny) = (singy)?(sinp,) (singg)® . .. (sing,_;)" 2

Die Umkehrabbildung bei ® kann man fiir » > 0, ¢, € [0,27) und ¢; € (0,7) wenn
1 > 2, aus den folgenden Gleichungen konstruieren:

2 2 2
r=x+---+,,
Z3 . T
COS ) = —es und siny; = —
VX1 + T3 ri + x5
T3
ot Py = — =,
\ T1 + x5
Tq
cot g =

NG —|—x§’

t n

cotp, 1 = .
a2,

Fiir die Randfélle, r = 0 oder ¢, € {0, 7} fiir irgendein i > 2, ist ® nicht injektiv, also
nicht invertierbar.

Verallgemeinerte Zylinderkoordinaten bekommt man, indem man Kugelkoordina-
ten nur auf einem Teil anwendet. Man schreibt R” = R™ x R"™™ und nimmt Kugelkoor-
dinaten fiir R™: (7", Olye ooy Pme1s Tmtls - - ,xn).
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n/2
Lemma 9.11 Das Volumen der Einheitskugel in R" ist gleich L
I'(1+n/2)
n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
/2 4 1.2 8 2 1.3 16 3 1 _4 32_4 1 _5 _64 _5
T(1+n/2) * To3Tm 9T T T 105 4™ 93T 1207 103957

Bemerkung 9.11.1 Die Gammafunktion I' : R™ — R ist definiert durch

['(z)= / t" e tdt.
0
Man hat:
o I'(z+1)=2al(x) firxz>0;
e '(1)=1undI (3) =7,
o Aus den ersten beiden Punkten folgt T' (n+ 1) = nl.

Man beweist den ersten Punkt wie folgt:

o0 M
I'z+1)= / t" et dt = lim ([—t“ e_t}éw +/ e dt>
0 0

M—o0

:x/ t“ et dt =2 T (x) fiirx > 0.
0

Weiter gilt
ra)= / etdt=1 und I ()= / Y2 et dt = 2/ e dr = /7.
0 0 0

Beweis von Lemma Wir setzen o, = Vol {x € R";|z| < 1} und verwenden die
vollstandige Induktion getrennt fiir gerade und ungerade Indizes. Man kennt o1 = 2 und
o9 = m. Weiter gilt

op = /meR" 1 dx = /ZE]RQ/ JERN 2 1 dy dz
|lz|<1 l2I<1 7 |y 1< /1—]2)

n—2
= [ e (=) T

|z|<1
1 2w n_y
= O'ng/ / (1 — 7’2) 2 rdedr
r=0J0
1 w2t 2
= 271'0'71,2 |:—— (1 — 7”2) /2:| = —ﬂ-O'n,g.
n o N
Es folgt
(2m)" ! " "
g = g = ————
T ok(2k—2)...4 7 kK T(1+k)
(2m)* ) Ll

TR T Rk ) k- 1)...3" T T(+k) T(E+k)

. . n/2
Die beiden Formeln kann man zusammenfassen zu o, = m [
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Lemma 9.12 Das (n — 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphdire in R"™ (oder Hyper-
Flicheninhalt der Oberfidche der Einheitskugel in R™) ist gleich F"“—n/Q

(1+n/2)"
Beweis. Setze o, = ﬁ Den Flacheninhalt der Sphéire mit Radius r kann man wie
folgt berechnen aus dem Vo%umen der Kugel:
Vol (B,4:(0)) — Vol (B,(0 0 0 _
lim ~ (Br+(0)) = Vol (5,(0)) = —Vol (B,(0)) = 0,=1" = no,r" !
el0 € or or
Hier ist € sozusagen die Dicke der Schicht B,,.(0) \ B,(0). n

9.5 Andere Koordinaten

Es gibt weitere Koordinatensysteme, wie zum Beispiel Koordinaten basierend auf einem
Torus. Ein Torus ist eine zwei-dimensionale Oberfliche in R3, die man bekommt, indem
man alle Punkte in R* nimmt, die auf Distanz r von einem eindimensionalen Ring mit
Radius R liegen. Hierbei nimmt man 0 < r < R.

Abbildung 9.6: Ein Torus

Es gibt hier sogar mehrere Méglichkeiten.

e Die Tokomak-Koordinaten sind definiert durch:

x (R + pcost)cos s
y | =®(p,s,t):=| (R+ pcost)sins
z psint

Mit diesen Koordinaten wird der ausgestopfte Torus mit Radien R und r beschrieben
durch:
T={(p,s1);0<p<r, stel0,2n]}.
e Die eigentlichen torischen Koordinaten sind:

sinh p

T cosh p—cost Cos s
_ e sinh .

y | =¥(p,s,t):= R—Lcoshp_cost sin s

z

R sint

cosh p—cost

Diese letzten Koordinaten sind bequem, wenn man die Feldlinien bei einem magne-
tischen Dipol beschreiben mochte.
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Mannigfaltigkeiten I

10.1 Definition einer Mannigfaltigkeit

Die Definition einer Mannigfaltigkeit braucht den Begriff Diffeomorphismus, den wir in
Definition festgelegt haben. Seien U,V C R™ offene Gebiete, dann nennt man eine
Funktion f : U — V einen Diffeomorphismus, wenn f bijektiv und stetig differenzierbar
ist, und auch fi" stetig differenzierbar ist.

Beispiel 10.1 Die Funktion
f:(0,1) x (0,7) — {(x,y);|x| <lund0<y< \/1—x2}
mit f (r,p) = (rcosp,rsiny) ist ein Diffeomorphismus. Man berechnet die Inverse,

Fm(w,y) = (VaT+ g arccot (2/y) )

und zeigt, dass f und f™ stetig differenzierbar sind.

5

w
hl:ml:&“l:

0 05 1

Abbildung 10.1: Das Bild zu Beispiel

N

-10 5 r 5 10

Abbildung 10.2: Eine Skizze zu t — arccot(t) = 37 — arctan(t)

101
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Beispiel 10.2 Die Funktion f: (—=1,1) — (=1,1) mit f (z) = 23 ist kein Diffeomorphis-
mus. Man sieht sofort, dass f bijektiv und stetig differenzierbar ist. Jedoch ist f™° nicht
differenzierbar in 0. Siehe die ndchste Abbildung.

L ™ nicht differenzierbar

A R R
-1.0 -05 0.5 1.0

finv
Abbildung 10.5: Das Bild zu Beispiel [10.2

Das letzte Beispiel zeigt, dass die Tatsache alleine, dass f bijektiv und stetig differen-
zierbar ist, nicht impliziert, dass auch f" differenzierbar ist.

Wenn f und ™ stetig differenzierbar sind, gilt wegen des Satzes zu inversen Funk-
tionen, dass

(F™) (y) = (f o f™ (1)) (10.1)

Nehmen wir f : U — V mit U,V € R, dann bemerke, dass f (z) fiir 2 € U und ()" (y)
fir y € V beide n x n-Matrizen sind. Das —1 im Exponent in ((10.1)) deutet die Inverse
einer Matrix an. Die ist bei einem Diffeomorphismus also invertierbar.

Wenn f ein Diffeomorphismus ist, dann kann man auch etwas zu den hoheren Ablei-
tungen sagen.

Lemma 10.3 Seien U,V C R" offene Gebiete. Wenn f : U — V ein Diffeomorphismus
ist und f € C* (U) mit k > 2, dann gilt auch f° € C* (V).

Beweis. Betrachte die Formel in und sei 1 < m < k. Mit Hilfe der Kettenregel, kann
man jede Ableitung m-ter Ordnung von ™ zuriickfithren auf Zusammenstellungen von
(/)™ mit my; < m, von Ableitungen hochstens m-ter Ordnung von f und Ableitungen
héchstens (m — 1)-ter Ordnung von ™. Mit Induktion nach m folgt die Behauptung fiir
me{2,...,k}. |

Definition 10.4 Sei m,n € Nt mit m < n. Eine Teilmenge M C R"™ nennt man eine
m-dimensionale Mannzigfaltigkeit in R", wenn zu jedem v € M

e cine offene Umgebung U, C R™ von x existiert,
e cine offene Menge V- C R" existiert und
e es einen Diffeomorphismus f: U, — V gibt derart, dass

FUNM)=Vn(R"x{0,...,0}). (10.2)

Bemerkung 10.4.1 Kurzgefasst kann man sagen: Zu jedem x € M gibt es lokal (auf
U, ) einen Diffeomorphismus f von U, auf V' mit als Eigenschaft.
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Definition 10.5 Se: 2 < k € N. Wenn man fiir jedes x € M so einen Diffeomorphismus
f finden kann mit f € CF, dann nennt man M eine C*-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 10.6 Die Sphire S* = {x € R3;|z| = 1} ist eine Mannigfaltigkeit. Die Abbil-
dung f : R® — R3, definiert durch

f (551,952,-933) = (-731,332, 1 - 95% - 'Tg - x%) ) (10-3>

ist fiir x mit x3 > 0 ein Diffeomorphismus und f (S?) C R?* x {0}.

Abbildung 10.4: Eine halbe Sphére und plattgemacht durch f aus 1'

Die Differenzierbarkeit von f ist offensichtlich. Dann braucht man blofi noch die In-
verse zu betrachten. Nach dem Theorem diber inverse Funktionen folgt lokal die FExistenz

einer differenzierbaren inversen Funktion, wenn det ((%) ) #£ 0 gilt:
)

1 0 0
ofi
det((af) ):det 0 1 0 = —2x3 # 0.
xj ij —2.1,‘1 —21'2 —21'3

Die Funktion f, eingeschrinkt auf R? x R, ist injektiv, denn

(551,5627 I ﬁ - :v% - 95%) = (Y1,¥2,93)

hat fiir x3 > 0 hochstens eine Lisung:

(21, 22, 3) = (yl,yz, \/1 — Yy - ys) :

Fiir x3 < 0 kann man die gleiche Funktion f als Diffeomorphismus verwenden. Es bleiben
noch der Ring mit x3 = 0. Fir x mit x3 = 0 und x5 > 0, beziehungsweise xo < 0, nimmt
man stattdessen:

f (1,20, 33) = (21,23,1 — 2] — 25 — 7).

Fir x mit x3 = x9 = 0 kann man
2 2 2
f ($1,$2,I3) = ($2,$3, l -2 — x5 — x3)
nehmen.

Beispiel 10.7 Der Kegel K = {x € R3; 27 + 23 = 23} ist keine Mannigfaltigkeit. In einer
Umgebung von (0,0,0) gibt es keinen Diffeomorphismus, der K auf nette Art plattschligt.
Wenn man (0,0,0) aus dem Kegel entfernt, hat man eine Mannigfaltigkeit.
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Lemma 10.8 Sei X eine offene Menge in R™ und g : X C R™ — R* eine C'-Funktion.

Dann ist der Graph G = {(z,g9(z));z € X} eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in
R™ k.

Beweis. Man nehme f : X x R¥ ¢ R™** — R™ mit
f(z,y) = (v,y — g(2)) fir v € X, y € R".
Dann gilt f(G) = X x{0,...,0} und
I, O

" Bz,

10.2 Heuristik und Mathematik beim Integrieren

Eindimensionales. Den einfachsten Mannigfaltigkeiten sind wir schon begegnet:
den stetig differenzierbaren Kurven. Wenn man eine Kurve beschrieben hat, ist eine der
ersten Fragen, die aufkommt, wie lang sie ist. Und wenn die Kurve einen Weg beschreibt,
entlang welcher man einer Kraft ausgesetzt ist, mochte man die Arbeit berechnen kénnen.

Wir haben uns eine Formel fiir die Lange einer Kurve gebastelt, die fiir glatte Bogen
das Ergebnis brachte, das man im alltédglichen Leben haben mochte.

Definition 10.9 Fiir eine stetig differenzierbare Funktion x : [0,T] — R™ definiert man
die Linge als

() = /0 /()] dt.

Man méchte, dass diese Lénge fiir eine Gerade [a, b = {x;x = ta + (1 —t) b mit t € [0, 1]}
iibereinstimmt mit der iiblichen eindimensionalen Lénge:

L ([a,b]) = la—b|.

Approximieren wir eine Kurve mit Geraden, dann kommt man bei einer stetig diffe-
renzierbaren Kurve tatséchlich im Limes zu einer verniinftigen Antwort. Setze

U () = Z_ Iy [ (tha) — @ ()]

mit t, = %T und Schrittweite At = %T . Wenn x differenzierbar ist, dann gilt fiir jede
Komponente von z:

z; (ter1) — i (tr) = @ (tx + 0,1) At + 0(At)

(0 ist das kleine Grofenordnungssymboll] von Landau) und

m—1 m—1
bn(2) = ) Lz (en) =z (t)] = ) o (terr) — 2 (1)
k=0 k=0
m—1 m—1
=3 (I (e + 0.0l AL+ 0(A)) = 3 Ja (1 + 0i)] Ot + 0(1).
k=0 k=0

!Das kleine GroBenordnungssymbol von Landau: f(x) = o (2) fiir x | 0, wenn lim, oz~ " f(z) = 0.
Es gibt auch das grofie Grofienordnungssymbol von Landau. Man schreibt f(z) = O (2™) bei z = 0, wenn
es M € R gibt mit |z="f(z)| < M in einer Umgebung von z = 0. Beide Symbole werden &hnlich auch
fiir x — oo benutzt.
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Weil x und also auch die Komponenten stetig differenzierbar sind, gilt

lim f,(z) = lim (Z | (b, + 054)| At + 0(1 )) —/0 2/ (£)] dt = ().

m— 00 m— 00

Beispiel 10.10 Die Linge der Normalparabel y = x? zwischen (—1,1) und (1,1) findet
man dann wie folgt: Die Kurve kann man beschreiben durch k : [—1,1] — R? mit k(z) =

(z,2%). Man hat
1 1
= K (x dx:/ 12 + 2$2dx:...
| w@lds= [ s )

:%1n<\/5—|—2> —iln(x/g—2>+\/—:}11n<9+4\/g>+\/5.

Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten in
R3 sind zum Beispiel die Sphiire oder das Paraboloid. Beide lassen sich noch relativ einfach
beschreiben. Man kann sich aber auch fragen, wie gro§ der Oberflacheninhalt (eines Teils)
ist. Auch hier méchten wir zu einer Definition kommen, die zu unserer Vorstellung passt.

Dazu werden wir eine Formel ableiten fiir die Oberfliche des zweidimensionalen
Parallelogramms in drei Dimensionen.

N E———

B

~ |
‘L) e

Abbildung 10.5: Fiir zwei Vektoren «, 3 € R? betrachten wir das Parallelogramm mit den Eck-
punkten 0, a, o + 8 und f.

Nennen wir Volgs)(P) den Flacheninhalt des zweidimensionalen Parallelogramms P in
R3. Wenn das Zweibein {«a, 3} einen senkrechten Winkel bilden wiirde, dann findet man

Volgg)(P) = |a]|B|, mit || und |G| die euklidischen Langen der Vektoren.

2Mit der Substitution 2z = sinht = 3 (e — e~") folgt

1 1 in(VE+2)
/ 12 + (22)°da 5/ 1+ smht) cosht dt
-1 In

1 in(V5+2) ) 1 1n(f+2)
= f/ (cosht)” dt = 7/ (e +24e7)dt
In(v5-2) 8 Jin(v5-2)

In(+v/5+2
:[1ezt+1t_1e_2t] (vV&+2)

16 4 16 :%\/g—l—iln(\/g-l-Q)—iln(\/g—Q)_F%\/g_

In(v5-2)
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B-ta a+B-ta B a+pB

Abbildung 10.6: gleichgrofle Parallellogramme

Das Parallelogramm beim Zweibein {«, 5} hat den gleichen Fldcheninhalt wie das
Parallelogramm beim Zweibein {«, 8 — ta} und ¢ beliebig. Wenn {«, 8} nicht rechtwinklig
ist, dann betrachtet man {«, 5 — t*a} mit t* = 3_5 Das letztere Zweibein ist rechtwinklig.
Wir schreiben 3 := 8 — t*a, finden tatséchlich

OC/B (/B_Oz—féa)zoa

und betrachten P = {:c € R™;z = ta+ sfB mit s,t € [0, 1]} mit dem gleichen Flacheninhalt
wie P. Es folgt:

Vol (P) = VoI (P) = Jal | 3] = |a | z—ia
_ o f (o~ B)"
- \al\/ﬁﬁ—?m(a-ﬁH a

:\/(a.a)(ﬁ.ﬁ)—(a.ﬁ)Qz\/det(z:g gg) (10.4)

Bemerkung 10.10.1 Vielleicht erinnern Sie sich noch, dass man fir o, 3 € R?® das
Kreuzprodukt definiert durch

aq 61 €1 a?ﬁg - CY?)ﬁz
vi=axpf=det| as By e | = azf; —a1f,
a3 ﬁg €3 a1y — azf

Hier konnte man die Linge nehmen, um das gleiche Ergebnis wie in zu finden.
Definition 10.11 Fir o, f € R™ definiert man den Flicheninhalt von

P ={zxeR"z=ta+sf mits,te|01]}
durch

Vol (P) = /(- a) (8- 8) — (o~ B)* (10.5)

Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in R", parametrisiert durch
(5,t) > ®(s,t) : RCR* = M CR"

mit R = [ay, b1] X [ag, bo] ein Rechteck. Man teilt R in kleinere Rechtecke

0—10-1 ' -
Sip = a1 + 10t und Ayt = A5

R = U U Siy Sz-i—l t tj+1] mit » o
i=0 j=0 tie = az+ j0s und Ays = 2592,
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und approximiert den Flidcheninhalt von ® (R) durch

lim 3™ 3 /det (@ (siret6) = @ (s, 150)) - (B (00 ts0e) — D (500 150)

-1
o o
= lim det (aa—s (Si,g, tj,g> : aa_t (Si’g, tmz)) (1 +0 (1)) AgtAgS

i,j=0 i,j

0P 0P ,
= /R \/det (E (s,t) - 5 (s,t))m d(s,t) + AE,ZHLO o(1)

Asj’g—>0

_ /R \/det ((8@ : aj<1>)ij> (y) dy.
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(10.6)

Wir verallgemeinern diese Formel fiir Parametrisierungen, die nicht unbedingt von einem

Rechteck ausgehen und setzen:

Definition 10.12 Fiir eine stetig differenzierbare zweidimensionale Kurve (auch Fliche

genannt) x : D C R? — R" definieren wir den Flicheninhalt durch

ox 0z 0z  Ox
Voly" () = / det( be e be oo ) d(ts).
D s 9t 0Os  0Os

Bemerkung 10.12.1 Wenn wir n = 2 setzen, sollte der Transformationssatz aus dem

letzten Kapitel erscheinen. Das stimmt sogar, denn dann gilt
Oz 9z Oz Oz Oz1  Odxo Oz1 O
ot "ot ot 9 _ ot ot at  os
detl o or ar o0 |~ A | o om oz Oy
0s Ot 09s Os s s ot s

Oz1 Odxa Oz 9m Oz1  Odxg
at ot ot Bs at ot
= 4| det dzy  dxy det dzy  Oxy | det dzy  dxy
Js Js ot Js Js Js

und wir erhalten die bekannte Jacobi-Determinante.

'y

Beispiel 10.13 Das Paraboloid z = x? + y? abgeschnitten bei z = 1. Man beschreibt es

zum Beispiel durch k : B1(0) — R? mit k (x,y) = (z,y, 2> + y?).
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Weil
1 0
? = 0 und — 1 )
& 2z 2y
hat man

(~()()‘()d<
) () )

1+42%  4day
det d
/B1 \/ © 4y 1+ 492 > (,y)

[ VTR ()
/1/ V1 +4r2 ¢ dedr
=2 [ (14 4r )3/2]O:5w<5\/5—1>.

Beispiel 10.14 Die obere Hilfte der Sphire S* = {x € R3; |z| = 1} wird flach gemacht
durch

Voll® (k z,y)

| |
EJ\

® (21,20, 33) = (21, 22,1 — 2] — 25 — 3) .

Man findet @™ (y1,ys,y3) = (yl, Yo, \/1 — 2 — Y3 — y3> und eine zugehorige Parametri-
sierung der oberen Hilfte der Sphire ist k : By (0) C R? — R3, definiert durch

k(y1,y2) == " (y1,9,0) = (y1,yz, 31—yt — y%) :

Berechnen wir den Transformationsfaktor mit dem Kreuzprodukt:
1 0 =
‘ ok ok V1-vi-v3

il hddd _ 0 1 _ Y
e (y1>y2) X Dy, (y1>y2) X

—Y1 —Y2 1—y%—y§

V1-yi-v3 V1-yi-v3 1

1
= + l = —F—.
\/1 vi-vs | 1- y1 y% + 1-y?—y3

Der Fldicheninhalt wird

1

———drdyp =21 [—\/1—77’2} = 2.

0

/yl+y2<1m y_/go 0Jr= 0\/7
Beispiel 10.15 Die Sphire S* = {z € R3; |z| = 1} kann man parametrisieren durch
s (p, 1) = (cos psin i, sin @ sin 1, cos )
mit ¢ € [0,2m) und ¢ € [0, 7). Man findet mit

— = (—sinpsiny, cos psiny, 0)
¥

— = (cos p cos 1, sin p cos P, —siny) ,
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dass

ds  Os Js  Os

Vol (s) = / det( o )d(so,zb)
[0,27) x[0,7) :

oy op 0P oY

. 2
-/ det ( ey ) 1p.0)
[0,27) x[0,) 0 1

27 s
= / / sin ¢dipdp = 2m [— cos |, = 4.
o Jo

Dieses Ergebnis hat man erwartet.

Beispiel 10.16 Zum Schmiicken eines Weihnachtsbaumes wdire es gut vorher den Flicheninhalt
zu kennen. Definieren wir den Weihnachtsbaum durch

W:{x€R3;0§x3§2—4\/x%+x§},

so kann man die Oberfliche (ohne die untere Seite) parametrisieren
durch

O(r, ) = (rcose,rsinp,2 —4r).

Man bekommi

0P 0P
5 = (cosp,sinp, —4) und a5 = (—rsinp,rcosp,0)

und dass gilt: Flicheninhalt =
2 p1/2 92 92 00 00
/ / det | 22 22 \ardp
¢=0Jr=0 ar  Op O Op

2T 1/2 17 0
= / / det ( ) )drdgp
©=0 Jr=0 0 r

1/2
—on/17 / rdr — Lo /TT.
r=0

=

10.3 Parallelepipeden in h6heren Dimensionen

Wenn man ein m-Bein {a, as, . .., a,, } in R™ hat, dann mochte man den m-dimensionalen
Hyperflacheninhalt des Parallelepipeds

definieren. Dies kann man, wenn man zusétzlich Einheitsvektoren uq, ..., u,_,, € R"”

festlegt, fiir die gilt, dass

a-u; =0 firl<i<mund1<j<n-m,
(10.8)
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Weil das Lebesgue-Maf rotationsinvariant ist und auflerdem gilt, dass A(n) = Am) @A (n—m),

findet man ~
Vol™ (P) = Vol™(P),

fiir

lf’:{t1a1—|—~~~—|—tmam+tm+1u1—|—~--+tnun,m;0gtiS1mit1§i§n}.

- e

Abbildung 10.7: Der Flicheninhalt des linken Parallelogramms zum Zweibein {aq,as} gleicht
dem Volumen des rechten Parallelepipeds zum Dreibein {ay,as,u1}, wenn uy ein geschickt
gewdhlter Finheitsvektor ist.

Wenn wir

A= a1 ... ap wmdU=1[ w ... Up—m

schreiben, also die Vektoren als Spalten dieser Matrizen, dann folgt aus ((10.8), dass
ATU = O und UTU = I; O ist die (n — m) x m-Nullmatrix und I die (n —m) x (n — m)-
Einheitsmatrix. Wir folgern:

T

Vol (P) = |det (A U )| = \/det ( ’ST )det( A U)

= () o) = (34 170

_ \/det ( ASA 7 ) _ /et (ATA) = \/det ((0-a),, ).

Lemma 10.17 Sei P definiert in . Dann gilt

Vol™ (P) = \/det ((041- : aj)ij)

mit (o - aj)ij die m x m-Matriz der Skalarprodukte des m-Beins zu P.

10.4 Integral iiber eine Mannigfaltigkeit

Bei einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit werden Integrale iiber diese Mannigfaltigkeit
durch Approximation mit Polygonziigen definiert. Bei hoher-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten werden Integrale definiert durch Approximation mit Hilfe von Parallelepipeden.
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Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ parametrisiert durch y — ® (y) :
RCR™ = M C R" mit
R = [al,bl] X oo X [am,bm] .

Man zerlegt R in jede Richtung in ¢ Scheiben

U (@115 @1 +1] X X Qs Qo 1]
1<z

az

mit Ay; = und a; ; = a; + kAy;. Wir kiirzen die Notation nochmals und setzen fiir

ke N
Ay = (al,nu a’2,li27 e 7a’m,nm) .

Man approximiert das Integral dhnlich wie in ((10.6)) durch

[, s -

R o e TRy

1<z<m

~ [ enw) \/det (5r 05 @) dr+ Jim o)

ayj {—00

:/D(focID) (v) \/det ((a@.aj@)ij) (y) dy.

Wir legen dieses Resultat mal fest in einer Definition, bei der wir allgemeinere Gebiete
zulassen:

Definition 10.18 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™, die man mit D C
R™ offen und der C*-Funktion ® : D C R™ — R" eindeutig beschreiben kann:

M=oD)={z=o(y) e R";y e DCR™}.
e Die Funktion ® heifit eine Parametrisierung von M.

e Das Integral von f tiber M definiert man durch

[ 1@ avi= [ Gom ) \Jae (02 00),) ) ds (109)

e Die Matriz (0;® (y) - 0;® (y)),; nennt man die (erste) Fundamentalmatriz zu

der Parametrisierung ® an der Stelle p = ®(y).

Bemerkung 10.18.1 Die Matriz (0;® (y) - 0;® (y)),; ist eine mxm-Matriz; die Vektoren
0;® (y) liegen in R™ mit n > m. Der Faktor mit Wurzel und Determinant ist stetig in
D. Damit die rechte Seite in als m-dimensionales Integral definiert ist, soll der
Integrand selbstverstindlich integrierbar iber D sein.

Bemerkung 10.18.2 FEine Mannigfaltigkeit, die man nicht mit einer Parametrisierung
® beschreiben kann, teilt man auf in Teilmannigfaltigkeiten, die mit einer Funktion zu
beschreiben sind und addiert diese Integrale fiir fM f(x) dV,,. Bemerke, dass m — 1-
dimensionale Rédnder Nullmengen in R™ sind und nicht zum Wert des m-dimensionalen
Integrals beitragen.



112 Woche 10, Mannigfaltigkeiten I

Bemerkung 10.18.3 Wenn m = n, dann ist man zuriick bei einer Transformation in

R"™ und sollte die Formel in mit der aus tibereinstimmen. Das passt auch,
denn nun laufen © und j von 1 bis n = m und gilt

Jaet (0-9,),) () = yfaet (@ )" (@ (1)
= et (1@ ()" det (@ (1) = et (@' ).

Bemerkung 10.18.4 Man soll noch zeigen, dass diese Definition nicht von der Para-
metrisierung abhdngt. Wenn man zwei verschiedene Parametrisierungen k und h hat, fir
die es einen Diffeomorphismus V ¢ibt derart, dass

h=koW,
so folgt das gewiinschte Ergebnis aus dem Transformationssatz. Denn an der Stelle y gilt:

det ((&h : ajh)i)l = det ((Vh)T (Vh))

— det <(v (ko xp))T (v%w)))

wegen der Kettenregel

T

— det ((((Vk) o\p> \1/> <<(Vk) o\I/> w))l

denn fiir Matrizen gilt (AB)" = BT AT und (AB)C = A (BC)
— det ((@/)T <(Vk) ° \II)T ((Vk:) o q/) xp’)

ly
denn fir quadratische Matrizen gilt det (AB) = det (A) det (B)

 dot ((‘P/)T)|y det (((Vk‘) o \I/)T ((Vk;) o \If> ) det (\I//)l

ly

ly

Y

= (det (W' (3)))” det ((94k - 0,k),,)

o (y)

%et ((ok-07) ) = Her(w )] et (10030,

folgt der Term |det (V' (y))|, welcher nach dem Transformationssatz die beiden Integrale
tlibereinstimmen lisst. Fiir beliebige C*-Parametrisierungen h und k von M ist die Funk-
tion W wohldefiniert durch

Weil

| (y)

U = kim} oh
aber nicht unbedingt ein Diffeomorphismus.

Beispiel 10.19 FEinen 4-dimensionalen Weihnachtsbaum kénnte man sich vorstellen durch

W = {(xl,xQ,xg,x4);O§x4 §2—4\/x%+x§+x§}.

Die obere dreidimensionale Oberfliche wdre so parametrisiert durch

O(r,¢,0) = (rcospsind, rsingsinb, rcosf,2 — 4r) .
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Man bekommt in Kurznotation

cospsinf —rsinpsinfd rcospcosf

0P(r,,0) | sinpsing rcospsing rsingcosd
or,,0) cos 0 —rsinf
—4 0 0

und

(a@m 0 e>)T <a<b<r, 0 e)) (0 e o
8(7”, 2 9) 8(7‘, ®, 9) 0 0 ’I“2

Es folgt, dass der 3-dimensionale Hyperflicheninhalt wie folgt ist:

2 s 1/2 17 0 0
VoIS (AW N [y > 0]) = / / det | 0 r2(sin@)? 0 | drdody
=0 J6=0 Jr=0 0 0 7‘2

2r ™ 1/2
= / / / V17 r?sin 0 drdfdy = %W\/ﬁ.
=0 J6=0 Jr=0

Abbildung 10.8: Artist’s impression of a 4d Xmas tree
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Analysis 3, Woche 11

Mannigfaltigkeiten 11

11.1 Immersionen

Definition 11.1 Sei m < n € N und X C R™ offen. Eine Abbildung f € C' (X;R")
heifst Immersion, wenn fir jedes x € X die Matriz V f(x) injektiv ist.

Bemerkung 11.1.1 Man hat

Vfi(z) Dy - ()
Vi@={ o = .
V fu(2) L@y o ()

und V f(x) € M™™. Man kann statt V f auch f' schreiben. Ubrigens, wenn eine Matrix
wmn M™™ anjektiv ist, dann folgt m < n.

Parametrisierungen von Mannigfaltigkeiten sind lokal oft Immersionen. Eine genaue
Aussage finden Sie im néchsten Theorem.

Theorem 11.2 Sei X C R™ offen und sei f € C*(X;R") mit k > 1 eine Immersion.
Dann existiert fir jedes v € X eine Umgebung U, C R™ derart, dass f(U,) eine m-
dimensionale C*-Mannigfaltigkeit von R™ ist.

Beweis. Sei zp € X und setze zp = f(x¢). Ohne Verlust der Allgemeinheit diirfen wir
annehmen, dass die ersten m Zeilen von V f(x¢) eine injektive Matrix liefern:

9 9
a—ﬁ(fo) %(fo)

M = : : :
Ofm dfm
8%“(950) ﬁ(flfo)

Wir betrachten die Abbildung g € C' (X x R"™™;R"), definiert fiir x € X C R" und
y € R"™™ durch
g9(x,y) = f(z) +(0,9).

M O
Vg(l'o,O):(A I )

115

Es folgt
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und det (Vg (z9,0)) = det (M) # 0. Das Theorem iiber Umkehrfunktionen liefert offene
Umgebungen Uz o) in X x R"™™ und U, in R" und eine Umkehrfunktion

ginvers . Uzo N U(xo,O)‘

Insbesondere gilt g™ (U,, N f(Uy,)) € X x {0,...,0}. Wenn f € C* gilt, dann folgt
g € C* und weil g™ves € C1, folgt aus

\V/ (ginvers) — (Vg)_l o ginvers

die Existenz der hoheren Ableitungen bis CF. ]

f =
:> f

Satz (17 -
=

Abbildung 11.1: Zu der lokalen Definition einer Mannigfaltigkeit: links mit Hilfe eines Diffeomor-
phismus und rechts mit einer Immersion.

Bemerkung 11.2.1 Dieses Theorem bedeutet nicht, dass f(X) eine C*-Mannigfaltigkeit
ist. Es sagt nur aus, dass f(U,) (lokal) eine C*-Mannigfaltigkeit ist. Global konnen Selbst-
durchschneidungen auftreten. Siehe das ndchste Beispiel.

Beispiel 11.3 Fiir a > 0 liefern die Abbildungen f, : (0,27) — R? mit

_( (14+acosz)cosx
Jfalz) = ( (1+acosz)sinz
die sogenannten Limacons von Pascal. Sie werden auch Pascalsche Schnecken genannt.
Weil

Vit =

folgt ||V fo(x)|| = 0 nur, wenn sinz = 0. Denn wenn 1 + 2acosx = 0, ist die zweite
Komponente nur dann auch gleich 0, wenn a = 0 gilt, und wir haben einen Widerspruch.
Also muss sinx = 0 gelten, und das heifst x = km mit k € Z. Dann gilt cosx = (—l)k und
die zweite Komponente ist 0, wenn

—(1+2acosz)sinz
—a+ (1 +2acosz)cosw

—a+ (=1 +2a=0.

Weil a nicht negativ ist, folgt dass k ungerade ist und a = 1. Das heifst, fira # 1 ist f, eine
Immersion und f, (xg —€,x0 +€) ist fiir geniigend kleines € eine Mannigfaltigkeit. Fiir
a € [0,1) ist fo(R) sogar eine Mannigfaltigkeit. Fira > 1 gibt es Selbstdurchschneidungen.

Siehe Abbildung[11.3
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Abbildung 11.2: Die Limagon von Pascal mit a € {0 123 1,...,%}. Fiir a = 1 ist f, keine
Immersion.
Beispiel 11.4 Die Sphére S? in R3:

S? = {x c R ||z| = 1}

kann man, mit Ausnahme von (0,0,1), mit Hilfe einer stereographischen Projektion be-

schreiben:
T 2z
T o l—z3
SO 2 - 22 I
X3 1-z3
oder genauer gesagt, mit der Inverse zu dieser Projektion. Man vergleiche dazu die dhnlichen
Dreiecke

Ay = [(Oa 1) ) (xla .1‘3) ) (O? 333)] und Ay = [(07 1) ) (yla O) ) (Oa _1)]

und findet so B T Ayeh findet man so ¥ _ :
2 1-— T3 2 1— XT3

0,-1) (y1,-1)

Abbildung 11.3: Die stereographische Projektion von dem Nordpol aus auf die tragende Ebene.



118 Woche 11, Mannigfaltigkeiten 11

. . . .. invers . . .
Diese Abbildung o ist C fiir x3 < 1 und ¢ = ((p‘sg) soll eine Immersion sein.
Wenn man

211
X1 1—x3
- 2z2
P T2 = 1—23

T3 1—a? — a2 — a2

nimmt, dann wird ® lokal ein Diffeomorphismus fir 3 < 1 und
@ ($*\ {(0,0,1)}) = R* x {0}.

Weil 1 = (&™), _,, ist ¢ eine Immersion nach S*\ {(0,0,1)}.

ly.
Man kann auch durch explizite Berechnung zeigen, dass v eine Immersion ist. Allererst
findet man ¢ aus % = 1f;}3, L= 12:3 und x? + x5 + 22 = 1. Es folgt
24+ a3 1—a2 1 8
R e e L e el
(1 —x3) (1 —x3) l—2z3 11—
und x3 =1— m. Auch folgt
4y 4ys
1
r1=s(l—-x3)y1 = ———— und x9 = ————.
? d+yi +u3 4+yt +u3

Also hat man

411
A+yi+ys
o) =] e
- 4
Yo 1 +y1+?842
4+y2+y3

Man kann anschlieffend kontrollieren, dass 1 eine Immersion ist. Es gilt

16-4yf+4ys  _  Syiyo
(4+y%+y§)2 (4+y%+y§)2 4—y? o2 21y
V= | —swm 1w | 4 _2;1% © +y21_2y2
(4+y%+y§) (4+y%+y§) (4+y%+yg> 4 41 2
1641 1645 n Y2
(4+2+42)"  (a+u2+)’

Um zu zeigen, dass Vi Rang 2 hat, betrachten wir die folgenden F'lle:
Fiir y; # 0 folgt

—2ye A+yi—ys ) >, 9
det ( 4y1 4y2 - 4y1 (4 + Y + y2) 7£ 07

fir y2 # 0 folgt

A=y +ys 2y | 2, 2
det ( 1 1 =4y, (yi +v5 +4) #0

und fiir y3 + y3 # 4 folgt

4—yi+ys —2y1Y2 ) 2
det R =16 — (> + 92 0.
( —2p1y2 A+ — s (yl y2) 7

Weil yy = yo = 0 impliziert, dass yi +y3 # 4, ist ¥ : R* — 52\ {0,0,1} eine Immersion.

Beispiel 11.5 Sei 0 < r < R. Die C*-Abbildung hg, : R* = R® mit

(R4 rcost)coss
hry(s,t) = (R+rcost)sins
rsint

liefert fiir alle 0 < r < R einen Torus. Siehe Abbildung[11.])
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Abbildung 11.4: Graphische Darstellungen zu ho 1 und hy o.

11.2 Lokale Karten und Parametrisierungen

Nicht alle Mannigfaltigkeiten lassen sich so leicht durch eine Parametrisierung definieren.
Auch wollen wir abstraktere Definitionen von Mannigfaltigkeiten zulassen, die nicht von
vornherein in einem euklidischen Raum R™ eingebettet sind.

Beispiel 11.6 Wir definieren M = [0, 27| x R, wobei wir wie folgt Randpunkte identifi-
zieren:

(0,t) = (2m, —t) fiirt € R.

Versucht man M als Oberfliche in R? darzustellen, findet man das Mébiusband. Ein
Streifen von M, das heif$t (s,t) € M mit |t] < to, ldsst sich in R? als ein Band darstellen,
das man am FEnde verdreht zusammengeklebt hat.

Abbildung 11.5: Ein Streifen aus dem Mobiusband. Das Mobiusband ist nicht orientierbar: es
gibt keinen auf dem ganzen Mobiusband stetigen Normalenvektor. Eine Definition von ‘orien-

tierbar’ folgt in [11.10]

Definition 11.7 Sei M C R" eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Man nennt
{(¢o, Un) ;a0 € A} mit o, € C* (Uy; R™) und U, C R™ offen

einen Atlas fiir M, wenn U A U, D M, das heifst, M wird iberdeckt von den U,, und
wenn fir jedes o € A gilt:

® Vo u.nm St injektiv;
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:0 Oy
OO
R
8!

0
%

O
O
XX

555

R

I

Abbildung 11.6: Wenn man mehr vom Mobiusband zeigt, wird es uniibersichtlich. Hier findet
man das Bild, wenn man das Band in Abbildung fortsetzt innerhalb eines Wiirfels um O.

o ((pawamM)mers Vo = M mit V, = ¢, (U, N M) ist eine Immersion.

Bemerkung 11.7.1 ¢,y ~ it die Einschrinkung von ¢, auf Uy N M, das heifit,
Pafvarnnt * Ua MM — R™ ist definiert durch @, nm (¥) = @, () fir z € Uy, N M.

Abbildung 11.7: Einige der Funktionen ¢, 7, ~y- Die Funktion ¢, ist definiert auf U,.

Bemerkung 11.7.2 Das Paar (goawaﬂM, Us N M) nennt man Karte.

) nvers

Die Funktion (S%|Uam M st eine lokale Parametrisierung.

Bemerkung 11.7.3 Um die ganze Mannigfaltigkeit betrachten zu konnen, reicht eine
Karte meistens nicht aus. Denn wandert man zum Beispiel iber den Torus, dann muss
man wahrscheinlich gelegentlich die Karte wechseln. Eine Mannigfaltigkeit kann tibrigens
auch durch mehrere Atlanten beschrieben werden.

Bemerkung 11.7.4 Die Definition von Mannigfaltigkeit sagt uns, dass zu jedem x € M
lokal eine Karte existiert.

Beispiel 11.8 Die Sphire S? in R3:

S? = {:U € R x| = 1}
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kann man mit zwei Karten beschreiben. Man nehme zum Beispiel fiir @, die stereographi-
sche Projektion von dem Nordpol aus auf die Fliche x5 = —1 und fiir @, die stereogra-
phische Projektion von dem Sidpol aus auf die Fliche x3 = 1.

Oder man nimmt sphdrische Koordinaten und verwendet, siche Abbildung[11.§

o fird e [0,m):
(cos () sin (V) , sin (¢) sin (9) , cos () — (Y cos (¢), Vsin (),
o firv e (0,m:

(cos () sin (V) , sin (¢) sin (¥) , cos (9)) — ((m — ) cos () , (7 — J) sin () .

Abbildung 11.8: Zwei Karten reichen fiir S2.

11.3 Vektorfelder und Pfaffsche Formen

Wir wollen Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten definieren und benutzen koénnen. Das
heifit, wir wollen Vektorfelder definieren, die an jeder Stelle der Mannigfaltigkeit tan-
gential zur Oberfliche zeigen. Wenn wir als Beispiel die n-dimensionale Sphére S™ in
R"™*! betrachten, dann kann man in jedem Punkt p tangential einen Vektor in R"™*!
anhéngen. Tangential bedeutet aber, dass man diese Vektoren nur wéhlen darf aus einem
n-dimensionalen Unterraum von R,

11.3.1 Der Tangentialraum

Definition 11.9 Sei M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n)
und sei p € M. Sei i eine Immersion mit 1(0) = p, die M lokal parametrisiert, und sei
R der Bildraum (Spaltenraum) von V) (0).

o Man nennt T,M = (p,R) den Tangentialraum an M im Punkt p.
e FEin Element (p,v) € T,M nennt man Tangentialvektor.

e Die Vereinigung T'M = UpeM T,M nennt man das Tangentialbiindel zu M.
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Abbildung 11.9: Ein Vektorfeld auf der Sphére; die Vektoren sind tangential zu der Oberfliche.

T,M ist ein Vektorraum mit der folgenden Vektorraumstruktur:
s(p,v) +t(p,u) = (p,sv+tu) fir s,t € Rund u,v € R.

Das p steht nur da als Erinnerung, dass der Raum abhéngt von p € M. Der Raum T, M
ist ein m-dimensionaler Untervektorraum von 7,R™ = (p, R") und 7,R™ héngt nicht von
p ab.

Bemerkung 11.9.1 Wenn M in einer Umgebung von p € M durch eine Immersion 1
parametrisiert ist, dann ist der Tangentialraum T, M in p nicht abhdingig von 1.

Abbildung 11.10: Eine Mannigfaltigkeit ohne und mit einigen Elementen aus dem Tangential-
biindel.

Definition 11.10 Eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit M in R™ heifit orientier-
bar, wenn es fir jedes p € M eine Basis {(p,v1),...,(p,vm)} fir T,M gibt, mit v; fiir
jedes i € {1,...,m} stetig abhingend von p.

Bemerkung 11.10.1 Wenn n = m + 1 gqilt, dann folgt aus dieser Definition, dass M
orientierbar ist genau dann, wenn es einen stetigen Normalenvektor gibt auf M. Dies
wurde fir das Mdobiusband verwendet.
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Beispiel 11.11 Wenn man bei einem endlichen Zylinder in R3 die beiden Enden mit
gleicher Orientierung aneinander klebt, bekommt man einen Torus. Man kann sich das
vorstellen durch s,t € [0,27] zu nehmen und den Zylinder in der y-Richtung ‘rund’ zu

legen in der x,y-Ebene:
CoSs §

vom Zylinder mit falt,s) = 4t
sin s
4 cost + costcoss
zum Torus mit  fy(t,s) := | 4sint + sintcoss
sin s

Wenn man die Enden mit gegengesetzter Orientierung zusam-
menklebt, dann bekommt man die sogenannte Kleinsche Flasche.
InR3 fiihrt dies zu einer selbstdurchschneidenden Oberfliche, al-
so global ist so etwas formal keine Mannigfaltigkeit, lokal schon.

Siehe Abbildung|[11.11] -

A
 AAMAWAVAVAVATA A
I

[ERERBRBRRRRAns,

Abbildung 11.11: Der Zylinder, eine Darstellung der ersten drei Koordinaten von
{fe(s,t);s,t € R} aus Beispiel [11.12| und eine Kleinsche Flasche

Beispiel 11.12 In R* kann man eine zwei-dimensionale, nicht-orientierbare Mannigfal-
tigkeit bekommen, die so einen ‘falsch-herum’ verkniipften Torus darstellt. Fir s,t €
[0, 27| definiert man die Parametrisierung

4 cost + cos (t/2) cos s
4sint + sin (t/2) cos s
sin s
sint

fe(s,t) =

Diese Parametrisierung f. : [0,27]*> — R* ist eine Immersion auf (0,27)%, ohne Selbst-
durchtrennung und mit einem ‘falsch-herum’ anschlieffenden Rand.

e Die Immersion zeigt man wie folgt: Weil
—cos(t/2)sins —4sint — $sin(¢/2)cos s
—sin(¢/2)sins  4cost + 3 cos(t/2)cos s
cos § 0 ’
0 cost

Vi(s,t) = (11.1)

kann es nur ein Problem mit der Immersion geben, wenn coss = 0 = cost. In dem
Fall hat man sins = £1 und t € {%7‘(‘, gw} Wenn man diese Werte eingibt, so folgt
auch dann eine Matriz mit Rang 2:

+1v2 4
1
Vfo(s,t) = iioﬁ 8 (11.2)

0 0
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o Keine Selbstdurchtrennung: Sei 0 < s;,t; < 2w. Wir verwenden, dass wenn sowohl
COS 81 = €08 Sy als auch sin sy = sin sy gilt, dann folgt s1 = so. Ahnliches gilt fiir t;.

— Aus f.(s1,t1) = fo(s2,t2) folgt aus der dritten und vierten Zeile, dass
sint; = sinty und sins; = sin sy (11.3)
und dann auch mit der zweiten Zeile, dass
sin(t;/2) cos s; = sin(ty/2) cos ss. (11.4)
— Schreibt man |f.(s1,t1)|> = | fo(s2,t2)|? aus, so folgt
16 + 8 (costy cos(t1/2) + sint sin(t1/2)) cos s1 + 1 + (sint;)*
= 16 + 8 (costy cos(ta/2) + sinty sin(ta/2)) cos s + 1 + (sinty)?
und dies vereinfacht mit (11.3-links) zu

cos(t1/2) cos s; = cos(ta/2) cos ss. (11.5)

— Wenn coss; = 0, dann folgt aus und (11.5), dass auch cos sy = 0. Mit
-rechts) folgt s1 = s9. Fiir coss; = cossy = 0 ergibt die erste Zeile von

fe(s1,t1) = fe(s2,ta), dass costy; = costy. Mit -links) folgt t1 = ts.

— Wenn coss; # 0, dann folgt aus und , dass auch cossy # 0.
Auferdem gilt t; = to = 0 oder cot(t,/2) = cot(ty/2), und, weil cot invertierbar

ist auf (0,7), dann auch ty = ty. Fir t, =ty folgt aus und (11.5), dass
COS 81 = COs Sy und mit —rechts), dass s; = $9.

Damit hat man die Injektivitit gezeigt und es gibt keine Selbstdurchtrennung.

e Die Rdander schliefien an:

4 cost + cos(t/2)
f(0,8) = | 450t +Osm(t/ 21 = rem fiir t € [0, 2n),
sint
4+ coss 4 — cos(m — s)
Je(5,0) = sigs - Sin(f— s) = felm — s, 27),
0 0

wenn wir f. fir s € R erweitern.

Vont =0 zut = 2m ist der Anschluss also ‘falsch’ herum.

e Die Parametrisierung f. ist auch definiert fir t € [2m,4xn]. Man kann sogar s,t € R
eingeben und bekommt neben f.(s+ 2w, t) = f.(s,t) die Gleichung

4 cost — cos (t/2) cos s
4sint — sin (t/2) cos s
sin s
sint

fe(s,t+2m) = = fu(m — s,1).
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Man findet sogar, dass M = f.(R?) eine glatte Mannigfaltigkeit ist, aber man kann
zergen, dass M nicht orientierbar ist. Zwar ist

[0,27)2 3 (s,t) = Vf.(s,t) € R

ein stetiges Zweibein, aber dieses Zweibein ist nicht stetig als Funktion auf M. Be-
merke, dass fir p = f.(s,t) die Vektoren (vy,ve) = V fo(s,t) eine Basis bilden fir
T,M.

Theorem 11.13 Sei M eine m-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n)
und sei p € M.

o Fiir jede (p,v) € T,M gibt es eine Kurve v € C* ((—¢,e);R™) mit v (—e,e) C M,
7(0) = p und v'(0) = v.

o Wenn es eine Kurve v € C' ((—e,e);R™) gibt mit v (—e,e) C M und v(0) = p,
dann gilt (p,~'(0)) € T,M.

Beweis. Sei (gop, Up) eine Karte. Wir diirfen annehmen, dass ¢,(p) = 0. Wir nehmen

Y= <90p|U,,mM> :R™ — M.

e Sei T,M = (p,R). Setzen wir v(t) = ¢ (t£) mit £ € R™. Es folgt, dass v(0) =
¥ (0) = p und 7/(0) = (V(0)) . Weil ¢ eine Immersion ist, ist (V¢(0)) : R™ - R
bijektiv und wir konnen & € R™ finden mit (V(0)) & = v.

e Wenn es eine Kurve v € C' ((—¢,¢);R") gibt mit v (—¢,e) € M und v(0) = p,
dann gilt ¥ (¢, (7(¢))) = 7(t) und die Kettenregel liefert

7(0) = V4 (0) (Ve (p) 7'(0)) € R,

denn V¢ (0) : R™ — R. |

11.3.2 Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Fiir Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten kommt man zur folgenden Definition:

Definition 11.14 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ (mit m < n). Fine
Abbildung v : M — TM mit v(p) = (p,v(p)) € T,M nennt man Vektorfeld auf M.

11.3.3 Der Kotangentialraum

Wenn V ein Vektorraum ist, dann definiert man den dualen Vektorraum V* als die Menge
aller stetigen linearen Abbildungen L : V' — R. Ist V endlich dimensional, dann ist jede
lineare Abbildung stetig.

In dem Fall, dass V' ein Unterraum von R™ ist mit {by,...,b,} als eine Basis, dann
kann man jedes Element L € V* definieren, indem man es festlegt auf die Basiselemente:

Lbl =, € R.
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Fiir v = Zzl ¢;b; folgt dann aus der Linearitéat

Lv=1L <zm: Czbl) = Zm: Cszz = zm: C; ;.

=1 =1 =1

Nimmt man das Standardskalarprodukt zu Hilfe, kann man L in Matrixform schreiben
mit der Matrix zusammengestellt aus den Basisvektoren. Definieren wir

bin -+ b
biy -+ by,
B=| " " (11.6)
bln e bmn
so findet man :
L=(o,...,on) (B"B) BT (11.7)
Denn tatséchlich gilt so, dass
m C1 C1 m
L (Z cibi> —L|B| : = (o1, am) (BTB) ' BTB | ¢ | = o
Man soll bemerken, dass die Unabhéngigkeit von {b1, ..., b, } impliziert, dass die m x

m-Matrix BT B invertierbar ist, denn aus dieser Unabhingigkeit folgt die Injektivitit von
B und dann auch, dass BT B positiv definit ist

x-BTBz = ||Vz||* > 0 fiir z € R™\ {0}.
Dann sind alle Eigenwerte von BT B strikt positiv und es folgt det (B"B) > 0.

Definition 11.15 Sei M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ und seip € M.
Den Dualraum T; M zu T, M nennt man den Kotangentialraum an M im Punkt p.

Auch hier wird in der Notation die Stelle p mitgenommen. Wenn T,M = (p, V'), dann
setzt man T>M = (p, V™).

Definition 11.16 Sei M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™.
e Seip € M. Ein Element (p,v) € Ty M nennt man Kotangentialvektor.
e Die Vereinigung T*M = UpeM Ty M nennt man das Kotangentialbiindel zu M.

Wenn nun M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R" ist, dann sind 7,M und
Ty M fiir jedes p € M auch m-dimensional.

11.3.4 Die Pfaffschen Formen

Nachdem wir das Kotangentialbiindel definiert haben, folgen die Pfaffschen Formen.

Definition 11.17 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™. Eine Abbildung
a:M—T"M,

also a(p) = (p,a(p)) € T, M, nennt man eine Pfaffsche Form auf M.

Eine Pfaffsche Form nennt man auch Differentialform von Grad 1.
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11.4 Die Dualitat zwischen Vektorfeldern und Pfaff-
schen Formen

Der Zusammenhang zwischen Tangentialraum, Kotangentialraum, Vektorfeld und Pfaff-
sche Form finden Sie erstmal in der néchsten Skizze.

( M T,M )p — R
Pfaffsche Form\ / Vektorfeld

peM
Sei ¢ : Uy, C R™ — M C R" eine lokale Parametrisierung. Schreiben wir ¢(zo) = p €
M, dann findet man:

)

Lemma 11.18 FEine Basis fir T,M ist {b;}." |, oder genauer {(p,b;)}.",, definiert durch

e (2 e

Die duale Basis fiir Ty M ist dann {(p,b;)};,, wobei b} definiert ist durch

(07, ), = 0ij.

Bemerkung 11.18.1 Auch hier ist 0;; das Kronecker Delta:

P 1 firi=j,
Y 0 fiird # 7.

Die Dualitédt von Vektorfeldern und Pfaffschen Formen an der Stelle p wird bezeichnet
mit
(- ->p CToM < T,M — R.

Es folgt aus 1} mit e; = (0,...,0,1,0,... ,O)T der ¢-te Basisvektor in R™ und 1}

dass fiir w = Bx mit
B = V1 (x),

also gilt (p,w) € T,M, dass

1
BTw.

<b;k7 w)p = e’LT (BTB) B
Will man diese Dualitat weiter untersuchen, dann ist es notwendig die Stetigkeit oder
differenzierbare Abhéngigkeit der Ortsvariablen ins Spiel zu bringen.

Definition 11.19 Sei M eine m-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™ und sei q €
{1,2,...,k}. Man sagt
f: M — R liegt in C* (M;R")

wenn fiir jede lokale Parametrisierung v : U — M, also U C R™ offen, die auflerdem
eine Immersion ist, gilt, dass f o € CY (U;]Re).
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Fiir eine C*-Mannigfaltigkeit braucht man ¢ € C*(U) und f o ¢ hat im Allgemeinen
héchstens k£ Ableitungen. Daher kommt die Einschriankung ¢ < k. Wir erinnern nochmals,
dass g € C1 (U ; RZ), wenn alle partiellen Ableitungen von ¢ bis zur Ordnung ¢ existieren
und stetig sind auf U.

Notation 11.20 Sei M C R" eine Mannigfaltigkeit und ¢ € N.
o Die Vektorfelder v : M — TM mit v(p) = (p,v(p)) € T,M derart, dass
p = v(p) € C (M;R")
bezeichnet man mit VE(M).
o Die Pfaffschen Formen o : M — T*M mit o(p) = (p, a(p)) € T,M derart, dass
p — a(p) € C* (M;R")
bezeichnet man mit Q,(M).

Bemerkung 11.20.1 AufV? (M) und Q, (M) kann man eine skalare Multiplikation mit
C9(M;R)-Funktionen definieren. Fir v € VI (M), a € Q, (M) und h € C9(M;R) setzt
man

(hv) (p) = (p, h(p)v(p)) und (her) (p) = (p, h(p)a(p)),
und findet hv €V (M) und ha € Q, (M).
Auch hier haben sich eigene Notationen durchgesetzt. Sei ¢ : Uy C R™ — M C R"

eine lokale Parametrisierung mit ¢(0) = p, und sei {ey, ..., e, } die Standardbasis fiir R™.
Dann findet man

{iw(o),%ﬁ)(o),... iw(o)}

8:151 ’ 0xm
als Basis fiir 7,,M . Lasst man die lokale Parametrisierung weg und behélt man nur ¢(0) =
p, dann kann man verstehen, dass man oft

0 0 0
—_—, =D, ..., — 11.8
als Basis fiir 7T, M schreibt.

e Ein Tangentialvektor an der Stelle p wird dann eine Linearkombination der Basisele-
mente:

0
v(p) = fl(p)é_gclp+ et fm(p)%p
Fiir die zugehdrige duale Basis fiir 77 M schreibt man
{dxq,...,dz,}. (11.9)

e Eine Pfaffsche Form « wird an der Stelle p dann beschrieben durch eine Linearkom-
bination dieser Basiselemente:

a(p) = gi(p)dzy + -+ g&(p)dm.

Die Dualitét zwischen Tangentialvektoren und Pfaffschen Formen wird dann wie folgt:

(0o, = (s + 4 G0 P05+ ) )

= Z 9; (p) fi(p)-
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Multilineare Algebra

12.1 Antisymmetrische, multilineare Abbildungen

Die Determinante fiir n x n-Matrizen kann man auch auffassen als Abbildung von n
Vektoren in R™ nach R:
det: R" x--- xR" — R,
—_——

n

wenn man die Vektoren v7, ..., 7, als Spaltenvektor schreibt:

det (171,...,'l7n) = det 171 7771

So betrachtet ist die Determinante linear in jeder Komponente, das heifit, fiir jedes ¢ €

{1,...,n} gilt
U; — det (¥4, ...,T;,...,1,) ist linear.

Auflerdem hat sie die folgende Eigenschaft: fiir 1 <i < 7 < n gilt
det(Ul,...,ﬁi,...,ﬁj,...,ﬁn):—det(z_fl,...,27]-,...,@,...,27“).

Wir wollen Abbildungen mit solchen Eigenschaften néher betrachten.

Sei V' ein Vektorraum iiber R. Dann definiert man V* als den Vektorraum der steti-
gen linearen Abbildungen L : V — R. Allgemeiner kann man multilineare Abbildungen
w:VxVx---xV — R definieren. Im Zusammenhang mit Mannigfaltigkeiten spie-
len insbesondere die antisymmetrischen, multilinearen Abbildungen eine wichtige
Rolle.

Definition 12.1 Sei V' ein Vektorraum iiber R und k € N*. Eine Abbildung

w }/XVX---XVJ —- R
b x

1. heifst multilinear, wenn fir jedes i € {1,...,k} und jeden v; € V mit j €
{1,...,k}\ {i} die Abbildung

Vi w (U1, gy, Ug)

linear ist (fir k = 2 sagt man auch bilinear);

129
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2. heifft antisymmetrisch, wenn fir jedes i,7 € {1,...,k} mit i # j und jeden
veeVmitle{l,...,k} gilt:

W (V1 -+ Vi1, Uiy Vig - y Uj—1, V5, Uj1 - - - , Uk)
= —w(vy,... yVi—1, V5, Vig1 « o+ 3 Vi1, Vg, Ujgr - - - , V) -

Das heif$it, die Vertauschung zweier Vektoren in w dndert das Vorzeichen.

So eine Abbildung w, die diese beiden Figenschaften hat, nennt man eine duflere
Form von Grad k. Die Menge aller dufSeren k-Formen bezeichnet man mit A*(V*).

Bemerkung 12.1.1 Fiir k = 0 setzt man A°(V*) = R. Fir k = 1 ist multilinear iden-
tisch mit linear und die Antisymmetrie wird eine leere Bedingung. Dies bedeutet, dass
AY(V*) = V*. Fiir k = 2 fiihrt die Antisymmetrie zu einer echten Einschrinkung.

Lemma 12.2 Definiert man Addition und Multiplikation mit Skalaren wie blich. Fiir
v; €V und X € R setzt man

(wl —|—(JJ2) (Ul, Ce ,’Uk) = 1(1}1, Ce ,Uk) +w2(U1, Ce ,?}k),

() (01, 08) = A wlon, v,
dann ist A*(V*) ein Vektorraum diber R.

Beweis. Direktes Ausschreiben zeigt die Multilinearitét und die Antisymmetrie von wq +
wy und Aw, wenn wy,ws und w diese Eigenschaften haben. [ |

Beispiel 12.3 Sei V = R?. Dann kann man w € A* (V*) = V* darstellen durch
w () = a1y + agwy mit ay,as € R.

Jede lineare Abbildung hat diese Form. Die Antisymmetriebedingung ist eine leere Bedin-
gung bei nur einem Vektor x.

Wie ist A? (V*) fiir V = R?? Wir nehmen x,y € R%. Fiir w € A*(V*) gilt wegen der
Multilinearitdt, dass

w(x,y) = anziyi + 122192 + a21T2y1 + A2222Ys.

Wegen der Antisymmetrie folgt

e ()= ()

also a;; = 0 und ebenso asy = 0. Mit

ma((1)() () ()

folgt a15 = —asy. Das heifit
w(x,y) = aiz (x1Y2 — x2y1) = ajpdet (z,y).

Beispiel 12.4 Sei V = R3.
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e Die Abbildungen w € A' (V*) = V* werden dargestellt durch
w(x) = a1y + agxy + azxs mit aj, as, az € R.
Es gilt dim (A (V*)) = 3 = dim(V).
o Fiir w € A*(V*) wird durch die Multilinearitit die folgende Vorschrift vorgegeben.:
3
w(z,y) = Z Qi TiYj-
ij=1

Wie bei R? findet man a1; = ago = asz = 0 und a1o = —as1, a3 = —as; und
(93 = —age. Dies fiihrt zu
_ T
w (ZE, y) = Ay

mit A € M>3(R) derart, dass A= —AT:

0 Q12 Qi3
A = —Qa12 O 923
—aj3 —azs 0

Jede solche Abbildung und auch nur solch eine, erfillt die Multilinearititsbedingung
und ist auch antisymmetrisch:

w(z,y) =a"Ay = (:ETAy)T =yl AT = —yT Az
Es folgt, dass dim (A* ((R®)")) = 3.

o Fiir w e A3 (V™) liefert die Multilinearitit

3

W(%?J,Z): E A5k TiYj k-
i,j,k’:].

Auch hier folgt asx = ay; = api; = 0 fir alle i,k € {1,2,3} und sonst
Q123 = —0213 = G231 = —A321 = 4312 = —a132.
Es gilt

w(x,y, 2) = a123 (T1Ya23 — Tay123 + T1Y321 — T3Ye21 + T3Y122 — T1Y322)

= ai23 det (l‘, Y, Z) :
Weil nur eine Konstante zur Verfiigung steht, folgt dim (A® ((R®)")) = 1.

Sei {e1,...,e,} eine Basis fiir V. Dann ist L € V* durch die Werte auf den Basisele-
menten festgelegt. Anders gesagt {e1,...,e,} C V* mit

gi(crer + -+ cpey) =c¢ firalle ¢q,...,c, €R (12.1)
bildet eine Basis fiir V*. Dies bedeutet
dim (A'(V*)) = dim V* = dimV = n.

Wegen der Linearitét reicht es iibrigens fiir (12.1]), wenn man ¢; (e;) = J;; setzt.
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Aus der Multilinearitét folgt, dass jede k-multilineare Abbildung durch die Werte
angenommen auf {eg,.. .,en}/LC festgelegt ist. Die Antisymmetrie sorgt dafiir, dass der
Wert unter Permutationen festliegt. Das heifit, w € A¥(V*) ist genau festgelegt, wenn alle

Cir ig,uyipy = W(Gil,GiQ,. .. ,eik) mitl <4y <tga<--- <1, <n

bekannt sind. Das heifit, man kann genau (Z) Koeffizienten frei wiahlen und dies bedeutet
A*(V*) ist (}})-dimensional.

Lemma 12.5 Fir dimV = n hat man dim (A*(V*)) = (7).

Korollar 12.6 FirV =R" hat man w € A"(V*), genau dann, wenn
w(v1,...,v,) =cdet (vy,...,0,).

Beweis. Die Determinante ist als Funktion der n Spalten multilinear und antisymme-
trisch. Weil dim (A™((R™)")) = 1 gilt, folgt, dass jedes Element in A"((R")") ein Vielfaches
der Determinante ist. [

12.2 Das duflere Produkt
Eine Permutation o ist eine bijektive Abbildung auf {1,2,... k}. Schreibt man
o ( 12345 )
3 2 15 4)°
dann gilt k£ = 5 und meint man o(1) = 3, 0(2) = 2, 0(3) = 1 usw. Zéhlt man wie oft man

zwel Zahlen in der zweiten Zeile vertauschen muss um die Identitét zu bekommen (hier
2), dann unterscheidet man gerade und ungerade Permutationen und setzt

1 bei einer geraden Permutation o,
—1 bei einer ungeraden Permutation o.

sgn (o) = {

Man kann zeigen, das die Zahl der Vertauschungen, die man braucht fiir eine bestimmte
Permutation, nicht abhéngt welche paarweise Vertauschungen man benutzt. Man kann
sich festlegen, dass man nur nebeneinanderstehende Zahlen vertauscht. Schreiben wir o ;
fir die Vertauschung von ¢ und j > ¢ und nennen o, ;41 ungerade, dann folgt, dass

Oiitk+1 = Oitkji+k+1 © Oiit+k © Oitkitk+1

und mit Induktion, dass auch o; ;1 mit k& > 1 dann ungerade ist.

Definition 12.7 Seien w € A*(V*) und n € A™(V*). Das dufBere Produkt w A1 von
w und n wird definiert durch

(W/\n) (Ula'~~>vk+m) =

1
Tl Z sgn (o) w (Ua(l), . ,va(k)) n (va(k+1), . ,vg(ker)) . (12.2)
o o€Permy

Hier ist Permy., die Menge aller Permutationen von {1,..., k+ m}.
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Bemerkung 12.7.1 Andere Namen fiir A\ sind Dachprodukt, Keilprodukt und sogar Hut-
produkt. Wenn man interessiert ist an der abstrakten Struktur hinter diesem A-Produkt,
dann suche man in der Literatur nach Grassmann-Algebra.

Lemma 12.8 Fiir w € A*(V*) und n € A™(V*) gilt w Anp € AmTH(V*).

Beweis. Die Multilinearitét sieht man direkt. Die Antisymmetrie folgt aus sgn (0;; 0 o) =
—sgn (o) und mit ein wenig Buchfiihrung. |

Beispiel 12.9 Fiir w,n € AY(V*) folgt
(w A7) (01,02) = w (01) 7 (v2) —w (V2) 7 (V1) -
Fiir w € A{(V*) und 1 € A2(V*) folgt
(WA ) (01,02,03) = w (v1) 7 (v2, v3) = w (v2) 7 (v1,03) + w (v3) N (V1,02)

Theorem 12.10 (Rechenregel fiir das duflere Produkt)
Sei wiy € AM(V*), n € AY(V*) und v € A™(V*). Es gilt:

1. (w14 w) An=wi An+ws An;
2. wAnp=(—D"nAw;
3. (wAN)Av=wA(nAv).
Beispiel 12.11 Fliir wy,ws, w3 € AN (V*) hat man

wi (v1) wi(v2) wi(v3)
(W1 Awa Aws) (v1,v2,v3) =det | wa(v1) wa(v2) w2 (vs)
ws (V1) ws(v2) w3 (v3)

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus der Definition. Fiir die zweite soll man
bemerken, dass

(77 N w) (Ulv R RN/ PR 7U€+k) = (w A 77) (varla cos Uk, U1, - - >Uf>
und dass man mit k¢ Vertauschungen (vy,...,vs) vor (Vpi1,...,Vex) bekommt:
(WAN) (Vpsty -+ s Vpghey V1, -+, V) = (—1)“ (WAN) (V1. Ve Votty - ey Votge) -

Um die letzte Behauptung zu beweisen, mufl man ein guter Buchhalter sein. Wenn man
bedenkt, dass

1
L) Z 520 (0) W (Vo (1) - - - Vo(k)) 1 (Vo(hin), - - -+ Volhtm)) =
o oc€Permy,
= Z sgn (o) w (%(1), . ,Ua(k;)) n (Ua(k+1)7 . ,va(k+m)) )
oc€Permyy,,

o(l)<o(2)<-<o(k)
o(k+1)<o(k+2)<--<o(k+m)

bemerkt man, dass die Definition nur davon abhéngt, welche k£ Kugeln sich in dem w-
Beutel und welche m-Kugeln sich in dem 7-Beutel befinden. Es wird {iber diese Verteilun-
gen summiert und nicht iiber die Folge in jedem Beutel. Weil es fiir die Verteilung egal
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ist, ob man erst in Haufchen mit £+ ¢ und m Kugeln verteilt und dann das £+ ¢ Haufchen
nochmals in ein k£ und in ein ¢ Hiufchen aufteilt, oder gleich in drei Haufchen mit k, ¢
und m Kugeln, gilt

(WAR) AV) (01, Vkogm)

= Z sgn (U) w (Ua(l)a cee 7vo(k)) n (Ua(k-l-l)a cee 7va(k+f)) v (vo(k+€+1)7 s )Uo(k+€+m))
ocPermy oy,
o(l)<o(2)<---<o(k)
o(k+1)<o(k+2)<--<o(k+£)
o(k+0+1)<o(k+0+2)<---<o(k+L+m)

= (WA MAV)) (V1,5 Okgerm)

und die dritte Behauptung. ]

Wir kénnen sogar eine Basis fiir A¥(V*) konstruieren. Sei {ey,...,e,} eine Basis fiir
V und sei {ey,...,¢e,} die duale Basis fiir V* wie in (12.1)). Man nennt eine Teilmenge

I:{i17i2,...,ik} - {1,2,...,72,}

ein geordneter k-Tupel aus {1,2,...,n}, wenn 1 < i3 < iy < -+ < i < n. Wir
definieren
Er =6y NEiy Ao+ A€y (12.3)

Theorem 12.12 Sei V' n-dimensional und T, die Menge aller geordneter k-Tupels aus
{1,2,...,n}. Sei e, definiert in . Dann ist {er; 1 € T, 1} eine Basis fir A*(V*).

Beweis. Man betrachte die Uberlegungen bei Lemma [12.5] ]

Seien V und W Vektorrdume {iber R und sei L : W — V eine lineare Abbildung.
Mit dieser linearen Abbildung L lisst sich eine lineare Abbildung L* : A*(V*) — A*(W*)

konstruieren:
(L'w) (wy, ..., wg) = w (Lwy, ..., Lwy) .

Notation 12.13 Man sagt, eine duflere Form w auf V' lisst sich mit einer linearen Ab-
bildung L - W — V' zuriickziehen zu einer dufSeren Form L*w in W.

L

w — V
ARy & ARV
Schlussendlich wollen wir noch zeigen, dass ein inneres Produkt von einem Vektor
v € V mit einer k-Form w eine (k — 1)-Form liefert:

Definition 12.14 Sei v € V und w € A*(V*) mit k > 1. Dann setzt man (v 1 w) €
AL (V*) durch

(v Jw) (Vg .., v51) =w (v, 01, ..., v5—1) fiirv; € V.
Bemerkung 12.14.1 Zu v 1 w sagt man v eingehdngt in w”.

Man findet v 4 w € A*¥1(V*), weil die Multilinearitit und die Antisymmetrie von
v 1 w folgt aus der von w.
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12.3 Ortsabhingige duflere k-Formen

Definition 12.15 Fiir die Standardbasis {e1, ..., e,} in R™ definiert man dx; € A ((R™)")
fiir v=wviey + - -+ 4+ vpe, durch

dz; (v) = v;.
Eine Basis fiir A* ((R")") ist dann
{dzjy Ndxig N+ Ndxy, ;1 <iig <idg < -+ < <n}.
Das wiederum heif3t, dass jede duflere k-Form w die Gestalt

w = Z wi1i2---ikdxi1 A\ dfiz FANEIIRIVAN dl’lk (124)

1< <9 << <n

hat. Wir kénnen dann diese allgemeine Form von der Stelle z abhéngen lassen, indem
man wj,;,. 4, als Funktion von x zuldsst. Wegen der Antisymmetrie hat man

dxil N dQIiZ = —dlCiQ VAN dxl-l

und man kann sich bei der Summierung ohne Verlust der Allgemeinheit beschrénken auf
geordnete k-Tupel.

Notation 12.16 Fiir w;,. ;, € CYU) mit U C R™ offen, nennt man w in eine
duflere k-Form der Klasse C* auf U und schreibt

w e Q).
Vergleichen wir dies mit Notation [11.20} so findet man fiir k = 1, dass QF (U) = Q,(U).

Bemerkung 12.16.1 Man erinnere sich, dass C*(U) die Menge der (-mal stetig-differen-
zierbaren Funktionen f: U — R ist.

Die einfachste Art, eine 1-Form zu definieren, ist wie folgt:

Definition 12.17 Das Differential von f € C**Y(U) mit £ > 1 fiir offenes U C R®
definiert man durch
_of of

dz,,.

Bemerkung 12.17.1 Da man eine Funktion auf U auch als Nullform auffassen kann,
gilt sozusagen Q. (U) = C*T(U).

Bemerkung 12.17.2 Fiir solche f ist df also eine Differentialform von Ordnung 1.
Fiir f € C*Y(U) folgt df € Q}(U) und mit v = vie; + -+ + vye, gilt
df (v) =V f-v.

Genauer wire es, wenn man schreiben wiirde df (p,v) = Vf(p) - v.
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Skalarprodukt und Volumenform

13.1 Allgemeines Skalarprodukt

Bis jetzt sind wir nur dem Standardskalarprodukt begegnet. Fiir V = R" wird
(,):VxV >R

definiert durch (z,y) = > | 2;y;. Wir mochten ein allgemeineres Skalarprodukt zulassen.
In der Physik ist man zum Beispiel interessiert an

T U1
x
> 1, b2 = Ty + Tayo + x3y3 — LS.
xs3 Ys
t S

13.1.1 Definition des Skalarproduktes

Definition 13.1 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Die Abbildung g : V xV — R
nennt man ein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt, wenn folgendes erfillt ist:

1. (v1,v9) — g (v1,v9) ist bilinear (sieche Definition ;
2. g ist symmetrisch: g (vi,vs) = g (v, v1);
3. g ist nicht-ausgeartet: Sei w € V' derart, dass g (v,w) =0 fir alle v € V', dann gilt

w = 0.

Bemerkung 13.1.1 Wenn wir V. =T,M betrachten, dann wird g im Allgemeinen auch
von der Stelle p € M abhingen und man bekommt g : M x T,M x T,M — R. Fiir jede
p sollen die Bedingungen in Definition erfillt sein und als Funktion von p soll g
geniigend nett sein.

Wenn B = {by,...,b,} eine Basis ist fir V, dann kann man eine Matrix Mp(g) €
M ™ (R) definieren durch

(Mp(g));; = g (bi, bs) . (13.1)
Firv=> " zb;und w="> ., y;b; gilt dann
Ty Y1
g (v,w) = : - Mg(g) : : (13.2)
Ip Yn

Wenn g symmetrisch ist, folgt Mp(g) = Mp(g)*.

137
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Lemma 13.2 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und sei g : V x V. — R bilinear
und symmetrisch. Dann sind dquivalent:

1. g ist nicht-ausgeartet;
2. fiir jede Basis B fir V' gilt det (Mp(g)) # 0;
3. es gibt eine Basis B = {by,...,b,} mit

g(biby) =0 fir alle i £,
g (bi,b;) #0  fir alle i = j;

4. es qibt eine Basis B fir V derart, dass

1 0 -+ oo oo 0
0 .
I, O o1 T :
Malg) = 5m )= o
0
0 -+ «ov - 0 =1

das heifit, Mg(g) ist eine Diagonalmatriz mit nur 1 und —1 auf der Diagonalen.

Beweis. Sei B = {b;....,b,} eine Basis fiir V und definiere Mpg(g) wie in (13.1]). Die Ma-
trix Mp(g) ist symmetrisch und symmetrische Matrizen sind orthogonal diagonalisierbar.
Das heifit, es gibt eine Transformationsmatrix S und eine Diagonalmatrix D derart, dass
S—! = ST und
Mg(g) = STDS. (13.4)
Auf der Diagonalen von D stehen die Eigenwerte von Mp(g).
1 = 2. Schreiben wir v und w wie in , dann ist die dritte Bedingung in Definition
M3l identisch mit
v Mp(g)y = 0 fiir alle z € R* = y = 0. (13.5)
Wenn Mp(g) einen Eigenwert gleich 0 hat, dann gilt nicht fiir einen zugehorigen
Eigenvektor y, der ja ungleich 0 ist. Also hat Mpg(g) keinen Eigenwert gleich 0. Da

det (Mp(g)) dem Produkt der Eigenwerte gleicht, findet man det (Mg(g)) # 0.
2 = 3. Sei D und S wie in ([13.4) mit ST = S~!. Setzt man

b; = i Sijb;
j=1

so folgt aus der Bilinearitét

(MB(Q))ij = g(bi,b;) = SitSjrg (be, br) = Sie g (be, br) (ST)kj (13.6)
(=1 k=1 =1 k=1
und aus der Definition von Mpg(g), dass
(B36) = > > S (Mg (9) (57),,

L

ij
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Fiir {IN)l, ceey Bn} als neue Basis folgt Mjz(g) = D, eine Diagonalmatrix mit den Eigenwer-

ten von Mp(g) auf der Diagonalen.
3 = 4. Setzt man b; = ]DZ-Z-|_1/2 b;, so folgt

A _ B S 0 fiir ¢ # j,
g(b bj ) |Du| Y2 |DJJ| 1/29<bivbj) = . .
sgn (Dy;) fiir @ = j.

Durch eventuelles Umsortieren der b; kann man dafiir sorgen, dass erst 1 und dann —1
auf der Diagonalen steht.

4 = 1. Sei w derart, dass g(v,w) = 0 fiir alle v € V. Sei B = {l;l, - ,l;n} eine Basis
mit Mp(g) wie in 1} Wir schreiben den Vektor w auf dieser Basis, w = > | vibi,
und weil ¢ (v, w) = 0 fiir alle v, gilt

2" Mg(g)y = 0 fiir alle z € R™.

Es folgt, dass Mpz(g)y = 0 und dies ist mit Mz(g) wie in (13.3]) genau +y; = 0 fiir alle
ie{l,...,n}. Also gilt y = 0 und dann auch w = 0. [ ]

Bemerkung 13.2.1 Se: V, g und B wie im letzten Lemma. Nennen wir die Zahl der
positiven Eigenwerte p und die Zahl der nega,tz'ven d, dann ist das Paar (p,q) die Signatur
des Skalarproduktes g auf der Basis B. Aus folgt p+q = n. Man kann sogar zeigen,
dass diese Signatur unabhdngig von der gewahlten Basuis ist.

Definition 13.3 Se: V' ein n-dimensionaler Vektorraum und sei g : V xV — R ein
nicht-ausgeartetes Skalarprodukt auf V.

1. FEine Basis B = {ey,...,e,} derart, dass Mg (g) wie in ist, nennen wir eine
Standardbasis beziiglich g fir V.

2. Die zugehorige Standardbasis fir V* ist dann {e1,...,e,} C V* mit
- |1 firi=y,
&@ﬂ—&f_{OfWi#j
Beispiel 13.4 Definieren wir g : R3 x R® — R durch
4 1 1
glry)=a"| 1 4 1 |y, (13.7)
11 —4

dann bekommt man ein nicht-entartetes Skalarprodukt. Die Symmetrie von g folgt aus der
Symmetrie der Matriz. Weil die Determinante dieser Matrix gleich —66 ist, ist g nicht-
ausgeartet. Eine Standardbasis fiir R® beziiglich dieses g ist dann, nach einigem Rechnen,

() T (VBI+11) T (VBI-11) 1\ )
6\/6 415_,’_49\/@ 435 449\/@
B = —% 6 |, M M > .
Ve 15_19./59
0 -1 -1
X P+TVE -TVE J
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Vielleicht ist es mal lustig dies zu berechnen, jedoch selten sinnvoll. Es reicht zu wissen,
dass es so eine Basis gibt. Diese dreir Vektoren sind tibrigens Figenvektoren der Matrix in
mit einer passenden Skalierung. Man findet hier

0
0
-1

Mg (g9) = (13.8)

S O =
S = O

Statt diese Basis B jedoch explizit zu berechnen, findet man die Signatur von g, wenn man
bedenkt, dass wegen des Vorzeichens der Determinante der Matrix in nur (p,q) =
(2,1) oder (p,q) = (0,3) zutreffen kann. Dazu erinnere man sich, dass die Determinante
das Produkt der Eigenwerte ist und bei —66 die Anzahl der negativen Figenwerte 1 oder
3 sein muss. Weil

ger+eg,e14+6e)=10>0

und weil fiir den grofiten Eigenwert der Matriz in gilt, dass

g(er +ea,e1 + €2)

N~ 800
) e +€2||2

5 =
lol20  |[v]|

= 5’
gibt es mindestens einen positiven Figenwert und bleibt nur (p,q) = (2,1). Wegen Lemma
gibt es eine Basis B mit Mp(g) wie in (15.8).
Beispiel 13.5 Man sieht, dass
4 1 2
gle,y)=a"| 1 4 -7 |y,
2 =7 16

kein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt gibt, weil die Determinante gleich 0 ist.

13.1.2 Skalarprodukt fiir den Dualraum

Definition 13.6 FEin Skalarprodukt g : V x V — R liefert ein zugehoriges Skalarprodukt
g:V*xV*—= R durch

g, B) =Y > (Ms(g9)™"),, a(b) B(b;) fira,peV" (13.9)
i=1 j=1
Hier ist B = {by,...,b,} eine Basis fir V.

Bemerke, weil det (Mp(g)) # 0, dass die inverse Matrix Mp(g)~! existiert. Die Matrix
Mp(g)~! ist auch symmetrisch.

Wenn es aus dem Kontext klar ist, welche Basis B = {by, ..., b,} man hat, sieht man
oft die folgenden Schreibweisen:

95 = (Mp(9));; und g7 = (Mp(g9)™"),, - (13.10)
Der Grund, dass man in ([13.9)) die inverse Matrix benutzt, ist das folgende Ergebnis:

Lemma 13.7 Die Definition von g in 15t unabhdngig von der Wahl der Basis.
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Beweis. Sei B = {fi,..., f,} eine andere Basis und sagen wir fiir
Fy ... P, n
F = : : gilt fi = ZFmbk-
F. ... F,,

Die Matrix F' ist invertierbar und es gilt dass

(Mz(9));; = 9 (fis /i) ZZsz jeg (b be) = (F Mp(g) F'),..

k=1 (=1
Es folgt
a(f1) B(f1) n [ Fuealby) n [ FuB(be)
: - Mp(9)™! : = : - Mp(g)™! :
a(fn) B(fn) F=1\ Fog a(br) =1\ Four, B(be)
(b1) B (b1)
—|F (F Mg(g) FO) ' F |
o (by) B (bn)
a(by) 1 3 (b1)
_ FT((FT) " My F) F |
a (bn) B (bn)
a (b1) B (b1)
= Mg(g)~" :
a (by) B (bn)

Dies ist genau
DD (Mp(9)™),, a(f) BUN =220 (Mslg)™),, abi) 5(by)

und die Behauptung, dass die Definition in ((13.9) nicht von der Basis abhéingt. ]

Dieses Skalarprodukt wird wie folgt erweitert auf die Raume A*(V*):

Definition 13.8 Se: g : V x V. — R ein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt und B =
{e1,...,en} eine Basis fir V. Dann definiert man das Skalarprodukt

g: AP (V) x AF(V*) = R,
mit g wie in (13.10]), wie folgt:

= _ i1]1 4i2]2 ik . . . :
g (wy,we) = g g g g wy (e, €0) wa (€., €5,)
1< <9< <ip<n
1<j1<ge < <gr<n

fiir wy,wy € AR(V*). NB: Auch hier hingt g nicht von der Basis ab.
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13.1.3 Volumenform und Orientierung

In R? und R? kénnen wir uns eine Vorstellung davon machen, was wir unter einer rechts-
oder linksorientierten Basis verstehen. In hoheren Dimensionen haben wir keine Vorstel-
lung, die uns dabei helfen wiirde, links oder rechts zu unterscheiden. Wir kénnen aber
schon alle Basen in zwei Klassen aufteilen. Seien B, = {ey,...,e,} und By = {dy,...,d,}
zwei verschiedene Basen, dann gibt es eine Matrix F', die B, iiberfiihrt in By :

Wenn det (F') > 0 sagen wir, dass B, und By gleich orientiert sind; wenn det (F') < 0
nennt man B, und By entgegengesetzt orientiert.

Definition 13.9 Se: V' ein Vektorraum mit einem nicht-ausgearteten Skalarprodukt g
und sei B = {e1,...,e,} eine Standardbasis wie in Definition mit Mp(g) wie in
13.9). Dann nennt man dV € A" (V*), definiert durch

g(vi,en) -+ g(vn,e1)
AV (vy,...,v,) = det : : ) (13.12)

g (vla en) e g (vna en)
die Volumenform zu g.

Bemerkung 13.9.1 Diese Volumenform ist nicht ganz unabhdingig von der gewdhlten
Standardbasis. Seien B, = {e1,...,e,} und By = {dy,...,d,} beide eine Standardbasis.

Fiir F als in (13.11) gilt
g (ei,d;) = Z Frg (ei,ex) = Fjig (ei, ;)
k=1

und
n

glendy) =Y (F),9(dedy) = (F'), g(d;,dy).

k=1

Also folgt Fj; = (F71);; und das heifpt FT = F~'. Weil
Mg, (9) = F~'Mp,(9)F = F' Mg,(9)F
folgt mit der Signatur (p,q) auch, dass
(1) = det (Mp,(g)) = det (FT) det (Mp,(g)) det(F) = (det(F))? (—1)9

und det(F) = £1. Dann gilt mit der Linearitdt, dass

det <(g (v, dj))ij) — det(F) det ((g (v, ej))ij) — +det (<g (v, ej>>ij) .

Das +-Zeichen der so definierten Volumenform hdingt also ab von der Orientierung der
Basis. Fiir alle Basen, die gleich orientiert sind, bekommt man die gleiche Form. Ist eine
Basis entgegengesetzt orientiert, so findet man zusdtzlich ein Minus-Zeichen. Wenn man
zum Beispiel ey und ey in der Basis vertauscht, dndert sich die Orientierung.

Bemerkung 13.9.2 Auch hier wollen wir V. = T,M betrachten und man wirde, fir
g: M xT,M x T,M abhingig von p, eine Volumenform dV (p;vy,...,v,) bekommen.
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Wenn {e1,...,e,} die duale Basis auf V* zu der Basis B wie in Lemma 4 ist, das
heit ¢; (e;) = 0,5, dann gilt

dV = (=1)%e; Aea A+ Ney. (13.13)
Um ((13.13) zu zeigen bemerke man, dass es reicht, wenn man ([13.13)) fiir Basisvektoren
beweist. Weil dim (A" (V*)) = 1 gilt, hat eine Basis fiir A" (V*) genau ein Element, zum

Beispiel €1 Aeg A--- Ag,. Dann gilt, dass dV eine Konstante mal dieses Basiselement ist.
Testet man mit dem n-Tupel (e, ..., e,) so findet man

dV (e1,. .. ep) = det (g <ei,ej)z.j) — (1) = (1) (e Ao A Aen) (ers.. s en).

Beispiel 13.10 Wir betrachten M = R?/ ~ mit (a1, as) ~ (b1, bs) wenn ay — by € 277
und ay — by € 2nZ. Wir definieren das Skalarprodukt g : M x R? x R? fiir Konstanten

0 <r < R durch ,
R+ 0
g (p,x7y) = IT ( ( TC(;)S (p2)) r2 ) Y. (1314)

Eine Standardbasis wie in Definition |15.5 ist dann

{20}

Die zugehirige Volumenform (Flichenform wdre vielleicht passender) wird

g (p;v1,er) g(p;vz,en))
dV (p; vy, = det
(prvr, v2) = de (g(p; v1,e2) g (p;va,es)

et ( o1t (R +7cos (p2)) var (R + 7 cos (p)) )

V12T VooT

7 (R +1cos (p2)) (Vi1v22 — V12v21)

=71 (R4 rcos(ps2)) (dry A dxs) (v1,v2) .
Wenn man M aufrollt mittels

(R+ rcosp)cost

Ma(ﬁ,@)Hw(ﬁ): (R 4+ rcosp)sin
14 7 sin ¢

dann sieht man, dass das Skalarprodukt in (13.1/4]) fiir M genau die passende Volumenform
liefert fiir den Torus in Beispiel [I1.5 mit den iblichen Koordinaten:

dV(( Z ) ) —r (R+rcos () (d9 A dg)

Siehe Abbildung|13.1. Der Faktorr (R + rcos (¢)) ist genau derjenige, der erscheint, wenn
man ein Integral iber den Torus definiert:

//Tomsrny S = /@:/ﬁ: (fov) ( z ) r (R +rcos (p)) ddde.

Das Ganze ist kein Zufall, denn g in (13.14) ist absichtlich so konstruiert worden.
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Abbildung 13.1: Wie man aufre=llen kann. Beispiel |13.10

13.1.4 Hodge-Operator

Fiir den n-dimensionalen Vektorraum V' gilt

dim (A™ (V*)) = (”) - < " ) = dim (A" (V"))

m n—m

In der folgenden Definition wird eine bijektive Abbildung von A™ (V*) nach A"~ (V*)
festgelegt. Diesen Hodge-Operator findet man in der algebraischen Geometrie.

Definition 13.11 Sei V' ein Vektorraum mit einem nicht-
ausgearteten Skalarprodukt g und dV der Volumenform in

. Fir w e A (V*) definiert man xw € A" (V*)
als die eindeutige (n —m)-Form derart, dass

wAn=g(xw,n)dV fir allene A""™(V").
Die Abbildung

s AT (V) = AP (V)

nennt man Hodge-Operator.

W.V.D. Hodge

Bemerkung 13.11.1 Dieser Hodge-Operator ist abhingig vom Skalarprodukt g. Figent-

lich hétte man also *, schreiben miissen.

Dieser Hodge-Operator ist wohldefiniert und das sieht man wie folgt: Fiir w € A™ (V*)
und n € A" (V*) gilt w Anp € A" (V*). AuBerdem ist fiir jedes n € A"™ (V*) die
Abbildung

(n—wAn) € LA™ (V);A" (V)

linear. Weil ¢ € A" (V*) bedeutet, dass ( = ¢ dV mit der Volumenform dV/, gibt es eine
lineare Abbildung ¢ von A"~™ (V*) nach R, also ¢ € (A"™™ (V*))", mit

wAn=c(n)dV fir alle n € A" (V).

Weil g ein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt auf A™~™ (V*) ist, gibt es wegen Lemmam
hochstens eine Form v € A (V*) mit

c(n)=g(v,n) fur allen € A" (V*).
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Weil (A" (V*))" und A"~ (V*) die gleiche Dimension haben, gibt es auch genau eine
Form. Also ist *w := v tatséchlich wohldefiniert.

Lemma 13.12 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit einem nicht-ausgearteten Ska-
larprodukt g mit Signatur (p,q). Dann gilt

1. Sei {e;};_, eine Standardbasis fiir V wie in Lemma[13.24 und seien &; € A' (V*)
derart, dass €; (e;) = 0;;. Fir eine Permutation o auf {1,...,n} mit

c(l)<o(2)<---<o(m) undo(m+1)<o(m+2)<---<o(n)
qgilt
% (€at) Ao A+ ACotm)) =
(_1)q sgn (O‘) ga(m+1)a(m+1) N ‘ga(n)a(n) (5U(m+1) A Eomiz) Ao e A 5U(n)) )

2. Seiw € A™ (V*). Dann gilt

* ok W = (—1)m("7m)+q

w.
3. Seien w,n € A™ (V*). Dann gilt
g(xw,*xmn) = (_1)qg (w,n).

Beweis. 1. Sei i, € {1,...,n}. Wenn {iy,is,...,7,} keine Permutation von {1,...,n}
ist, dann gibt es zweimal die gleiche Zahl und es folgt

67;1/\51'2/\"'/\51'”:0.

Die einzigen nicht-trivialen k-Formen e;, Aey, A--- Ag;, sind die, bei denen {iy, g, ...,7,}
eine Permutation ist. Schreiben wir fiir die Permutation:
1 2 ... 1 ...
o={ . mem o) (13.15)
11 12 im ¥ s In—m

Dann gilt wegen (|13.13]), dass

€i1/\€i2/\"'/\€im/\€j1/\€j2/\"'/\€jn_m =
=sgn(o) e AegA---Ne, = (—1)%sgn (o) dV. (13.16)

Jede Permutation der letzten n —m Terme in ;, A---A¢;,, Agj, A---Agj, . am Anfang
von liefert + (—1)sgn (o) dV. Man kann daraus schliefen, dass es eine Zahl ¢ gibt
derart, dass

k(€ NEiy No- Neg ) =cej Nejy N Negj

und darf dabei annehmen, dass j1 < jo < -+ < Jp_m. Weil
g (gjl /\ €j2 /\ e /\ gjnfm78j1 /\ €j2 /\ e /\ gjn—m) — gjljlgj2j2 . g.jn—mjnfm
und ¢g/*k € {—1,+1} gilt, folgt fiir

c= (_1)q Sgn (0—) gjljlngj? . gjn—mjn—m’
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mit Definition dass
g(* (g NEiy Ao NeEi ) 65 NEJ, /\--‘Asjn_m) dv
=cg (5j1 NEjg Nov - NEj_ s Ej NEjy Nov s A €jn_m) dVv
= (—1)7sgn (o) ("1 g’ .. .gj”””j"*m)2 dv =
= (—=1)%sgn (o) dV
=sgn(o) eg Nea A~ Ney
=€y NE N N€j, N€jy NEjy N NEj,_ .

2. Firw=c¢c;=¢;;, Ny Ao+~ Ngg, mit I = {iy,i9,...,03}, 1 <i3 <ig < -+ <ip <n
und J das Komplement zu [, mit der Standardanordnung so wie es auch in ({13.16)) definiert
ist, und mit

- 1 2 ... n—m n—m+1 ... n
Ji J2 o Jn-m 11 U

gilt, dass
xxep = ((—1)%sgn (o) g1 g72 . g/mminome )
= (—1)" sgn (o) sgn (5) g7 g7 ... ghn-minom gt g2z giming,
= (=1)mmm (Z1)de.
Man verwendet, dass sgn (o) sgn (5) = (—=1)"™™™ und
gt gire | gineminmm gt gizie - glmim — 4P (_1)9

Weil {e/; I geordneter m-Tupel aus {1,...,n}} eine Basis fiir A" (V*) bildet, ist der Be-
weis fast komplett. Man muss sich nur noch iiberlegen, dass mit zuséatzlichen Funktionen
fr gilt, dass

* Z frer | = Z fr (xep).
|/=m | T/=m
3. Sei w,n € A™(V*). Dann gilt mit dem zweiten Ergebnis oben, dass
glxw,xn)dV = w A () = (=1)"7 (4) A
= (=) g x g w)dV = (1) g(n,w)dV = (=1)% glw,n)dV. =

Wenn V' = R" betrachtet wird, ist der Hodge-Operator einfach zu definieren.

Lemma 13.13 Betrachten wir V = R™ mit dem Standardskalarprodukt g(v,w) = > | v;w;.
Fiir
w=dz;, Ndz;, \--- Ndz;,,

und 1 <1y <ig < -+ < iy, <n findet man

« w=sgn(o)dr;, Ndx;, N--- Ndzx;, .
mit, wie in ,

o 1 2 ... m m+1 ... n
Z-1 Z'2 Zm jl jnfm '

Weil sgn (o) = sgn (071), folgt auch sofort, dass
kK W= w. (13.17)
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13.2 Wieso?

Warum all dieses? Wir mochten das Werkzeug bereitlegen, um auch bei Mannigfaltig-
keiten zugehorende Integrale auf passende Weise festzulegen und gegebenenfalls auch zu
berechnen. Verwendet man Differentialformen, dann sieht die allgemeine Form des Satzes
von Stokes harmlos aus:

(13.18)

Hier ist M eine glatte m-dimensionale Mannigfaltigkeit in R” mit einer glatten (m — 1)-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M als Rand und soll w € Q°7" (M) gelten. Fiir dw folgt
dann dw € Qf* (M).

In einer Dimension sieht dieser Satz iibrigens wie folgt aus:
b
/ dw =w (b) —w(a). (13.19)

Wieso in ([13.18)) dann ein negatives Vorzeichen liefert, so wie es bei w(a) in ((13.19)) steht,
muss durch die Definition vom Integral iiber OM gekléart werden.

13.3 Gradient, Divergenz und Rotation in R"

Bevor wir uns auf Mannigfaltigkeiten begeben, erinnern wir nochmal an einige Differen-
tialoperatoren in R™.

Definition 13.14 e Der Gradient fir f € C* (R™";R):

of
dz1
of
grad f =V [f = 89'62 c C°(R™";R").
af
dp
e Die Divergenz fir v € C* (R";R"):
ov;  Ovg ov,
dive=V-v=_—+_——+..-+— € C’'(R%,R).
8x1 a{L'Q 8l’n ( )
e Die Rotation firv e C' (R* R?):
5 U1 @ o o
rot v =V X v =det ai vg ey | = gﬂ—gﬂ ECO(R3;R3).
5 vy _ vy
da; U3 O dur 0wz

Auf englisch: rot v = curlv.

e Der Laplace-Operator fir f € C? (R";R):

0\’ 0\’ 0\’
Af:divgradf:V.Vf:(a—m> f+<8_x2) f+...+<%> f.
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13.4 Die klassischen Siatze von Gaufl und Stokes

Der allgemeine Satz von Stokes liefert einige Spezialfille, die wir hier betrachten werden,
erst einmal ohne Beweis. Als erstes beschreiben wir eine praktische Schreibweise fiir das
betreffende Integral in 3 Dimensionen.

Man nennt das Dreibein {a, b, c} C R? positiv orientiert, wenn (a x b) - ¢ > 0.

Lemma 13.15 Wenn ¢ : A C R*> — R3 eine Immersion ist, M = (A) eindeutig
parametrisiert ist, und wenn v ein Vektorfeld auf M ist und do das Oberflichendifferential,

dann gilt
//v-nda—//(vow)(x,y)- (g—iﬁ X g—j) dxdy.
A

M
Das Dreibein {g—f, Z—Z, n} soll positiv orientiert sein; n ist ein stetiger Normaleneinheits-

vektor auf M.

Das Oberflachendifferential gehort zu der positiven Volumenform auf M, die wir spéter
noch genau definieren wollen. Als Notation fiir 2d-Volumenintegrale in 3d (Flacheninte-
grale) ist do oder dS iiblich; Fiir Wegintegrale ist es ds.

Theorem 13.16 (Gaujﬂ in 3 Dimensionen) Sei U C R? offen und beschrinkt und sei
oU € C'. Seiv € CYU;R?) und sei n der auswirts gerichtete Normaleneinheitsvektor
auf OU und do das Oberflichendifferential. Dann gilt

/U/ V-vd)\zgj/v-nda.

Theorem 13.17 (GauB} in n Dimensionen) Sei U C R" offen und beschrdnkt und sei
oU € C. Sei v € CYU;R™) und sei n der auswirts gerichtete Normaleneinheitsvektor
auf OU und do das Oberflichendifferential. Dann gilt

/de)\—/v-nda

U ou

Korollar 13.18 Sei U C R™ offen und beschrinkt und sei OU € C'. Sei f,g € C*(U)
und sei n der auswdrts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf OU und do das Ober-
flichendifferential. Dann gilt

(afg—rag) d= (Lg% a5
U/ /(an on

ou
N.B. %:Vf-n.

Bemerkung 13.18.1 Dieses Korollar ist auch bekannt als ein Satz von Greer)]

LCarl Friedrich GauB, 1777 — 1855
2George Green, 1793 — 1841
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Abbildung 18.2: GauB, die Miihle von Green und Stokes. Green war Miiller, hatte Zeit, wenn es
nicht wehte, und war Autodidakt. Seine Miihle in Nottingham gibt es noch; ein Portrat von ihm
scheint es nicht zu geben.

Theorem 13.19 gStokedﬂ klassisch) Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in
R3. Sei v € CYU;R?) und sei n ein stetiger Normaleneinheitsvektor auf M und do
das Oberflichendifferential. Dann gilt

//(V xv(x))-nda:/an(x)-Tds,

wobei der Tangentialvektor T sich zu n links herum dreht. Siehe Abbildung [15.3.

3George Gabriel Stokes, 1819 — 1903
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1.0
05
0.0 \ o
-05 |

-10

Abbildung 13.8: Eine Abbildung zu Satz |13.19; M als graues Haarnetz, M und 7 in rot und

ein n in griin.
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Differentialformen

14.1 Differentialformen definieren

Definition 14.1 Sei M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit in R™. Wenn w eine
dufere k-Form ist, die an jeder Stelle p € M nur auf T,M wirkt, also definiert wird durch
dy € Ty M, nennt man w eine Differentialform der Ordnung k auf M.

Diese Definition in eine Formel zu gielen liefert fiir eine k-Form:

W= Z Wioin (D) AYpoin A <o N dYp i,

1<i1<...<ip<n

mit {dyp1,...,dYpn} C Ty M eine Basis fiir Ty M, die jedoch a priori von p abhingt. Weil
in der Definition nicht nur in den Koeffizienten w;, . ;, (p), jedoch auch in dy,;, das p
erscheint, stellt sich heraus, dass man so nicht mit diesem Ausdruck arbeiten kann. Lokal
diirfen dy,; nur auf einer kontrollierbaren Art von p abhéngen. Dazu werden wir erst die
zuriickgezogene Form einfiihren.

14.1.1 Differentialformen zuriickziehen

Abbildung 14.1: Links U C R™ und die Vektoren vy, va; rechts f(U) und die Vektoren f'(p)v1,
f(p)va.

Sei U C R™ ein Gebiet, das heifit, U ist eine offene Teilmenge von R™. Wenn f : U C
R™ — R™ differenzierbar ist, dann gilt fiir jedes p € U, dass f' (p) € M™ ™ (R). Hier ist

151
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f’ (p) die Ableitung von f an der Stelle p, das heifit
@)~ £) ~ 1 ) (e~ )]

z—p |z — pl

=0.

Die lineare Abbildung f’ (p) : R — R™ ist als eine m x n-Matrix darstellbar.

Wenn f : U — M eine Immersion ist zu der Mannigfaltigkeit M und {ey,...,e,}
ist eine Basis fiir R", dann folgt T, M = Span [f'(p)es, ..., f'(p)en]. Also kann man jeden
Vektor in T, M schreiben als f'(p)v mit v € R™.

Definition 14.2 Sei U C R" offen und sei f : U — M eine Immersion zu der n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M in R™. Fiir jede Differentialform k-ter Ordnung w auf
M, gibt es die von [ zuriickgezogene k-Form f*(w) auf U, definiert durch

W) (v, o) =w (f (@) vr, ..., ff (2) o) fiir v; € R™

Nicht nur w bestimmt f*(w). Wenn die Immersion f festgelegt ist, dann wird auch die
Differentialform w eindeutig von der zuriickgezogenen Form f*(w) bestimmt.

Notation 14.3
e Wenn f € CH(U;R™) und f*(w) € Q5(U), dann sagt man w € QF(f(U)).

o Wenn man M derart mit endlich vielen Immersionen f; € C*t (U;; R™) tiberdecken
kann, dass ff(w) € Q5(U;), dann schreibt man w € Q5(M).

Lemma 14.4 Sei f € C**L (U;R™) eine Immersion nach M. Dann gilt:
L f*(w+n) = f*(w)+ [*(n) firwmne Q(M);
2. f(gw)=(gof) f*(w) firwe QM) und g € CO(M);
3. fr(wAn) = f (W) A f*(n) firwe QA (M) und n € Q2 (M).
Beweis. Diese Aussagen folgen sofort aus der Definition. ]

Sei {eq,...,e,} die Standardbasis auf R” und sei {dz1,...,dz,} die zugehorige Stan-
dardbasis fiir (R™)*. Wenn n = m gilt, dann folgt

7 (de) (0) = das (f zag;%j 00 aay

und

[ (dxy Ndzg AN+ A d:cn) = f* (dazl) A fF (d:c2) A f* (dx,,)
dfi(p 8f2 Ofn(p
_Z 5, ) g /\Z ) 4 P /\Z 8% d;

J=1 =
Oh(p )an( ) 8f"( )dx ANdxy, N+ Ndx
o€Perm aI‘Tl a‘roz o axUn & 7 o
= Z sgn (o) aéf;(p) 85;(]7) . 3(:;;(])) dry Ndzg A -+ Ndzy,
o€Perm g1 o2 n

=det (f' (p)) dxy ANdza A+ Adxy,.

Man bemerke, dass det (f' (p)) der Faktor ist, der, abgesehen vom Vorzeichen, bei dem
Trafosatz erscheint.



14.1 Differentialformen definieren 153

14.1.2 Differentialformen differenzieren

Sei {eq, ..., e,} die Standardbasis auf R" und sei {dz1, ..., dx,} die zugehorige Standard-
basis fiir (R")*.

Definition 14.5 Seiw € Q5(U) mit £ > 1 wie in :

W = Z wi1i2---ikd‘ri1 VAN dZEZ’2 VANRIERIVAY dl’ik, (142)

1<i1 <2< <1 <n

Das dufSere Differential dw definiert man durch

dw = Z dwimml-k A\ dl'il A deiQ VANCIVAN dl'zk

1<iy<ig<-<ip<n
= Z i%d@/\dmh ANdxiy, N+ Ndx;, .

1<) <ig<-<ix<n j=1 J

Es folgt dw € Q5TH(U). Das heifit, d ist ein linearer Operator von QF(U) zu Q5 H(U).
Lemma 14.6 Es gilt:

1. d(w+mn)=dw+dn firwmneQFU) mit £ >1;
2. d(wAn) =dwAn+ (=1)" wAdy firwe QM U) undn e QU mit £ > 1;
3. ddw =0 fiir w € Q¥(U) mit £ > 2.

Wenn M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ ist mit Immersion f € C' (U; M),
dann gilt auflerdem:

4. f(dw) = d(f*(w)) fiirw e QFU) mit £ > 1.

Beweis. Das erste Ergebnis zeigt man sofort mit Hilfe der Definition. Mit diesem ersten
Ergebnis kann man die folgenden Beweise vereinfachen, denn ein Beweis fiir

w=gdx; N\...Ndx;,
reicht so, um das Ergebnis fiir

W = Z Wiy, i dl’il VANAN d.ﬁlﬁlk

1<ir<...<ip<n

zu bekommen.
Nehmen wir Teilmengen I, J C {1,...,n} und schreiben

dl’]:dfbu/\/\dl‘zk fiir ]:{21,,2k},
dry =dx; N---Ndz;, ftir  J={j,..., 5},

dann bemerke man fiir das zweite Ergebnis, dass

d(fdxr Ngdry) =d(fgdx; Adxy)
= (gdf + fdg) Ndxy Ndxy
=gdf Ndxy Ndxy;+ fdg Ndxy A\dxy (14.3)
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Weil dg = "0, g—fidxi eine 1-Form ist, kommt bei jeder Vertauschung ein Faktor —1 und
es folgt:
= df Adz; A gdry + (=1 fdoy Adg A dzy
= d(fdx;) A gdey + (=1)F fday A d(gday) .
Fiir das dritte Ergebnis bemerke man, dass

n n

d(d(fdxf))zzz O da; A daj A day

n i—1

R f 02 f
= ZZ (axlax] — 6$Jaxl) dl‘l VAN dl‘j A dl’] = 0.
=1 j5=1

Die letzte Behauptung folgt aus der Definition. Seien {y, .
auf T, M und sei w = g dy;, N\ --- A dy;,. Es gilt

.., Yn} lokale Koordinaten

dw = dg N dy;, A --- Ndyj,

und weil

[ (w)y, (0", ") = wie (F )V f (p) 0F)
= g (dys A= Ndyg) (f () 0", f () o)
folgt

d (f* (w)[p]) (vl, . 7Uk,vk+1) _

= d (g dyjn A=~ Ady,) (F ()0 f1 ()", F () o)

n a , ’ /
- ( <8g) dy; A dy;, /\---/\dyjk> (f ()t f (p) 0%, ' (p)v*™)
im1 NYi/ 1)

_ - Jg o ! o f! o f o) oF kL
_<. (ayi)mm(dyz F () A (dys, o f"(p)) A=+ A (dyj, f(p))>( BTLRTas)

(Sg,) (Sf?) de(dyjlOf’(p))A---A(dyjkOf’(p))> (o', . 0 oF )
-1 Yi/ (1)) \9%5/ pp)

= ( (a%;f)) dx; N (dyj1 of (P) A=+ A (dyjk o f’ (p))) (,Ul"“’vk,vlwrl)

d(90 iy A ldys o f' (P) A= A (dys o f (p))) (- 05, 0"
= (dgisen A dys, A+~ Ady,) (F ()0 f ()0 f () v™)
= dwis) (f' (p) 0 1 (0) 0%, f (p) ™)
= (f* (dw))y (0,05, 0

und der Buchhalter ware zufrieden.
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14.2 Geschlossene und exakte Differentialformen
Definition 14.7 Seiw € Q)(U) mit { > 1.

e Diese k-Form w heiffit geschlossen, wenn dw = 0.

e Diese k-Form w heifit exakt, wenn n € Q) (U) existiert mit dn = w.
In Lemma [14.6] findet man, dass ddn = 0 gilt. Es folgt also fiir w € Q5(U):
Wenn w exakt ist, dann ist w geschlossen. (14.4)

Manchmal sind geschlossene Differentialformen auch exakt. Fiir die Voraussetzungen
brauchen wir eine Bedingung am Gebiet.

Definition 14.8 FEin Gebiet U heifit sternformig, wenn es a € U ¢ibt derart, dass fiir
jedes x € U gilt, dass [a,z] C U.

Man erinnere sich an die Definition eines Intervalls in R"™:

la,z] = {fa+ (1 —0)x;0 <0 <1} fiir a,z € R".

Abbildung 14.2: Die schwarze Kurve umschliefit ein sternfoérmiges Gebiet.

Theorem 14.9 (Das Lemma von Poincaré) Sei ¢ > 1 und k > 2. Sei U C R”
sternformig und offen. Dann gibt es fiir jede geschlossene k-Form w € QF(U) eine (k — 1)-
Formn € Q5 Y(U) mit dy = w.

Als Kurzfassung sagt man, dass fiir w € Q¥(U) folgendes gilt:
Wenn w geschlossen ist und U sternférmig, dann ist w exakt. (14.5)
Beweis. Sei

W = Z Wiyig...iy, dCCil N dl’iQ AN dl‘lk

1<i <ig << <n
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Wir definieren

1
pw - Z Z (/ tk_lwi1i2---ik (tl') dt) a’;ig dxh /\

1<i1 <ig<--<ip<n =1
VAN dl’ié71 A dl’ieJrl AN dl’zk

Bemerke, dass hier angenommen wird, dass das Intervall [0,z] innerhalb U liegt. Das

heifit, U ist sternférmig mit 0 als Zentrum. Nur so ist fol th "YW i, 4. (tz) dt wohldefiniert.
Bei einem anderen Zentrum benutze man eine zusétzliche Verschiebung.
Es folgt

d(pw) =

> Z ( / iy (£2) dt) dz: A

1<i1 <ig<...<ip<n ¢=1
/\d(l]w 1 /\dl’zz /\d.%iprl VAN /\dIZk +

1<i1<i9<...<ip<n j=1 (=1 J

SRVAN d.I'iZ71 N dl’iéJrl VAP dilj'zk (146)

Ahnlich gilt fiir

8wzlz K
dw — Z Z 8$2J Eodry Ndzy Ndz, A LA da,,

1<i1<ig9<...<ip<n j=1

pld)= 30 Z( / &“’W? ““(x)dt) vy, N

1< <ig<...<ip<n j=1
o /\d&:u 1 /\dx” /\dxiul VAN /\d:czk—i—
k n

_ Z Z Z (/ tk% (tx) dt) z;, dxj A dx;, A
0 J

1<i1<i2<...<1p.<n =1 7=1
AN d.ﬁlﬁ'ie71 A dl’i@rl AN dﬂ?%

Addiert man ((14.6) und ((14.2)), dann findet man
d (pw) + p (dw)

= Z <k/0 Wiy, (t) dt + Z/o tk% (tz)dt xj) dzi, A ... ANdz,
=1 !

1<i1<12<...<1x. <N

1

1< <t << <n

1<i1<ia< <1 <n

Wenn w geschlossen ist, hat man dw = 0, und es folgt p (dw) = 0. Wir finden so, dass
d (pw) = w und, dass n = pw die gesuchte Differentialform ist. [ |
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14.3 Standardvolumen

Wir haben schon zu einem Skalarprodukt g auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M in R™ die Volumenform dV € A" (T;‘M ) an jeder Stelle p € M definiert. Siehe
(13.12). Wenn man ein Standardskalarprodukt auf 7,/ nimmt, das heifit fiir eine Ba-
sis {b1,...,b,} C T,M C R™ gilt g (b;,b;) = b; - b; = J;;, dann schreiben wir auch hier
dM fiir diese Volumenform[]

Hier ist g also das Skalarprodukt auf 7,/ und - das Standardskalarprodukt auf R™.
Das n-dimensionale Volumen vom Parallelepiped

P:{Z eivi;ogeig1} mit v; € T,M C R™
1<i<n

ist, mit den Koordinaten [v], auf b-Basis:
Vol,,(P) = |det ([v1],, - .., [vnl,)| = |det

WEeil eine Differentialform multilinear ist, und wir diese Struktur erhalten wollen, werden
wir den Betrag nicht einschliefen und wir setzen:

v -by oo v, by
dM (vq,...,v,) = det : : ,

vy b, -+ v,-b,

anders gesagt, wenn man {3,,...,3,} C TyM als Standardbasis dual zu {by,...,b,}
nimmt, dann setzen wir:

dM =B, NBy NN B,,.

Man bemerke, dass dM so nur definiert ist an der Stelle p, weil {by,...,b,} eine Basis
fiir 7, M bildet. An jeder Stelle p kénnte man beliebig eine Basis definieren und beliebi-
ge Vorzeichenwechsel bei der Determinante bekommen. Das wére nicht sehr schon. Wir
werden uns bemiihen, dass die Abbildung p — dM,, eine stetige Funktion ist.

14.4 Integration von Differentialformen
Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R”. Wir nennen
(,U) mit U CR"und ¢ : U - M
eine regulire Parametrisierung, wenn
e U° nicht leer und zusammenhingend ist mit U C U®;
o ¢ € CH(U;R™) mit (U) = M;

e ¢ im Innern von U eindeutig ist und 9. eine Immersion ist.

!Die Notation dM ist so iiblich und bedeutet nicht, dass dM die Ableitung einer (m — 1)-Form M ist.
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Definition 14.10 Sei m > n und B := [a1,b1] X -+ X [a,, b,] C R"™ ein Block und sei
Y € C'(B;R™) eine regulire Parametrisierung von M. Fiir w € Q} (M) gibt es genau
ein f € C(B) mit

V' (w) = f doy Ndag A -+~ Ndxy, (14.7)

/ALw(,u:/Bf .

Das rechte Integral ist das n-dimensionale Lebesque-Integral.

und man setzt

Abbildung 14.3: Das Integral von w € QF (M) auf M (rechts) wird definiert durch das
Zuriickziehen auf B (links).

Bemerkung 14.10.1 Dieses Integral hingt ab von der Parametrisierung 1 und der An-
ordnung der Koordinaten x1,...,x,. Fir das Integral in R™ definiert man

/fdxl/\de/\-~-/\dxn:—/fd)\n
B B

aber nur fir die Anordnung x1,...,x,. Wenn man Folge vertauscht, kann man einen
anderen Wert bekommen. Zum Beispiel sicht man in R?, dass die nichsten beiden Zeilen
nicht identisch sind:

/ f dxodx, = / f dridxy = f dxy N dxs und
U U UI

f dl’g VAN dl’l == f (—dl’l A dl‘g) = — f d[L’l VAN dZL'Q.
U,I

U,I U,1

Bemerkung 14.10.2 Diese Abhdngigkeit von der Parametrisierung ist nicht so schlimm,
wie sie aussieht, denn folgendes gilt:

Lemma 14.11 Sein < m und M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ mit ¢ €
Ct (B; Rm) und ) € C1 (B; ]Rm) zwet verschiedene requldre Parametrisierungen. Dann gilt

/ w= j:/ w. (14.8)
M Mpp

Beweis. Wenn beide Parametrisierungen reguldr sind, dann ist ¢ : B > B , definiert
durch ¢ = """ 0 9, eine Transformation von B auf B. Weiter gilt

O (@) 1y vn) = (0 9)" (@) (U1, o)
=w (o) v, .., (1 od) vy)
=w((¥ 0d)dvi,..., (¢ o) d'vn)
= (fo@) (dry Ndwy A -+ ANdxy) ('vy, ..., ¢'vy)
= (fo¢) det (Do) (dxy ANdxa A--- Ndxy) (v1,...,0,).
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Das heifit .

Y (w) = (foo) det (Do) (dxy ANdxa A -+ Adzy,)

/M’&WI/Bfo¢ det (Do) dX;

Wegen der Transformationsformel fiir Integrale in R™ gilt

und liefert uns

[ ran=[ roo et (Do) dx,
B B

und weil det (D¢) ein festes Vorzeichen hat, das heiflt, entweder gilt det (D(z)¢) > 0 fiir
alle z € B oder det (D(z)¢) < 0 fiir alle 2 € B, folgt (14.8). =

Wenn ¢ und ¢ eine #hnliche Orientierung haben, das heiBt sign (det (D¢)) = 1, dann

folgt
/ o= / o
M) M)

14.5 Bedeutung des Integrals

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™. Man mochte, dass

° / 1 dM den n-dimensionalen Flacheninhalt von M darstellt, und
M

° / g dM die n-dimensionale Masse von M mit Gewichtung ¢ darstellt.
My

Bemerkung 14.11.1 Beim zweiten Punkt ist g : M — R eine Gewichtsfunktion, die
man Dichte oder Massendichte nennt.

Teilt man M auf in sehr kleine Teilstiicke M;, mit ¢ € {,..., N}, und nimmt man an,
dass p — T,M als auch g stetig sind, so findet man fiir p; € M;, dass

/ g dM =~ g (p;) Vol,, (M;), (14.9)
M;

und wenn man {iber diese Teile summiert, sollte man die iibliche Approximation vom
Integral mit Riemann-Summen finden:

dM = / dM = ps) Vol,, (M;
/M’d}g Z L Xi:g( ) Vol,, (M;)

Stimmt dies iiberein mit unseren bisherigen Uberlegungen?

Wenn ¢ : U C R* — R™ mit M = ¢ (U) eine reguldre Parametrisierung ist, kann
man dM zuriickziehen auf U und bekommt

P (M) = (B o) A (By o) N+ N (B, o)
= fdR" = f dxy Ndxoy A -+ Ndx,. (14.10)

Man sollte sich nur noch iiberlegen, wie die Funktion f zu definieren wére. Siehe Abbildung

144



160

Woche 14, Differentialformen

Abbildung 14.4: In rot eine Basis {e1, ez} fir TyM und in grin die Standardbasis in R2; ) geht
hinauf und ¢* zieht die Differentialform e, A eo zuriick zu f dxy A dxs.

Um eine passende n-Form in (14.10) zu bekommen, anders gesagt, um die Funktion
f zu bestimmen, gehen wir voran wie bei Definition |10.18] Da findet man, dass f(z) =

det ([¢'],) passt, mit [¢'], die Vektoren g—:ﬁ, . % in b-Koordinaten geschrieben:
S by 2 by
fy) = det ([¢],) = det : :
oY oY
da1 " bn Bz
Oy oY o o
ar D1 el ey 1 dan D1
=4 |det : : det : :
oy o0 By o0
m bl m . bn 8_331 . bn E bn
n oY oL n Y )
S (o) (30 o i (8w (520 00)
==+ |det : :
n (o oy n oy o
i (ov) (3500) o T (80 (3 0)
% | 9 9%
Oz 1 oz T
=& | det 5 : (14.11)
oy 9 oy | 9%
Oxn Oxy OLm  Oxn
Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass g—z € T,M fir p =1 (z) und dass {by,...,b,} €

R™ eine Orthogonalbasis fiir 7, M bildet.
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Diese Formel in ((14.11)) ist unabhéngig von der lokalen Basis {by,...,b,}. Das Vorzei-
chen héngt ab von der Orientierung der Parametrisierung. Nehmen wir an f = det ([¢],) >
0, und setzen fiir die Standardkoordinaten in R"

/F(:U)dxl/\dasg/\---/\da:n ::/F(az)dazldmg...dxn
U U

dann kann man das Integral von ¢ iiber die Mannigfaltigkeit M durch Zuriickziehen
definieren:

o
8:131- 8xj

gdM = (gow) ¥ (dM) = (go 1)) det(( ) )dxl/\de/\---/\dxn.

Kommen wir zuriick auf die Verteilung von M in Teilstiicke (14.9). Wenn M; = ¢ (U;)
und p; = 1 (), so folgt

J

o o
() Vol (M)~ (g 0) (3] | det (( o ) g <qi>)ij) Vol (U)
und wenn wir iiber den Index i summieren, finden wir

/ng ngl\/ol M;)

~> (gov) (@) det((gi (¢:) - S_Z(Qi>)..>VOI”(Ui)

i

%/U(gow) (z) det<<g;i( ). g;/;( )))dxldxz...dxn.

Die Notation A ~ B bedeutet hier, dass, wenn wir M als disjunkte Vereinigung von
{Mivg}fv:sl nehmen, mit M;. derartig, dass max; {|p — p|;p,p € M;.} < ¢, dann folgt fiir
die zugehorigen Groflen A = A, und B = B,, dass

e — 0 impliziert |A. — B.| — 0.
Das Ergebnis konnen wir wie folgt beschreiben:

Theorem 14.12 (Allgemeiner Transformationssatz) Wenn M C R™ eine n-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit ist, die durch ¢ € C* (U;R™) mit U C R™ eindeutig parametri-
siert wird, dann findet man fir g : M — R, dass

/M’wg dM:j:/U(gow (x) \| det ((gi(x) gz( ))) dridzy .. . di,.

Wenn die Standardvolumenform dM ‘positiv orientiert’ ist, also

amM (¢/617 ¢/€27 cee aqu)/en) > Oa

dann kann man =+ ersetzen durch +.
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Lemma 14.13 Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ und sei dM die Volu-
menform. Set N C M eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Nehme ann (x) € T,M
ist ein Normaleneinheitsvektor zu T,N, das heifft n(z) -7 = 0 fir alle 7 € T,N und
n(z) -n(x)=1. Dann ist

dN = (Il M| dM)|TN

eine Volumenform auf N.

Bemerkung 14.13.1 Wenn man eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M einschrainkt,
bekommt man meistens einen Rand, der eine m — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.
Dieses Lemma gibt eine Mdglichkeit, beide zugehdrigen Volumenformen zu vergleichen.

Bemerkung 14.13.2 Auch —n (z) hat die gleichen Figenschaften und die zugehdrige
Volumenform wire — (n dM)\TM' Wenn man keine Orientierung festlegt, hat man a-
priori genau diese zwei Maglichkeiten. Eigentlich gibt es immer zwei Volumenformen, die
sich dann aber auch nur unterscheiden durch das Vorzeichen.

Bemerkung 14.13.3 Wenn N C M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit ist mit k < n,
dann gibt es n — k Vektoren ny (x),...,n,_j (z), die eine orthogonale Basis fir T,N
erweitern zu einer Basis fir T,M und dN = (n; ong ... 3D, g o dM)|TN.

Beweis. Sei {b1,bs,...,b,_1} eine orthonormale Basis fiir 7, N. Dann kann man diese
Basis mit n (z) erweitern und findet mit {n (x),b1,...,b,_1} eine orthonormale Basis fiir
T,N. Es gilt fiir o' € T,N mit i =1,...,n — 1, dass

(n o dM) (vy,...,05-1) =dM (n,vy,...,05-1)

n-n vi'm e+ U, q-M
 det n-b Ul:bl vn_l‘-bl
T S
1 0 e 0
_ det 0 U1:b1 cee Up1 by
0 U1 bn_l Un—1 bn—l
vy - by Up—1 * 01
= det : : =dN (v1,...,Up_1).
vy - bp_q Up—1 * bp_1

14.6 Grad, Div und Rot auf Mannigfaltigkeiten

In diesem Paragraph ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in R™ und dM eine
zugehorige Standardvolumenform.

Definition 14.14 Fiir ein Vektorfeld v : M — T M wird die zum Vektorfeld duale
Differentialform w, vom Grad 1 definiert durch

kwy =0 1 dM. (14.12)
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Bemerkung 14.14.1 Weil der Hodge-Operator bijektiv ist, ist diese Definition eindeutig.
Umgekehrt gilt auch, dass es zu jeder 1-Form w genau ein Vektorfeld v : M — TM gibt
derart, dass v 5 dM = xw gilt.

Fir M = R" mit der Standardbasis {ey, ..., e,} und mit {dzy,...,dz,} als der dazu-
gehorigen Dualbasis, findet man

v dM = (vieg + -+ vpey) adry A Aday,
:Uldl'g/\"'/\d.fn—’ljgdxl/\d.ﬁ?g/\"‘/\dxn"—"‘+(—1>n_lvndl'1/\"'/\d$n,1

= i (—].)i_l (% /\ dl‘j,
=1

wenn wir die folgende Notation verwenden:

/\ dr; =dxy N -~ Ndxi—y Ndzign N -+ ANdxy,.

Weil sgn (o) = (—1)"" gilt fiir

U_<1 coi=1 i ... on—1 n>
1 ... i—1 i+1 ... n i)’
findet man
* /\ de; = (—=1)"""duy,
je{l,...,n}
J#i
und folgt
Wy = %% wy, =% (v 2 dM) = vidxy + vodzy + - - - + vydxy,. (14.13)

Definition 14.15 Fiir f € C' (M;R) wird der Gradient grad f : M — TM definiert
durch

Werad f = df
Die Form df hat Grad 1. Fiir den Standardfall M = R", wie auch oben, folgt

n af
df =) o
i=1 " *

und mit ([14.13) findet man den Gradienten fiir den Standardfall wie in Definition [13.14}
namlich
of of af )

Ox, Oxy’ 7 Oxy,

grad f = (

Definition 14.16 Fiir v € C' (M;TM) wird die Divergenz divv : M — R definiert
durch
(divo)dM :=d (v 5 dM).
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Weil dM eine n-Form ist, ist v 1 dM eine (n — 1)-Form und d (v 1 dM) wieder eine
n-Form. Weil die &ufleren n-Formen auf 77 M mit n-dimensionalem M an sich einen ein-
dimensionalen Raum bilden, gibt es genau eine Funktion f : M — R mit d(v 1 dM) =
fdM und diese Funktion nennt man div v.

Wenn M = R” findet man auch hier die Standarddivergenz zuriick. Weil
dM (v, ws, ..., wy,) = det (v,ws, ..., wy,),

folgt

d(vodM)=d (zn: D) e N d:cj>

i=1 j#i, 1<j<n
n " dus
_ i—1 7
= (—1) Z dxkd:vk A /\ dx;
i=1 = Jj#i, 1<j<n
S W A ey = Z d /\ iz,
: dxz ' oy . ! dmz g
i=1 J#t, 1<j<n =

dv;
(Z d;) (divv) dM.

Definition 14.17 Sei M eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit und v € C' (M;TM).
Dann wird die Rotationﬂ rot v: M — TM definiert durch

*Wrotw = dwv-
Bemerkung 14.17.1 So ist dw, eine 2-Form, die man dber eine Untermannigfaltighkeit

M wvon M von Dimension 2 integrieren kann. Eine Mannigfaltigkeit M nennt man eine
Untermannigfaltigkeit von M, wenn M C M und dim(M) < dim(M).

Nehme M = R? mit der Standardbasis {e;, ez, e3} und M* mit der Standardbasis
{dxq,dzs,dxs}. Dann folgt via (14.13) fiir v = vie; + vaes + v3es, dass

dw, = d (vidzy + vedxs + v3drs) = dvy A dxy + dvg A dxg + dus A dxg

_ <%d To + %d$3> Adzy + <8—d T+ %dZEg) A dxy + <%d 1+ %dw2> A dxs

Oz Oz 014 Ox3 0x; Oxs
. 82;3 81)2 0v1 81)3 81}2 87}1

Mit Lemma [13.13] findet man

Wrot v = * * Wrot v = *dwv
81)3 6’02 81)1 81}3 (91)2 (9111
(@_122_6_173>de+ (8_x3_6_a;1>dx2+ (a—ml—a—mQ)dl’gg

und es folgt rot v wie in Definition [13.14

2 Auf Englisch schreibt man V x v = curlv.
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Lemma 14.18 Seiv € C*(R3R?) und f € C*(R3;R). Es gilt
1. div (rot v) =0,

2. rot (grad f) = (0,0,0)7.
Beweis. Man kann beides direkt berechnen. Alternativ verwende man das dritte Ergebnis

von Lemmal[14.6/und findet mit dM die Standard-Volumenform in R3 und die Definitionen
von Rotation und Divergenz, dass:

div (rot v) dM = d (rot v 1 dM) = d (* Wyet ») = ddw, = 0.
Das zweite Ergebnis folgt aus

* Wrot(grad f) = dwgradf = ddf = 0.

Es folgt wWiot(grad ;) = 0 und rot (grad f) = (0,0, 0).

Man kann diesen zweiten Beweis sogar erweitern fiir M eine 3-dimensionale Mannig-
faltigkeit und v € C% (M; T M), beziechungsweise f € C* (M;R). n

Lemma 14.19 Sei U eine sternférmige offene Menge von R? und v € C* (U;R3?).

1. Wenn rotv =0, dann existiert f € C* (U;R) mit v = grad f;

2. Wenn dive = 0, dann ezistiert w € C* (U; R?) mit v = rot w.

Beweis. 1. Wenn rot v = 0, hat man dw, = 0 und w,, ist geschlossen. Poincaré sagt, dass
eine Funktion f existiert mit df = w,. Es gilt v = grad f.
2. Wegen der Annahme folgt d (v o dM) = (divv)dM = 0. Dann ist die 2-Form
v 1 dM geschlossen und mit Poincaré ist v o dM exakt und es gibt eine 1-Form w derart,
dass dw = v o dM. Fiir eine differenzierbare 1-Form gibt es w € C! (R3;R?) derart, dass
W = Wy. Weil
* Wrotw = Awy = v 2 dM = % w,

gilt, folgt wyotw = w, und rot w = v. [ |
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Analysis 3, Woche 15

Gaufl und Stokes

15.1 Integrale und Randintegrale

Wenn M n-dimensional ist, und durch v wie in Definition [14.10] parametrisiert wird,
also 1 (B) = M, dann ist ¢ (0B) eine (n — 1)-dimensionale Menge. Wir wollen fiir w €
Q71 (M) ein ‘orientiertes’ Randintegral definieren.

7/
777
Y
s
S
<y

Abbildung 15.1: Das Integral von w € Q7! (M) auf ‘OM’ wird mit Vorzeichen definiert.

Definition 15.1 Sei B := [ay,b1] X - -+ X [an, b,] C R™ ein Block und sei ) € C* (B;R™)

eine requlire Parametrisierung von M. Man setzt

Bio) = [ay, ba] x -+ X [ai—1, bi—1] X {ai} X [@ig1, big1] X - X [an, by]
B(i,l) = [abbl] X X [Clzebbiq] X {bz} X [ai+1>bi+1] X X [ambn]-

i)

= 1/1|B(l.j) und Mg ;) = (B(i,j)). Dann definiert man fir w € Q?fl (M)

/ w=Y (- / w—/ wl . (15.1)
(M) i=1 M 1y% 1) Mi,0),%i,0)

Fiir mehr allgemeine n-dimensionale Mannigfaltigkeiten M, die sich parametrisieren
lassen durch endlich viele solcher Blocke, kann man diese Definition anwenden fiir die
Summe der Blocke. Dann sollen jedoch die folgenden Bedingungen erfiillt sein:

167
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X1

Abbildung 15.2: in R?: Randintegrale mit positivem Vorzeichen in rot; mit negativem in
blau.

X,

X1 Xo—

Abbildung 15.3: in R3: Randintegrale mit positivem Vorzeichen in rot; mit negativem in
blau.

Bedingung 15.2 FEs gibt endlich viele requlire Parametrisierungen {(v;,U;);1 <1 < N}
mit U; C R™ offen und derart, dass es abgeschlossene Blicke B; C U; gibt mit

o Uyt (B) =M,

o Y, (BY) N1, (BY) disjunkt, und,

o wenn Y, (Uy) Nap; (Uy) # 0, dann soll fiir ¢l =, 0 P gelten, dass
sgn (det (ngf)) =1

Diese letzte Bedingung bedeutet, dass die Orientierung sich nicht &ndert. Um {iberhaupt
von Orientierung sprechen zu koénnen, muss die Mannigfaltigkeit orientierbar sein. Nur
orientierbare Mannigfaltigkeiten haben eine (stetige) Volumenform, denn Folgendes gilt:

Lemma 15.3 Fine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist orientierbar (Def. |11.10
nur dann, wenn sie eine stetige Differentialform vom Grad m besitzt, die nirgends ver-
schwindet.

Wenn diese Bedingungen erfiillt sind, dann definiert man fiir w € QF (M) mit M; =
N

w =

/M»{Tﬁi}zj'vﬂ Z

¥; (B;)
/ w. (15.2)
i=1 Y M,

Ein Integral wie in ([15.2]) iiber das Mobiusband ist so nicht wohldefiniert.
Fiir w € Q7! (M) definiert man

N
w = w. (15.3)
/a(M,{wi}iN_l) ; /6(M-,wi>

7
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Man soll bemerken, dass bei anliegenden M; und M; das Integral iiber den gemeinsamen
Rand wegfillt, da dieses Randteil mit entgegengesetzten Vorzeichen aufgefiithrt wird.

NS Sy
G ]
7/ "'..§Q:§§\§\\\\‘\s".

SN
ey SN\ NN
TR T
SN
s N\, L/}

Abbildung 15.4: Gemeinsame Rénder von M; und M; liefern keinen Beitrag im Randintegral,
weil sie entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Man konnte denken, dass man mit Blocken nur eckige Teile von Mannigfaltigkeiten
erreichen kann. Anhand von Abbildung sieht man, dass dies nicht so ist.

Abbildung 15.5: Eine halbe Sphére kann man mit 5 ,,Rechtecken” eindeutig parametrisieren.

15.2 Beweis des Stokesschen Satzes

Theorem 15.4 (Stokes (fast) allgemein) Sei M eine k-dimensionale orientierbare
Mannigfaltigkeit in R™ und sei w € Q' (M). Sei {(v;, B;);1<1i < N} eine Parame-
trisierung fiir M = U W, (B;) wie in Bedingung|15.4, dann gilt

1<i<N
/ dw = / w.
M {p;} (M {v;})

Bemerkung 15.4.1 Vielleicht sollte man fa(M (1) Wiroar Statt fa(M (o)) @ schreiben.

Beweis. Es reicht, wenn wir diesen Satz beweisen fiir eine Mannigfaltigkeit M, die nur
eine Parametrisierung (¢, B) braucht. Fiir die Form w gibt es fi,...,f, € C'(B;R)
derart, dass

¢*<w) :Zf, dxl/\~~/\dx,-,1/\d:vi+1/\---/\dxn.
=1
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Man erhilt unter Verwendung von dz; A dv; = —dz; A dx;, also auch dx; A dx; = 0, dass

U (dw) = d (" (w)) =Y dfy dvy A-+ Adaioy Adaigg A Ada,
=1

:Zz—fdxj/\d(lfl/\/\dlL’Z_l/\dl'H_l/\/\dl'n

i=1 j=1 Oz,
— f;
L
i=1
= (Z (=) %> dxy A - Ndxy,.
i=1 O
Setzen wir B = [ay,b1] X -+ X [an, by,
Bi = [a1,01] X -+ X [ai—1, bim1] X [@ip1, 0] - -+ X [an, by]

und dz = dxy . ..dx;_1dx;yq ... dx,. Es folgt mit Fubini und dem Hauptsatz der Integral-
rechnung, dass

[ [ (o ) = Soew [ ([ () an) an

i=1 i=1

n

— Z (—1)”1/~ (f (1, o i1, b Tigty e ooy ) — [ (@1, @1, G, Tig 1y - -+ Ty)) AT
i=1 Bi

k3

n

- (—1)“r1 / w—/ w :/ w.
1 M1y, M 0,9 (M)

1=

Da wir eine eindeutige Parametrisierung M = U ¥, (B;) angenommen haben, ist man
1<i<N
fertig, wenn man die Idee in Abbildung verstanden hat. ]

Der Satz gilt auch fiir nette Mannigfaltigkeiten, die sich nicht unbedingt direkt mit
Blocken parametrisieren lassen, sondern noch eine zusétzliche Approximation brauchen.
Durch das Zuriickziehen ist man in R” und dann kommt man weiter mit dem {iblichen
Lebesgue-Integral.

15.3 Beweis des Integralsatzes von Gaufl

Der Satz von Gau$ in R" (Satz|13.17)) sagt Folgendes:

Sei U C R" offen und beschriinkt und sei OU € C'. Sei v € C*(U;R") und
sei n der auswérts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf OU und do = d (9U)
das Oberflachendifferential. Dann gilt

/V-vdR":/v-nda.
U

ou

Beweis des Satzes [13.17. Fassen wir U C R" auf als Mannigfaltigkeit. Weil
n
v 4 da:l/\~~/\d:cn:Z(—1)i+lvi dry N\ - Ndx;_y Ndxiqy A Adx,
i=1
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gilt, findet man
d(v adxy A Ndxy,)

:Z(—l)lJrlZ Y dl'j/\dl'l/\/\d[L‘Z_l/\dJZ7,+1/\/\d$n

= (—1)+1%d.’ﬁl/\dﬂfl/\/\d$l_1/\dmz+1/\/\d.ﬁlﬁn

=(V-v) dey A--- ANdx,,.
Es folgt mit Stokes, dass

/V~vd/\:/V~vdR”:/ d(v adxy N Ndzy,)
U U,I ol

= / (v 2 d$1/\"'/\d33n)|Tz(aU)-
aU,I)

Wenn man den auswértigen Normaleneinheitsvektor an der Stelle  mit n (z) bezeichnet,
hat man
v=(v-n)n+w

mit w tangential an OU. Es folgt
= (v-n) (M sdzy A ANdTR) g oy + (W 2 dzr A AdTn) g o -

Man bedenke, dass n Vektoren {w,uy,...,u,_1} in einem (n — 1)-dimensionalen Teil-
raum, hier der Tangentialraum T, (OU), linear abhingig sind, und dann folgt aus der
Antisymmetrie der Differentialform, dass

(w adzy A~ Ndxy) (U, ..y Up—1) = (dzy A+ - ANdaxy,) (w,ug, .. Up—1) = 0.
Man findet

aU,I)

= /a(U,I) (v-m) (0 odey A= ANden) g, o0y = / (v-n)d(dU). (15.4)

oUu

Mehr allgemeiner zeigt man:

/ divvdU:/ (v-1)d(JU).
U) oU)

Hier kann U sogar eine Mannigfaltigkeit sein. [ ]

Fiir Korollar [13.18 bemerke man, dass

div (g grad f — fgradg) = (Af) g — f (Ag).
Es folgt, dass

[ (ang=s(0) ax= [ divigead - feradg) are
U

of ag)
= rad f — fegradg) - nd (OU) = —g—f=1d(U).
[ omadf = femad) macew) = [ (o~ 150) aov)

ou
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Beispiel 15.5 Sei
K={(2,94,2);0<2<1,0<y<1und 0 <z <1}

und v (x,y, z) = 3z, xy,2xz) . Wir berechnen

1 1 1
/ (V-v)dV:/ / / (3 + z + 2x) dzdydx
K =0 Jy=0 J 2=0

1 1 1
:/ / (3+3I)dydac:/ (34 3z)dz = 43 )
z=0 Jy=0 =0
nd
/ (v-n)daz(/ +/ +/ +/ +/ +/ >(v-n)da
oK Links Vorne Rechts Hinten Oben Unten

1 1
L. L
1 1
L)
=0 J 2=0

U

0

1 1 3
—1 | dxdz + / / Y
y=0 J z=0 Az
1 1 0
dxdz + / / 0
y=0 J 2=0 0
1 1 3w
+ / / Ty
=0 Jy=0 2

1 1 3T
dxdy + / / xy |- 0 dxdy
x =0 Jy=0 0 -1

1 1 1 1 1 1 1
= / / 3dydz + / / xdxdz + / / 2drdy =3+ -+ 1= 4%.
—0J.— —0J.— —0Jy— 2
y=0 J 2=0 =0 J2=0 z=0 Jy=0

Der Satz von Gauf$ hat es also richtig vorhergesagt.

dydz +

3z 1
0 . -1 0
2xz 0
3z —1
x . 0 dydz +
2xz 0
0

_HOoO O OO o

15.4 Beweis des klassischen Stokesschen Satzes
Die klassische Formulierung des Satzes von Stokes lautet:

Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in R3. Sei v € CY(U;R3) und
sei n ein stetiger Normaleneinheitsvektor auf M und do das Oberflichendifferential.

Dann gilt
//(va)-ndaz/ v-Tds,
) oM

wobei der Tangentialvektor T sich zu n links herum dreht.

Beweis von Satz [13.19. Man hat

Ovg _ Ovg

_ Ovy _ Ous

V Xv= 8213 8x1
Ovg _ Oup

8([1 89:2

Definieren wir die Differentialform w von Grad 1 durch

w = v1dxy + vodxy + v3das (15.5)
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Abbildung 15.6: In der klassischen Fassung des Stokesschen Satzes verhalten sich der Norma-

lenvektor (in grin) und die tangentiale Richtung (in rot) wie Finger und Daumen der rechten
Hand. Siehe auch Abbildung[13.5,

dann folgt

dw = %dﬂfg N dl?l + %dl‘g A dilfl + %déﬂl VAN dl‘2+
(9562 8173 65!71
+%d$3 VAN d.TQ + %dl'l A d$3 + %dl’g N d(L‘g
61’3 8551 ax2

. 81)3 81}2 87]1 (9?)3
= <8a:2 81’3) dZL‘Q A diUg + (8.7)3 axl) dxg N d$1+

Oovy,  Oug
_— = — . 15.
+ (a{l?l ax2> dl’l A d]?g ( 5 6)

Wie in (15.4) hat man fiir ein Vektorfeld z = (21, z, 23)" , dass

//z-ndaz//zl dxo N\ dxs + 29 dxs N\ dry + z3 doy A das.
M

So findet man fiir w aus ([15.5)), also mit dw wie in (15.6]), aus dem allgemeinen Satz von
Stokes, dass mit passender Parametrisierung gilt

//(va)-ndoz/ dw:/ w
iy My O(M 1)

= / (v1dzy + vodxe + v3das) = / v - Tds.
(M ) oM

Die Parametrisierung fiir den zweiten Schritt fiihrt dazu, dass der Normaleneinheits-
vektor n und der tangentiale Vektor 7 eine feste Orientierung haben. ]
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Beispiel 15.6 Seiv (z,y,2) = (y*,x,2%) und
M={(z,y,2);z=a>+y* <1}.

Wir nehmen n nach oben gerichtet und berechnen

//(va)-nda und/ v-Tds.
) oM

Zum ersten Integral brauchen wir

dy 0z 0-0
Vxv=|[ 22— | = 0-0
o2 oy 1-2y
T
und n. Parametrisieren wir M durch ¢ (z,y) = y folgt
2 +y
o 1 o 0 oy O —2x
t 2 Y 2y rody 1

g—?ﬁ X 86_15 ist ein Vektor orthonormal auf OM. Normalisieren und die richtige Richtung

nehmen fiihrt einen zu

‘%X% VA 42+ 1\
Esfolgﬂ
0-0 1 —2x
//(va)-ndaz// 0—0 |- —2y | do
) A\ L2, ) vir

1-2 2
= Y det L de Ay 5 |dzdy
VA2 +4y2 + 1 ey 144y

r2+9y2<1
= // (1 —2y)dxdy = 7.

z24+y2<1

1
!Beim Normalisieren fanden wir <\/4x2 +4y? + 1) und bei do den Faktor /422 + 4y + 1. Dass

so etwas kein Zufall ist, sieht man, wenn man zuriickgeht zu der Ableitung von \/ det ((aw . ﬂ) ‘ )
1,

81’7; 31]'

Es ist dann auch einfacher ndo gemeinsam zu berechnen:

ndo “=" + <gﬁ X ?;5) dxdy. (15.7)
Die Génsefiifichen stehen da, weil man hier ein Integral {iber eine Mannigfaltigkeit zuriickzieht auf das

Parametrisierungsgebiet. Genauer wére zu schreiben, mit v ein Vektorfeld auf M, dass

-~ o (9%
/Mzw(U)v.nda—i/U(v P (z,y)) (81} X ay)dxdy.
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Wir finden auch mit (x,y,z) = (cos p,sinp, 1), dass

or [ (sing)? —sing
/ v-Tds = / cos : cos dy
oM =0 1 0

B / W (= (sinp)® + (cos )?) dp = .

=0

Stokes hdatte nur einmal gerechnet.
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