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Analysis 3, Woche 1

Teilmengen und Strukturen

1.1 Topologie, Metrik und Norm

Definition 1.1 Sei X irgendeine Menge. Die Menge aller Teilmengen von X nennt man
Potenzmenge, wir schreiben P(X):

P(X) = {A;A ⊂ X} .

Wenn X genau n ∈ N Elemente hat, hat P (X) genau 2n Elemente.

Beispiel 1.2 Für X = {♣,♦,♥,♠} hat man

P(X) =

{
∅, {♣} , {♦} , {♥} , {♠} , {♣,♦} , {♣,♥} , {♣,♠} , {♦,♥} , {♦,♠} ,
{♥,♠} , {♣,♦,♥} , {♣,♦,♠} , {♣,♥,♠} , {♦,♥,♠} , {♣,♦,♥,♠}

}
.

Bemerkung 1.2.1 Sei X eine beliebige Menge. Man schreibt {0, 1}X für die Menge aller
Abbildungen von X nach {0, 1}. Es gibt eine direkte Bijektion B : P(X)→ {0, 1}X :

B(A) = 1A für A ⊂ X.

Hier ist 1A : X → {0, 1}, also 1A ∈ {0, 1}X , die Indikatorfunktion zu A:

1A (x) =

{
1 für x ∈ A,
0 für x ∈ X \ A.

Für jede Funktion f ∈ {0, 1}X gilt Binv(f) = f−1(1).

Bei endlichen Mengen ist P(X) sehr übersichtlich. Wenn X unendlich viele Elemente
hat, ist P(X) im allgemeinen viel zu groß, um ohne Weiteres vernünftige Aussagen machen
zu können. Dazu brauchen wir mehr Struktur.

1
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1.1.1 Topologie

Eine solche Struktur in Rn bietet die Klasse der offenen Mengen. Diese offenen Mengen
erfüllen die Eigenschaften einer Topologie. Allgemein definiert man diese wie folgt:

Definition 1.3 Eine Teilmenge T ⊂ P(X) heißt eine Topologie für X, falls

1. ∅, X ∈ T ,

2. jeder Schnitt endlich vieler Mengen aus T gehört zu T :

Ai ∈ T für i = 1, . . . , k =⇒
⋂

1≤i≤k
Ai ∈ T ,

3. jede Vereinigung beliebig vieler Mengen aus T gehört zu T

Ai ∈ T für alle i ∈ I =⇒
⋃

i∈I
Ai ∈ T .

Bemerkung 1.3.1 Mit {Ai; i ∈ I} ist eine beliebige Teilmenge von T gemeint. I heißt
Indexmenge.

Bemerkung 1.3.2 (X, T ), mit T einer Topologie auf X, nennt man einen topologi-
schen Raum. Die Elemente von T nennt man die T -offenen Mengen.

Man sollte sich überlegen, wieso die üblichen offenen Mengen in Rn diese Eigenschaften
erfüllen. Diese Topologie auf Rn nennt man die Standardtopologie auf Rn.

Bemerkung 1.3.3 Für jede Menge X 6= ∅ gibt es zwei triviale Topologien: T1 = {∅, X}
und T2 = P(X).

1.1.2 Metrik

Eine verwandte Struktur bietet auch die folgende Verallgemeinerung von Distanz:

Definition 1.4 Sei X eine Menge. Dann heißt eine Abbildung d : X × X → R eine
Metrik, wenn folgende Eigenschaften erfüllt sind:

1. d (x, y) ≥ 0 für alle x, y ∈ X;

2. d(x, y) = 0 dann und nur dann, wenn x = y;

3. d(x, y) = d (y, x) für alle x, y ∈ X;

4. d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y) für alle x, y, z ∈ X.

Bemerkung 1.4.1 (X, d) nennt man einen metrischen Raum.

Lemma 1.5 Wenn (X,+,K, .) ein normierter Vektorraum ist mit Norm ‖.‖, dann ist
die Abbildung d, definiert durch d(x, y) = ‖x− y‖ eine Metrik für X, d.h. (X, d) ist ein
metrischer Raum.



1.1 Topologie, Metrik und Norm 3

Bemerkung 1.5.1 In Rn ist die Euklidische Distanz, also

d (x, y) = ‖x− y‖ =

√∑n

k=1
(xk − yk)2,

die Standardmetrik.

Beweis. Weil ‖x‖ ≥ 0 gilt für alle x ∈ X, folgt d (x, y) = ‖x− y‖ ≥ 0 für alle x, y ∈ X.
Die Aussage ‖x‖ = 0⇔ x = 0 ist identisch zu d(x, y) = 0⇔ x = y. Es folgt aus

‖x− y‖ = ‖− (y − x)‖ = |−1| ‖y − x‖ = ‖y − x‖ ,

dass d(x, y) = d (y, x). Und schlussendlich liefert die Dreiecksungleichung, dass

d (x, y) = ‖x− y‖ = ‖(x− z) + (z − x)‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − x‖ = d (x, z) + d (z, y) .

Beispiel 1.6 Die Funktion d : R× R→ [0,∞), definiert durch

d (x, y) = min (|arctan (x)− arctan (y)| , π − |arctan (x)− arctan (y)|) ,

ist auch eine Metrik auf R. Betragsmäßig große x und y sind sich nun sehr nah. Zum
Beispiel gilt

d (100,−200) = 0.01499....

Um sich diese Metrik vorzustellen, werden für x, y ∈ R die Geraden [(x, 0) , (0, 1)] und
[(y, 0) , (0, 1)] betrachtet. Wir nehmen den Kreis mit Radius 1

2
und Mittelpunkt

(
0, 1

2

)
und

betrachten die Schnittstellen P1 und P2 mit den eben genannten Geraden. Dann ist d (x, y)
die Länge der kürzesten Verbindung über den Kreis zwischen P1 und P2.

Für α = arctan (x) und β = arctan (y) und hat das Zweibein (0, 0) ,
(
0, 1

2

)
, P1 den

Winkel 2α und ähnlich hat das Zweibein (0, 0) ,
(
0, 1

2

)
, P2 den Winkel 2β. Die Winkel

werden rechts herum gemessen (in diesem Bild ist β negativ). Weil der Kreis den Radius
1
2

hat, hat die Verbindung, die nicht durch (0, 1) geht, die Länge `0 = 1
2
|2α− 2β|, und

die Verbindung durch (0, 1) hat die Länge `1 = 1
2

(2π − |2α− 2β|). Es folgt d (x, y) =
min (`0, `1).

1.1.3 Zusammenhang

In einem metrischen Raum (X, d) kann man für jedes Element x ∈ X Umgebungen Ur(x)
für r ∈ R+ definieren durch

Ur(x) = {y ∈ X; d (x, y) < r} .

Allgemein nennt man U eine Umgebung von x, wenn es Ur(x) mit r > 0 gibt derart, dass
Ur(x) ⊂ U .
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Lemma 1.7 Wenn (X, d) ein metrischer Raum ist, dann ist

T =
{
A ∈ P(X);∀a ∈ A ∃r ∈ R+ Ur(a) ⊂ A

}
(1.1)

eine Topologie für X, d.h. (X, T ) ist ein topologischer Raum.

Beweis. Wir zeigen, dass die Bedingungen von Definition 1.3 erfüllt sind.

1. Weil ∅ leer ist, gilt alles für jedes Element und es folgt, dass ∅ ∈ T . Weil jede
Umgebung von jeder Stelle a innerhalb X liegt, folgt auch X ∈ T .

2. Seien A1, . . . , Ak ∈ T und schreibe A =
⋂

1≤i≤k Ai. Für a ∈ A gilt, dass a ∈ Ai
für jedes i und dann gibt es r1, . . . , rk ∈ R+ mit d (x, a) < ri ⇒ x ∈ Ai. Wenn
d(x, a) < r := min1≤i≤k ri dann gilt x ∈ ⋂1≤i≤k Ai = A. Man bemerke, dass r > 0
gilt, weil es nur endlich viele ri gibt. Also folgt A ∈ T .

3. Sei {Ai; i ∈ I} ⊂ T und sei B =
⋃
i∈I Ai. Für a ∈ B gibt es ein i ∈ I mit a ∈ Ai.

Für x mit d(x, a) < ri gilt x ∈ Ai ⊂ B.

Die Zusammenhänge in Kurzfassung:

Norm −→ Metrik −→ Topologie

Eine wichtige Eigenschaft wollen wir noch benennen. Sie sorgt zum Beispiel dafür,
dass, wenn es einen Grenzwert gibt, dieser eindeutig ist.

Definition 1.8 Man sagt, dass (X, T ) die Hausdorff-Eigenschaft hat, wenn es für
alle x, y ∈ X mit x 6= y Mengen U, V ∈ T gibt mit x ∈ U und y ∈ V mit U ∩ V = ∅.









Bemerkung 1.8.1 Sei x ∈ X. Eine Menge U ∈ T mit x ∈ U nennt man eine Umge-
bung von x.

Proposition 1.9 Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei x, y ∈ X mit x 6= y. Dann gibt
es Umgebungen U von x und V von y mit U ∩ V = ∅.

Bemerkung 1.9.1 Anders gesagt: Wenn die Topologie T auf X durch eine Metrik defi-
niert ist wie in (1.1), dann hat (X, T ) die Hausdorff-Eigenschaft.

Beweis. Man setze ε = 1
2
d (x, y) und nehme U = Uε(x) und V = Uε(y). Wenn z ∈

Uε(x) ∩ Uε(y), dann gilt

2ε = d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y) < ε+ ε,

ein Widerspruch.
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Beispiel 1.10 Fixiere f : R→ {z ∈ C; |z| = 1} durch f (x) = eix.

Man kann zeigen, dass T , definiert durch

T =
{
f−1(A);A ⊂ C ist offen

}
,

eine Topologie auf R ist. Dann hat (R, T ) nicht die Hausdorff-
Eigenschaft. Man betrachte 0 und 2π und sieht, dass beide immer in
den gleichen offenen Mengen liegen. Diese Topologie lässt sich dann
auch nicht durch eine Metrik beschreiben. Man kann sich hier R
vorstellen als aufgerollt in einer vertikalen Spirale und jedes T ∈ T
als Teil der Spirale innerhalb einer Säule, die sich projizieren lässt
auf eine offene Menge in C. Anders gesagt, T ist die Menge der
2π-periodischen offenen Mengen aus der Standardtopologie für R.

1.2 Basis und Produkt bei Topologien

In Rn haben wir die Standardtopologie eingeführt mit Hilfe offener Kugeln. Man hat
nicht nur die offenen Mengen damit definiert, sondern jede offene Menge U kann man
auch schreiben als Vereinigung von Kugeln. Das kann man auch allgemeiner machen.

Definition 1.11 Sei (X, T ) ein topologischer Raum. Man nennt B ⊂ T eine Basis für
die Topologie T , wenn es für jedes T ∈ T Basiselemente {Bi ∈ B; i ∈ I} derart gibt, dass
T =

⋃
i∈I
Bi.

Die offenen Intervalle bilden eine Basis für die Standardtopologie auf R; die offenen
Kugeln bilden eine Basis für Rn.

Lemma 1.12 Sei (X, T ) ein topologischer Raum und sei B ⊂ T . Wenn es zu jedem
x ∈ X und jedem T ∈ T mit x ∈ T ein Element B ∈ B gibt mit x ∈ B ⊂ T , dann ist B
eine Basis für die Topologie T ,

Beweis. Sei T ∈ T . Für x ∈ T gibt es Bx ∈ B mit x ∈ Bx ⊂ T . Dann gilt T =
⋃
x∈T

Bx.

Definition 1.13 Seien (X1, T1) und (X2, T2) topologische Räume. Dann definiert man
die Produkttopologie auf X1×X2 als die kleinste Topologie T , die alle Mengen T1×T2

für T1 ∈ T1 und T2 ∈ T2 enthält. Man schreibt T = T1 ⊗ T2.

Bemerkung 1.13.1 Die Produkttopologie T enthält mehr als nur

T1 × T2 = {(x, y) ;x ∈ T1 und y ∈ T2}

mit T1 ∈ T1 und T2 ∈ T2. Siehe Abbildung 1.1. Man kann aber zeigen, dass

{T1 × T2;T1 ∈ T1 und T2 ∈ T2}

eine Basis bildet für T1 ⊗ T2.

Bemerkung 1.13.2 Hat man eine Topologie T auf X1 ×X2, dann kann man auch eine
Topologie auf X1 (und ebenso auch auf X2) definieren, nämlich durch

T1 = {T1 ∈ P(X1);T1 ×X2 ∈ T } .
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Abbildung 1.1: Links steht eine Darstellung von (T1,a × T2,a) ∪ (T1,b × T2,b). Eine solche Menge
ist nur selten ein Produkt. Rechts steht eine Darstellung vom kleinsten Produkt, das diese erste
Menge enthält, nämlich (T1,a ∪ T1,b)× (T2,a ∪ T2,b).

Lemma 1.14 Seien Tn und Tm die Standardtopologien auf Rn und Rm. Die Standardto-
pologie auf Rn+m := Rn × Rm ist die Produkttopologie von Tn und Tm.

Der Beweis dieses Lemmas verwendet Lemma 1.12 und dass für (x, y) ∈ Rn+m und
r > 0 gilt

B(n+m)
r (x, y) ⊂ B(n)

r (x)×B(m)
r (y) ⊂ B

(n+m)√
2r

(x, y) .

1.3 σ-Algebra

Eine zweite Struktur für Teilmengen in P(X) ist folgende:

Definition 1.15 Eine Klasse A von Teilmengen aus X, also A ⊂ P(X), heißt eine
σ-Algebra über X, falls

1. X ∈ A,

2. A ∈ A =⇒ Ac ∈ A,

3. Ak ∈ A für alle k ∈ N =⇒ ⋃
k∈N

Ak ∈ A.

Bemerkung 1.15.1 Die Mengen in A nennt man A-messbar. (X,A) nennt man einen
messbaren Raum.

Bemerkung 1.15.2 Wenn Ak ∈ A für alle k ∈ N, dann gilt wegen der zweiten Bedin-
gung, dass auch Ack ∈ A für alle k ∈ N. Weil

(⋂

k∈N
Ak

)c

=
⋃

k∈N
Ack ∈ A

gilt wiederum wegen dieser zweiten Bedingung, dass
⋂
k∈N

Ak ∈ A.

Eine σ-Algebra ist abgeschlossen unter allen abzählbaren Mengenoperationen (Verei-
nigung und Schnitt).

Wir erinnern nochmals an die Begriffe
”
endlich“1 und

”
abzählbar“2.

1Eine Menge A heißt endlich, wenn es k ∈ N gibt derart, dass A = {x1, x2, . . . , xk}.
2Eine Menge A heißt abzählbar, wenn es eine surjektive Abbildung f : N→ A gibt, also dass A = f(N).

Es ist dann noch möglich, dass A endlich viele Elemente hat. Wenn es eine bijektive Abbildung f : N→ A
gibt, dann ist A abzählbar unendlich.
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Beispiel 1.16 1. {R, ∅} ist die kleinste σ-Algebra über R.

2. Sei A ⊂ R. Dann ist A = {∅, A,R \ A,R} eine σ-Algebra über R.

3. Definiere für f ∈ {0, 1}Z die Menge

Af :=
⋃

k∈Z mit f(k)=1

(k, k + 1] .

Dann ist A =
{
Af ; f ∈ {0, 1}Z

}
eine σ-Algebra über R.

4. P(X) ist die größte σ-Algebra über X.

Lemma 1.17 Sei B eine Teilmenge von P(X). Dann kann man wie folgt die kleinste
σ-Algebra definieren, die B enthält:

AB =
⋂
{A ⊂ P(X);B ⊂ A und A ist eine σ-Algebra über X} . (1.2)

Beweis. Anders gesagt; sei M die Menge aller σ-Algebren über X und man setzt

AB =
⋂
{A ∈M;B ⊂ A} .

Man soll zeigen, dass so eine kleinste σ-Algebra existiert. Weil P(X) ∈ M gilt, ist M
nicht leer und die Menge AB ⊂ P(X) ist wohldefiniert. Außerdem gilt für B ∈ B, dass
B ∈ ⋂ {A ∈M;B ⊂ A}. Also gilt B ⊂ AB.

Wir zeigen nun, dass AB eine σ-Algebra ist. 1) Weil ∅, X ∈ A für jede σ-Algebra
A ∈M, gilt ∅, X ∈ AB. 2) Nehme A ∈ AB. Dann gilt A ∈ A für jede A ∈M mit B ⊂ A,
also auch Ac ⊂ A für solche A und Ac ∈ ⋂ {A ∈M;B ⊂ A}. 3) Ähnlich kontrolliert
man, dass die dritte Bedingung erfüllt ist. Also ist AB eine wohldefinierte σ-Algebra und
aus der Art der Definition folgt, dass sie die kleinste ist.

Definition 1.18 Seien (X1,A1) und (X2,A2) messbare Räume. Dann definiert man die
Produkt-σ-Algebra auf X1×X2 als die kleinste σ-Algebra A, die alle Mengen A1×A2

mit A1 ⊂ A1 und A2 ⊂ A2 enthält. Man schreibt

A = A1 ⊗A2.

Bemerkung 1.18.1 Ähnlich wie bei der Produkttopologie enthält die Produkt-σ-Algebra
A mehr als nur

A1 × A2 = {(x1, x2) ;x1 ∈ A1 und x2 ∈ A2}
mit A1 ∈ A1 und A2 ∈ A2.

Theorem 1.19 Seien (X1,A1) und (X2,A2) messbare Räume und sei A ∈ A1 ⊗ A2.
Dann gilt

� für x2 ∈ X2, dass S1 (x2, A) := {x1; (x1, x2) ∈ A} ∈ A1 und

� für x1 ∈ X1, dass S2 (x1, A) := {x2; (x1, x2) ∈ A} ∈ A2.

Bemerkung 1.19.1 S1 (x2, A) nennt man den Schnitt von A in X1 bezüglich x2. Ähnlich
nennt man S2 (x1, A) den Schnitt von A in X2 bezüglich x1. Siehe Abbildung 1.2.
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�x1,x2�

Abbildung 1.2: Für die blaue Menge findet man in grau auf der linken Achse den Schnitt
S2(x1, A). Unten findet man S1(x2, A).

Beweis. Sei B ⊂ P (X1 ×X2) die Menge aller Mengen B ∈ A1 ⊗A2 derart, dass für alle
(x1, x2) ∈ X1 ×X2 gilt:

S1 (x2, B) ∈ A1 und S2 (x1, B) ∈ A2. (1.3)

Es gilt, dass B eine σ-Algebra ist:

1. S1 (x2, X1 ×X2) = X1 ∈ A1 und S2 (x1, X1 ×X2) = X2 ∈ A2 liefert X1 ×X2 ∈ B.

2. Weil S1 (x2, B
c) = S1 (x2, B)c und S2 (x1, B

c) = S2 (x1, B)c gilt, findet man

B ∈ B ⇒ Bc ∈ B.

3. Ähnlich hat man

⋃
i
S1 (x2, Bi) = S1

(
x2,
⋃

i
Bi

)
und

⋃
i
S2 (x1, Bi) = S2

(
x1,
⋃

i
Bi

)

und damit zeigt man die dritte Bedingung von Definition 1.15.

Wir zeigen nun, dass B = A1 ⊗A2. Aus der Definition folgt, dass B ⊂ A1 ⊗A2. Um
⊃ zu zeigen, nehmen wir A1 ∈ A1 und A2 ∈ A2. Dann gilt für B = A1 × A2, dass

S1 (x2, B) =

{
A1 falls x2 ∈ A2,

∅ falls x2 /∈ A2,

und S1 (x2, B) ∈ A1. Ähnlich folgt S2 (x1, B) ∈ A2. Dies bedeutet, dass B = A1×A2 ∈ B.
Weil A1 ⊗ A2 die kleinste σ-Algebra ist, die alle solche Mengen A1 × A2 enthält, gilt
A1 ⊗A2 ⊂ B. Also gilt (1.3) für alle B ∈ B = A1 ⊗A2 und das Theorem ist bewiesen.
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1.4 Borel-σ-Algebra

Vergleicht man also σ-Algebra mit Topologie, sieht einiges ähnlich aus, aber es gibt auch
wesentliche Unterschiede: so sind bei einer σ-Algebra

”
mehr“ Schnitte und

”
weniger“

Vereinigungen erlaubt.

Die beiden Strukturen werden verknüpft in der folgenden Definition.

Definition 1.20 Sei X eine Menge und T ⊂ P(X) eine Topologie.

Dann nennt man AT , das heißt die kleinste σ-Algebra, die T
enthält, die zu (X, T ) gehörende Borel-σ-Algebra.

Der Französische Mathematiker und Politiker Émile Borel lebte von
1871 bis 1956.

Bemerkung 1.20.1 Sei (X, T ) ein topologischer Raum. Die zugehörige Borel-σ-Algebra
AT enthält u.a. alle offenen und abgeschlossenen Mengen. Die Mengen in dieser Borel-
σ-Algebra nennt man Borel-messbar.

Bemerkung 1.20.2 Die Standard-Borel-σ-Algebra in Rn enthält alle offene und abge-
schlossene Mengen, jedoch auch alle Mengen, die entstehen durch abzählbare Vereinigun-
gen oder Schnitte solcher Mengen. Man könnte denken, dass man so fast alle Teilmengen
von Rn bekommen würde, aber das ist ein Irrtum. Es gibt viele nicht Borel-messbare
Mengen in Rn. Ein konkretes Beispiel einer solchen Menge ist jedoch nicht so leicht zu
definieren.
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Analysis 3, Woche 2

Maße I

Wir haben in Analysis 2 gesehen, dass man für beschränkte konvexe Teilmengen von
Rn einen Inhalt definieren kann. Auch für endliche Vereinigungen von solchen Teilmengen
kann man den Inhalt definieren. Diese speziellen Gebiete bilden aber eine relativ kleine
Klasse; man möchte dies verallgemeinern, eigentlich möchte man am liebsten einen Inhalt
definieren für jedes A ∈ P(X). Es wird sich herausstellen, dass das zu viel verlangt ist.

Mehr als nur Vereinigungen von endlich vielen beschränkten konvexen Teilmengen ist
aber möglich. Diesen verallgemeinerten Inhaltsbegriff nennt man Lebesgue-Maß. Bevor
wir dieses Lebesgue-Maß betrachten, werden wir uns mit dem Begriff Maß beschäftigen.
Vorher kommen noch die messbaren Funktionen und zum Vergleich auch noch die stetigen
Funktionen.

2.1 Stetige Funktionen

Wenn f : X → Y eine Abbildung ist, definiert man f−1 durch

f−1 (y) = {x ∈ X; f (x) = y} .

Das heißt, f−1 (y) ist das Urbild von {y} und als Funktion findet man

f−1 : Y → P (X) .

Nur im Fall, dass f eine Bijektion ist, gilt f−1(y) = {f inv(y)}. Wenn kein x ∈ X existiert
mit f (x) = y, dann folgt f−1 (y) = ∅.

Man verwendet f−1 auch für Mengen A ⊂ Y und da setzt man

f−1 (A) = {x ∈ X; f (x) ∈ A}

und findet eine Funktion f−1 : P (Y )→ P (X). Für dieses f−1 gilt:

� f−1 (∅) = ∅ und f−1 (Y ) = X;

� f (f−1 (A)) ⊂ A für alle A ⊂ Y und

f (f−1 (A)) = A genau dann, wenn A ⊂ f(X);

� f−1 (f (B)) ⊃ B für alle B ⊂ X.

Im Allgemeinen gilt auch hier nicht, dass f−1 (f (B)) und B identisch sind.

11
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Beispiel 2.1 Für f : R→ R mit f (x) = x2 gilt:

f−1(−4) = ∅ und f
(
f−1(−4)

)
= f(∅) = ∅,

{2} ⊂ f−1 (f (2)) = f−1 (4) = {−2, 2} ,
[−1, 3] ⊂ f−1 (f ([−1, 3])) = f−1 ([0, 9]) = [−3, 3] = f−1 (f ([−3, 3])) .

Die Stetigkeit von f bei normierten Räumen kennt man inzwischen aus seinen Träumen.
Auch für metrische Räume sollte die Definition der Stetigkeit keine Überraschungen ha-
ben, denn man ersetzt ‖x− y‖ durch d(x, y):

Definition 2.2 Seien (X, dX) und (Y, dY ) metrische Räume und f : X 7→ Y eine Funk-
tion. Die Stetigkeit für f wird wie folgt definiert:

∀a∈X∀ε>0∃δ>0 dX (a, b) < δ =⇒ dY (f (a) , f (b)) < ε.

Man definiert sogar Stetigkeit für topologische Räume und auch diese Definition ist
eine Verallgemeinerung der üblichen Definition auf Rn.

Definition 2.3 Seien (X,S) und (Y, T ) zwei topologische Räume. Dann nennt man eine
Funktion f : X → Y S-T -stetig, wenn für jedes T ∈ T gilt, dass f−1(T ) ∈ S.

Lemma 2.4 Seien (X, dX) und (Y, dY ) metrische Räume und seien S und T die durch
die Metriken dX beziehungsweise dY definierte Topologien. Dann stimmt die klassische
Definition 2.2 der Stetigkeit mit der in Definition 2.3 überein.

Beweis. • Von klassisch zu Definition 2.3 (⇒):
Sei T ∈ T nicht leer und sei a ∈ f−1 (T ). Weil T offen ist, gibt es ε > 0 mit

Uε (f (a)) := {y ∈ Y ; dY (f (a) , y) < ε} ⊂ T.

Aus der klassischen Definition der Stetigkeit folgt, dass es δ > 0 gibt mit f (Uδ (a)) ⊂
Uε (f (a)) für

Uδ (a) := {y ∈ Y ; dX (a, x) < δ} .
Es folgt Uδ (a) ⊂ f−1 (Uε (f (a))) ⊂ f−1 (T ). Weil dies für beliebige a ∈ f−1 (T ) gilt,
bedeutet es f−1 (T ) ∈ S.

• Die Rückwärtsrichtung (⇐):
Sei a ∈ X, ε > 0 und betrachte Uε (f (a)). Weil Uε (f (a)) ∈ T gilt, folgt aus der

Annahme, dass f−1(Uε (f (a))) ∈ S. Das heißt f−1 (Uε (f (a))) ist offen, und weil a ∈
f−1 (Uε (f (a))), gibt es δ > 0 mit Uδ (a) ⊂ f−1 (Uε (f (a))). Anders gesagt, für jedes
a ∈ X, ε > 0 gibt es δ > 0 derart, dass aus dX (a, x) < δ folgt dy (f (a) , f (x)) < ε.

2.2 Messbare Funktionen

Ähnlich zur Stetigkeit wird auch die Messbarkeit von Funktionen definiert:

Definition 2.5 Seien (X,A) und (Y,B) zwei messbare Räume. Dann nennt man eine
Funktion f : X → Y A-B-messbar, wenn für jedes B ∈ B gilt, dass f−1(B) ∈ A.
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Abbildung 2.1: Die Funktion aus Beispiel 2.6

Dies kann man noch kürzer fassen durch f−1 (B) ⊂ A, wenn man

f−1 (S) =
{
f−1 (S) ;S ∈ S

}

für S ⊂ P (Y ) definiert, das heißt, f−1 (S) als Menge von Teilmengen in P (X).

Beispiel 2.6 Betrachte R mit der Standard-Borel-σ-Algebra. Dann ist die Treppenfunk-
tion f : R→ R, definiert durch

f (x) = bxc := max {n ∈ Z;n ≤ x}

messbar. Siehe Abbildung 2.1. Dies zu zeigen ist nicht so direkt. Fur offene Intervalle kann
man jedoch leicht zeigen, dass das Urbild eines offenen Intervalls eine Borel-Menge ist.
Für a < b gilt

f−1 ((a, b)) = f−1 ({n ∈ Z; bac+ 1 ≤ n ≤ bbc}) = [bac+ 1, bbc+ 1) ,

und dies ist eine Borel-Menge, weil [n,m) = (n− 1,m) \ (n− 1, n) für n < m. Vereinigt
man beliebig viele offene Intervalle, ist das Urbild die Vereinigung von abzählbar(!) vielen
Intervallen vom Typ [n,m) mit n,m ∈ Z.

Die Funktion im Beispiel ist nicht stetig. Die Frage, ob messbare Funktionen stetig
sind, wenn man die passende Topologie und σ-Algebra verwendet, wird in der folgenden
Proposition beantwortet:

Proposition 2.7 Seien (X, T ) und (Y,S) zwei topologische Räume und sei f : X → Y
T -S-stetig. Dann ist f AT -AS-messbar.

Bevor wir diese Proposition beweisen, schauen wir uns die folgenden Lemmas an:

Lemma 2.8 Sei S ⊂ P (Y ) und sei f : X → Y eine Funktion. Dann ist f−1(AS) eine
σ-Algebra auf X.

Beweis. Diese Ergebnisse folgen direkt, wenn man sich die betreffenden Mengen anschaut.
1) ∅, Y ∈ AS liefert ∅ = f−1(∅) ∈ f−1(AS) und X = f−1(Y ) ∈ f−1(AS).
2) A ∈ AS liefert Ac ∈ AS und

f−1(Ac) = {x ∈ X; f(x) ∈ Ac} = {x ∈ X; f(x) ∈ A}c =
(
f−1(A)

)c
.
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3) Für Ai ∈ AS gilt

f−1
(⋃

i∈N
Ai

)
=
⋃

i∈N
f−1 (Ai) .

Also ist f−1(AS) eine σ-Algebra.

Lemma 2.9 Sei S ⊂ P (Y ) und sei f : X → Y eine Funktion. Dann gilt f−1(AS) =
Af−1(S).

Beweis. Weil S ⊂ AS folgt f−1(S) ⊂ f−1(AS) und weil f−1(AS) eine σ-Algebra ist, hat
man sofort

Af−1(S) ⊂ f−1(AS). (2.1)

Für die andere Richtung setzt man

B =
{
B ∈ P (Y ) ; f−1(B) ∈ Af−1(S)

}
, (2.2)

und dies impliziert, dass

f−1(B) ⊂ Af−1(S).

Für B ∈ S gilt f−1(B) ∈ f−1(S) ⊂ Af−1(S) und es folgt, dass B ∈ B. Also gilt S ⊂ B.
Wir behaupten, dass schon B eine σ-Algebra ist. Weil f−1(∅), f−1(Y ) ∈ Af−1(S) folgt

∅, Y ∈ B. Wenn B ∈ B, dann folgt Bc ∈ B aus

f−1(Bc) =
(
f−1(B)

)c ∈ Af−1(S).

Wenn Bi ∈ B für i ∈ N, dann folgt
⋃
i∈NBi ∈ B aus

f−1(
⋃

i∈N
Bi) =

⋃
i∈N

f−1(Bi) ∈ Af−1(S).

Also ist B eine σ-Algebra. Weil S ⊂ B und weil AS die kleinste σ-Algebra ist mit
S ⊂ AS , folgt AS ⊂ B und

f−1(AS) ⊂ f−1(B) ⊂ Af−1(S). (2.3)

Zusammen zeigen (2.1) und (2.3) das gewünschte Ergebnis.

Beweis von Proposition 2.7. Wir sollen zeigen, dass wenn f−1(S) ⊂ T gilt, auch
f−1 (AS) ⊂ AT gilt. Mit Hilfe von Lemma 2.8 und 2.9 folgt f−1 (AS) = Af−1(S) ⊂ AT .

2.3 Definition eines Maßes

Wenn man sich fragt, welche Eigenschaft ein Maß haben sollte, dann würde man sagen,
dass das Maß eine Funktion ist, definiert für Mengen und zwar so, dass die Additivität
gilt. Mathematisch formuliert ist eine Mengenfunktion µ additiv, wenn für jede paarweise
disjunkte A1, . . . , Ak ∈ A gilt

µ(
⋃k

n=1
An) =

∑k

n=1
µ(An).

Außerdem würde man der leeren Menge Maß 0 geben wollen. Beide Eigenschaften findet
man zurück in der folgenden Definition:
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Definition 2.10 Sei (X,A) ein messbarer Raum. Dann heißt µ : A → [0,∞] ein (posi-
tives) Maß, wenn

1. µ(∅) = 0,

2. µ ist σ-additiv: für jede paarweise disjunkte1 Folge {An}n∈N ⊂ A gilt

µ(
⋃

n∈N
An) =

∑
n∈N

µ(An).

Bemerkung 2.10.1 Wenn man Aj = ∅ für j > k nimmt, dann sieht man direkt, dass
die σ-Additivität die Additivität impliziert.

� Man nennt (X,A, µ) einen Maßraum.

� Wenn außerdem µ(X) <∞, dann nennt man das Maß µ endlich. Wenn µ(X) = 1,
nennt man µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß.

Bemerkung 2.10.2 Weil µ ≥ 0 ist, ist die Reihe
∑

n∈N µ(An) auch unbedingt konver-
gent, wenn sie konvergiert. Unbedingt konvergent heisst, dass man die Folge umordnen
kann, ohne dass sich das Ergebnis ändert: für σ : N→ N eine Bijektion, gilt

lim
M→∞

∑M

n=0
µ(An) = lim

M→∞

∑M

n=0
µ(Aσ(n)).

Wenn die Folge
∑

n∈N µ(An) nicht konvergiert, dann folgt

lim
M→∞

∑M

n=0
µ(An) =∞ und lim

M→∞

∑M

n=0
µ(Aσ(n)) =∞.

Diese Definition vom Maß liefert die folgenden Eigenschaften:

Theorem 2.11 Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Dann gilt für A,B,Ai ∈ A:

1. A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B);

2. µ (A ∩B) + µ (A ∪B) = µ(A) + µ(B);

3. wenn An ⊂ An+1 für alle n ∈ N, dann ist {µ(An)}n∈N eine wachsende Folge2 und

lim
n→∞

µ(An) = µ
(⋃

k∈N
Ak

)
∈ [0,∞];

4. wenn An ⊃ An+1 für alle n ∈ N und µ(A0) <∞, dann ist {µ(An)}n∈N eine fallende
Folge und

lim
n→∞

µ(An) = µ
(⋂

k∈N
Ak

)
.

1Sei Ai ∈ P(X) für i ∈ I. Dann heißt {Ai}i∈I paarweise disjunkt, wenn Ai ∩ Aj = ∅ für alle i, j ∈ I
mit i 6= j.

2Man erlaubt hier Grenzwerte in [0,∞] und der uneigentliche Limes ∞ wird wie folgt definiert:

lim
n→∞

an =∞, wenn ∀R > 0 ∃NR ∈ N : n > NR =⇒ an > R.
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Bemerkung 2.11.1 Die vierte Aussage braucht eine Bedingung wie µ(A0) < ∞ (es
reicht µ(Ak0) < ∞ für irgendein k0). Denn es ist möglich, dass sowohl µ(Ak) = ∞ für
alle k ∈ N als auch µ

(⋂
k∈NAk

)
= 0 gilt.

Ein solches Beispiel findet man in (Z,P (Z) , Z) mit Z das Zählmaß. Dieses Zählmaß
wird definiert durch

Z(A) =

{
n falls A genau n Elemente enthält,
∞ falls A unendlich viele Elemente enthält.

Betrachtet man Ak = 2kZ =
{
n2k;n ∈ Z

}
, so findet man Ak ⊃ Ak+1 für alle k ∈ N,

Z (Ak) =∞ für alle k ∈ N und Z
(⋂

k∈N
Ak

)
= Z ({0}) = 1.

Beweis. 1) Weil B = A ∪ (B ∩ Ac) und A ∩ (B ∩ Ac) = ∅ gilt, folgt aus der Additivität,
dass

µ(B) = µ(A) + µ (B ∩ Ac) ≥ µ(A).

2) Man bemerke, dass A ∪B = (A ∩Bc) ∪B und (A ∩Bc) ∩B = ∅. Dann gilt

µ (A ∪B) = µ (A ∩Bc) + µ (B) .

Weil (A ∩B) ∪ (A ∩Bc) = A gilt, hat man auch

µ (A ∩Bc) + µ (A ∩B) = µ (A) .

Es folgt, dass

µ (A ∪B) + µ (A ∩Bc) + µ (A ∩B) = µ (A ∩Bc) + µ (B) + µ (A) .

Wenn µ (A ∩Bc) = ∞, dann gilt auch µ (A ∪B) = ∞ = µ(A), und es steht auf beiden
Seiten ∞. Wenn µ (A ∩Bc) <∞, dann bekommt man

µ (A ∪B) + µ (A ∩B) = µ (B) + µ (A) .

3) Weil 1) gilt, findet man, dass die Folge wachsend ist. Setzt man Ã0 = A0 und
Ãk = Ak ∩ Ack−1 für k ≥ 1, dann ist

{
Ãk
}
k∈N eine disjunkte Folge und es gilt

µ
(⋃

k∈N
Ak

)
= µ

(⋃
k∈N

Ãk

)
=(∗) lim

n→∞

n∑

k=0

µ
(
Ãk
)

=(♦) lim
n→∞

µ
(⋃n

k=0
Ãk

)
= lim

n→∞
µ(An).

In =(∗) verwendet man die σ-Additivität und in =(♦) die daraus folgende Additivität.
4) Man findet, weil 1) gilt, dass die Folge fallend ist. Dann folgt µ(Ak) ≤ µ(A0) <∞

und {µ(Ak)}k∈N ist eine fallende nach unten (durch 0) beschränkte Folge und deshalb
konvergent. Weil

µ (A0 ∩ Ack) + µ (Ak) = µ (A0 ∩ Ack) + µ (A0 ∩ Ak) = µ (A0)

gilt und µ(Ak) endlich ist, folgt

µ (A0 ∩ Ack) = µ (A0)− µ (Ak) . (2.4)

Jetzt definiert man Bk = A0 ∩ Ack und wendet 3) an. Es gilt Ack ⊂ Ack+1 und also auch

Bk = (A0 ∩ Ack) ⊂
(
A0 ∩ Ack+1

)
= Bk+1.
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Weil ⋃
k∈N

Bk = A0 ∩
⋃

k∈N
Ack = A0 ∩

(⋂
k∈N

Ak

)c

gilt, bekommt man

µ (A0) = µ
(
A0 ∩

(⋂
k∈N

Ak

)c)
+ µ

(
A0 ∩

(⋂
k∈N

Ak

))

= µ
(⋃

k∈N
Bk

)
+ µ

(⋂
k∈N

Ak

)

unter Verwendung von 3. folgt

= lim
k→∞

µ(Bk) + µ
(⋂

k∈N
Ak

)
= lim

k→∞
µ(A0 ∩ Ack) + µ

(⋂
k∈N

Ak

)

unter Verwendung von (2.4) folgt

= lim
k→∞

(µ(A0)− µ (Ak)) + µ
(⋂

k∈N
Ak

)

und weil der Limes existiert in [0,∞)

= µ(A0)− lim
k→∞

µ (Ak) + µ
(⋂

k∈N
Ak

)
.

Weil µ (A0) <∞ findet man

lim
k→∞

µ (Ak) = µ
(⋂

k∈N
Ak

)
.

Beispiel 2.12 Sei a ∈ R und definiere den Maßraum (R,P(R), δa) durch

δa(A) =

{
1 falls a ∈ A,

0 falls a /∈ A.

Dieses Maß nennt man das Dirac-Maß mit Träger in a.

Beispiel 2.13 In Analysis 2 haben wir gezeigt, dass

∫ ∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π.

Man findet, dass für gα,y(x) = 1√
α2π

e−
(x−y)2

α2 gilt
∫∞
−∞ gα,y(x)dx = 1. Für die offenen Inter-

valle (a, b) definiert man

µα,y((a, b)) =

∫ b

a

gα,y(x)dx.

Für jedes α > 0 und y ∈ R folgt, dass µα,y (R) = 1. Außerdem gilt

lim
α↓0

µα,y ((a, b)) = δy((a, b)) = 1(a,b)(y).

Wir werden noch zeigen, dass man µα,y erweitern kann zu einem Maß auf allen Borel-
mengen von R.

Bemerkung 2.13.1 Die Funktion gα,y(·) ist eine Dichte für das Maß µα,y. Für das
Dirac-Maß existiert keine Dichtefunktion.
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Die Standard-Gaußkurve g1,0 oder Normalverteilung bekommt man als Limes beim
Dreieck von Pascal, dem Dreieck mit folgenden Koeffizienten:

(
0

0

)

(
1

0

) (
1

1

)

(
2

0

) (
2

1

) (
2

2

)

(
3

0

) (
3

1

) (
3

2

) (
3

3

)

... . . .

Wenn man eine ehrliche Münze n mal wirft, dann ist die Wahrscheinlichkeit m mal
Kopf zu erhalten:

P [m mal Kopf bei n Würfe] =

(
1

2

)n(
n

m

)
.

Zentriert man den Graph in 0 (schiebe das Intervall [0, n] durch m 7→ m − 1
2
n auf

[
−1

2
n, 1

2
n
]
) und skaliert man mit Faktor

√
n
2
, genauer gesagt (b, h) 7→

(√
2
n
b,
√

n
2
h
)

,

dann approximiert man mit den folgenden Paaren die Gaußkurve:

(√
2

n

(
m− 1

2
n
)
,

√
n

2

(
1

2

)n(
n

m

))
 

(
x,

1√
π
e−x

2

)
(2.5)

Weil diese Konvergenz so nicht genau definiert ist, schreiben wir . Schon genauer wäre:

Sei x ∈ R und {mn}n∈N ⊂ N derartig, dass lim
n→∞

√
2
n

(
mn − 1

2
n
)

= x, dann gilt

lim
n→∞

√
n

2

(
1

2

)n(
n

mn

)
=

1√
π
e−x

2

.

Wir beweisen dies nicht, aber illustrieren das Ergebnis mit einigen Bildern. In Abbil-

dung 2.2 findet man für n = 1, . . . , 100 skalierte Skizzen von m→
(
n

m

)
. In der nächsten

Abbildung sind drei dieser Kurven verglichen mit x 7→ 1√
π
e−x

2
.
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

Abbildung 2.2: Von Pascal nach Gauß, die ersten 100 Kurven.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Abbildung 2.3: Die Bilder zu (2.5) für n = 6, n = 60 und n = 600

Abbildung 2.4: Ein Bild zu der Dichtefunktion g1,0 findet man auch mitten auf der letzten 10-
DM-Banknote zusammen mit Carl Friedrich Gauß
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2.4 Nullmengen und Vollständigkeit

Definition 2.14 Sei (X,A, µ) ein Maßraum.

� Man nennt A ∈ A eine Nullmenge, wenn µ(A) = 0.

� Der Maßraum heißt vollständig, wenn jede Teilmenge einer Nullmenge wiederum
in A liegt (und also eine Nullmenge ist).

Lemma 2.15 Abzählbare Vereinigungen von Nullmengen sind wiederum Nullmengen.

Beweis. Dieses Ergebnis folgt aus der σ-Additivität.

Betrachtet man die Standard Borel-σ-Algebra auf R und das Standardmaß µ mit
µ((a, b)) = b− a für b > a, dann gilt:

µ(N) = 0, µ(Q) = 0 und µ
({
q1 +

√
2 q2; q1, q2 ∈ Q

})
= 0.

Dies folgt aus

µ

(⋃

i∈N
{ai}

)
=
∑

i∈N
µ({ai}) =

∑

i∈N
0 = 0,

mit einer Abzählung {ai}i∈N der betreffenden Menge.

Theorem 2.16 Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Setzt man

A = {A ∪ A0;A ∈ A und es gibt eine Nullmenge N ∈ A mit A0 ⊂ N}

und µ̄(A ∪ A0) = µ(A), dann gilt

1. A ist eine σ-Algebra,

2. µ̄ ist ein wohldefiniertes Maß, und

3.
(
X,A, µ̄

)
ist ein vollständiger Maßraum.

Beweis. 1) Weil ∅ eine Nullmenge ist und A ∪ ∅ = A gilt, gilt A ⊂ A. So ist gleich die
erste Bedingung einer σ-Algebra erfüllt. Sei A ∈ A und A0 ⊂ N mit N eine Nullmenge.
Weil auch N ∩ Ac0 ⊂ N und

Ac0 = (N c ∩ Ac0) ∪ (N ∩ Ac0) = N c ∪ (N ∩ Ac0)

folgt, dass

(A ∪ A0)c = Ac ∩ Ac0 = Ac ∩ (N c ∪ (N ∩ Ac0))

= (Ac ∩N c) ∪ (Ac ∩N ∩ Ac0) .

Man hat Ac ∩N c ∈ A und Ac ∩N ∩Ac0 ⊂ N . So hat man bewiesen, dass (A ∪ A0)c ∈ A.
Die letzte Eigenschaft einer σ-Algebra folgt aus Lemma 2.15.

2) Wenn A∪A0 = B ∪B0 mit A,B ⊂ A und A0 und B0 Teilmengen von Nullmengen
N beziehungsweise M sind, dann gilt A ∪N ∪M = B ∪N ∪M . Weil Ac ∩ (N ∪M) und
Bc ∩ (N ∪M) Nullmengen sind, hat man

µ(A) = µ(A) + µ (Ac ∩ (N ∪M)) = µ (A ∪N ∪M)

= µ (B ∪N ∪M) = µ(B) + µ (Bc ∩ (N ∪M)) = µ(B)
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und es gilt µ̄(A ∪ A0) = µ̄(B ∪B0). So ist µ̄ wohldefiniert. Es ist sogar ein Maß:
i) ∅ ist eine Nullmenge für µ und, weil µ̄(∅) = µ̄(∅ ∪ ∅) = µ(∅) = 0, auch Nullmenge

für µ̄.
ii) Für eine disjunkte Folge {Ai ∪ A0,i}i∈N mit Ai ∈ A, und A0,i Teilmenge einer

Nullmenge B0,i, ist wegen der σ-Additivität auch B0 :=
⋃
i∈NB0,i eine Nullmenge mit⋃

i∈NA0,i ⊂ B0. Es folgt:

µ̄
(⋃

i∈N
(Ai ∪ A0,i)

)
= µ̄

(⋃
i∈N

Ai ∪
⋃

i∈N
A0,i

)
= µ

(⋃
i∈N

Ai

)

=
∑

i∈N
µ (Ai) =

∑
i∈N

µ̄ (Ai ∪ A0,i) .

3) Diese letzte Eigenschaft folgt aus der Definition und den ersten beiden Eigenschaf-
ten.



22 6. März 2024 Woche 2, Maße I



Analysis 3, Woche 3

Maße II

3.1 Äußeres Maß

Man könnte hoffen, nachdem man durch die Erweiterung von (X,A, µ) zu
(
X,A, µ̄

)

einen vollständigen Maßraum konstruiert hat, dass auch alle Mengen messbar sein sollten.
Nimmt man A = P (X), dann kann man zwar immer das Zählmaß verwenden:

µ (A) =

{
Anzahl Elemente in A wenn endlich,

sonst ∞,

aber das ist nicht besonders interessant. Hofft man für X = Rn darauf, das übliche Vo-
lumen zu erweitern zu einem Maß auf P (Rn), dann ist diese Hoffnung vergeblich; es gibt
immer noch nicht-messbare Mengen. Es ist jedoch nicht einfach, ein konkretes Beispiel
für eine nicht-messbare Menge hinzuschreiben, denn eine abzählbare Konstruktion reicht
nicht. Wenn es überabzählbar wird, dann braucht man im Allgemeinen das Auswahlaxi-
om1.

Eine Möglichkeit, um für alle Teilmengen in P(X) etwas ähnliches wie ein Maß zu
definieren ist folgende:

Definition 3.1 Eine Abbildung µ∗ : P(X) → [0,∞] nennt man ein äußeres Maß auf
X, wenn:

1. µ∗(∅) = 0,

2. für alle A,B ∈ P(X): A ⊂ B =⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B), und

3. µ∗ ist σ-subadditiv: für alle {Ai}i∈N ⊂ P(X) gilt:

µ∗
(⋃

i∈N
Ai

)
≤
∑

i∈N
µ∗(Ai).

1Auswahlaxiom Wenn A eine Menge nichtleerer Mengen ist, dann gibt es eine Auswahlfunktion: für
alle Mengen A ∈ A kann man ein Element a ∈ A bestimmen.
Anders gesagt: Sei X =

⋃
A∈AA, dann gilt

∃f : A → X mit ∀A ∈ A: f(A) ∈ A.

Die meisten Mathematiker nehmen dieses Axiom als Voraussetzung. In der Mathematik ist ein Axiom
ein nicht deduktiv ableitbarer und widerspruchsfreier Grundsatz.

23
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Bemerkung 3.1.1 Ein äußeres Maß ist nicht unbedingt ein Maß!

Bemerkung 3.1.2 Bei der σ-Subadditivität wird nicht verlangt, wie bei der σ-Additivität,
dass die Ai paarweise disjunkt sind. Das ist jedoch nicht der Grund, wieso ≤ statt = in der
Definition erscheint. Man möchte hier zulassen, dass eine strikte Ungleichung erscheinen
kann, sogar bei paarweise disjunkten Mengen Ai.

Wenn man genügend Teilmengen von X hat, für die man eine
”
Größe“ definiert, dann

lässt sich daraus ein äußeres Maß konstruieren. Genau beschrieben wird dieses Resultat
im nächsten Lemma.

Lemma 3.2 Seien B ⊂ P(X) und eine Größe ν : B → [0,∞] derart definiert, dass:

1. ∅ ∈ B und ν(∅) = 0,

2. X kann mit abzählbar vielen Bi ∈ B überdeckt werden:

∃ {Bi}i∈N ⊂ B derart, dass
⋃

i∈N
Bi = X.

Dann ist µ∗ : P(X)→ [0,∞], definiert durch

µ∗(A) = inf

{∑

i∈N
ν(Bi); {Bi}i∈N ⊂ B und A ⊂

⋃

i∈N
Bi

}
, (3.1)

ein äußeres Maß auf X.

Man betrachtet in (3.1) also das Infimum bei allen abzählbaren Überdeckungen {Bi}i∈N
von A mit Bi ∈ B.

Wenn B abgeschlossen ist unter abzählbaren Vereinigungen und die Größe ν ist σ-
additiv auf B, nennt man ν ein Prämaß.

Beweis. Aus der zweiten Annahme folgt, dass es für jedes A ⊂ X eine Überdeckung aus
B gibt und weil ν ≥ 0 auf B, folgt µ∗(A) ≥ 0.

Weil ∅ von ∅ überdeckt wird, folgt 0 ≤ µ∗(∅) ≤ ν(∅) = 0 und die erste Bedingung
eines äußeren Maßes in Definition 3.1 ist erfüllt.

Aus der Definition folgt auch gleich, dass die zweite Bedingung erfüllt ist. Denn falls
A1 ⊂ A2 gilt, ist jede Überdeckung von A2 auch eine von A1. Für A1 gibt es möglicherweise
mehr Überdeckungen und das Infimum bei einer größeren Menge ist kleiner oder gleich
dem Infimum bei einer kleineren Menge.

Um die σ-Subadditivität zu zeigen, sei {An}n∈N ⊂ P(X) und ε > 0. Weil µ∗(An) als
Infimum definiert ist, kann man für jedes n ∈ N Mengen {Bn,i}i∈N ⊂ B finden derart,
dass An ⊂

⋃
i∈NBn,i und

µ∗(An) ≥
∑

i∈N
ν(Bn,i)− 2−n−1ε.

Bemerke, dass die Bn,i auch von ε abhängen. Es folgt, dass
⋃
n∈NAn ⊂

⋃
n∈N

⋃
i∈NBn,i

und

µ∗
(⋃

n∈N
An

)
≤
∑

n∈N

∑

i∈N
ν(Bn,i) ≤

∑

n∈N

(
µ∗(An) + 2−n−1ε

)
= ε+

∑

n∈N
µ∗(An).

Weil diese Ungleichung für alle ε > 0 gilt, gilt auch

µ∗
(⋃

n∈N
An

)
≤
∑

n∈N
µ∗(An).

So ist µ∗ ein äußeres Maß.
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3.1.1 Das äußere Lebesgue-Maß

Wie wir in Lemma 3.2 gesehen haben, kann man ein äußeres Maß
definieren, wenn man eine Art Prämaß definiert auf genügend viele
Mengen. Nehmen wir Rn und die Blöcke, die wir auch schon bei der
Riemann-Integrierbarkeit verwendet haben, dann folgt das äußere
Lebesgue-Maß. Für ai, bi ∈ R für i = 1, . . . , n mit ai ≤ bi setzen
wir

Volumen ([a1, b1)× · · · × [an, bn)) =
∏n

i=1 (bi − ai) .

Wir nennen [a1, b1)× · · · × [an, bn) einen Block in Rn.
Henri Léon Lebesgue

1875 - 1941

Definition 3.3 Sei B die Menge aller Blöcke in Rn. Wir definieren das äußere Maß
λ∗n : P(Rn)→ [0,∞] durch

λ∗n(A) = inf

{∑

i∈I
Volumen(Ri);Ri ∈ B und A ⊂

⋃

i∈I
Ri mit I abzählbar

}
;

λ∗n heißt das n-dimensionale äußere Lebesgue-Maß auf Rn.

Wegen Lemma 3.2 kann man folgern, dass λ∗n tatsächlich ein äußeres Maß auf Rn ist.

Bemerkung 3.3.1 Jeden Block R = [a1, b1)×. . .×[an, bn) oder [a1, b1]×. . .×[an, bn] kann
man mit abzählbar vielen Kugeln {Bri(xi)}i∈N, oder

{
Bri(xi)

}
i∈N, überdecken mit beliebig

kleiner Differenz im äußeren Maß. Genauer gesagt, für jedes ε > 0 gibt es {Bri(xi)}i∈N
mit R ⊂ ⋃i∈NBri(xi) und

∑

i∈N
µ∗ (Bri(xi))− ε ≤ ν(R) ≤

∑

i∈N
µ∗ (Bri(xi)) .

Ebenso kann man auch jede Kugel mit abzählbar vielen Blöcken beliebig genau überdecken.
Statt Blöcken hätte man also auch Kugeln, oder abgeschlossene Kugeln, nehmen können in
Definition 3.3. Es folgt, dass das äußere Lebesgue-Maß invariant ist unter Verschiebungen
und Drehungen.

3.1.2 Äußere Hausdorff-Maße

In der letzten Bemerkung stand schon, dass man statt rechteckigen Blöcken, auch Kugeln
verwenden kann. Sei

cn = Volumen(B1 (0)) =
πn/2

Γ(1 + n/2)
(3.2)

und sei Br (y) = {x ∈ Rn; ‖x− y‖ < r}. Man kann zeigen, dass

λ∗n(A) = cn inf

{∑

i∈I
rni ; A ⊂

⋃

i∈I
Bri (xi) mit I abzählbar

}

das gleiche äußere Lebesgue-Maß auf Rn liefert. Diese Idee mit Überdecken kann man
auch verwenden, um 1-dimensionale Mengen in Rn zu messen.
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Abbildung 3.1: Die Länge einer Kurve und die Summe von Kreisdiametern

Bemerkung 3.3.2 Für Kurven, das heißt: für die Bilder glatter injektiver Kurven γ :
[0, 1]→ R2 oder R3 kann man die Summe der Diameter der überdeckenden Kreisscheiben
oder Kugeln verwenden, um die Länge der Kurve zu approximieren. Wenn

⋃m
i=1 Bri (xi)

mit ri klein eine Kurve genau überdeckt, ist
∑m

i=1 2ri eine Approximation der Länge. Siehe
Abbildung 3.1.

Nimmt man gleich große Kugeln, dann kann man eine glatte Kurve κ von Länge `
mit m+ 1 Kugeln von Radius ε := `

2m
überdecken, wenn ε genügend klein ist. Das würde

bedeuten, dass

` = lim
ε↓0

inf

{
m 2ε;κ ⊂

m⋃

i=1

Bε (xi)

}
.

Lässt man Kugeln verschiedener Größe zu, aber mit Radius kleiner gleich ε0, dann
findet man

` = lim
ε0↓0

inf

{∑

i∈I
2εi;κ ⊂

⋃

i∈I
Bεi (xi) mit εi ≤ ε0 und I abzählbar

}
.
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Abbildung 3.2: Wie man die Länge einer Kurve k definiert durch Überdeckungen mit Kugeln
und ohne Ableitung k′

Diese letzte Formel kann man auch für nicht glatte Kurven verwenden.

� Man definiert für beliebige Mengen A ∈ P (Rn):

λ∗1-dim. in Rn(A) = lim
ε↓0

inf

{
2
∑

i∈I
ri; A ⊂

⋃

i∈I
Bri (xi) mit ri < ε und I abzählbar

}
.

(3.3)
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Wenn A mehr als 1-dimensional ist, bekommt man λ∗1-dim. in Rn(A) =∞.

Die gleiche Idee funktioniert auch, wenn man eine zwei-dimensionale Oberfläche in Rn

messen möchte.

Out[95]=

Abbildung 3.3: Wie man einen Flächeninhalt approximiert durch Überdeckungen mit Kugeln.
Sparsamer wäre es, Kugeln unterschiedlicher Größe zu verwenden.

� Hier nimmt man

λ∗2-dim. in Rn(A) = lim
ε↓0

inf

{
π
∑

i∈I
r2
i ; A ⊂

⋃

i∈I
Bri (xi) mit ri < ε und I abzählbar

}
.

(3.4)

Wenn man (3.3) und (3.4) vergleicht, dann sieht man, dass nur 2ri und πr2
i verschieden

sind. Die Erklärung findet man in Abbildung 3.4. Für eine s-dimensionale Menge in Rn

wäre es csr
s
i mit cs aus (3.2).

Nimmt man cs = 1 statt wie in (3.2), dann hätte man übrigens bei festem s noch
immer ein äquivalentes äußeres Maß.

� Diese Überlegung führt zu

λ∗s-dim. in Rn(A) = cs lim
ε↓0

inf

{∑

i∈N
rsi ;Bri (xi) ∈ B und A ⊂

⋃

i∈N
Bri (xi) mit ri < ε

}
.

Out[128]=

Abbildung 3.4: 2r und πr2 sind die
”
Größen“, das heißt die 1- bzw. 2-dimensionalen Volumen,

der schwarzen Schnittmengen mit ein-dimensionaler Gerade oder zwei-dimensionaler Fläche
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Auf diese Art könnte man sogar Maße für nicht-ganzzahlige Dimensionen definieren
mit cs in (3.2), wie für ganzzahlige s, oder auch mit cs ≡ 1.

Definition 3.4 Sei s > 0, ε > 0 und Bε die Menge aller Kugeln in Rn (inklusive die
leere) mit Radius r ∈ [0, ε]:

Br(x) := {y ∈ Rn; ‖x− y‖ < r} .

Wir definieren hεs, h
∗
s : P(Rn)→ [0,∞] durch

hεs(A) := inf

{∑

i∈N
(Radius(Bi))

s ;Bi ∈ Bε und A ⊂
⋃

i∈N
Bi

}
, (3.5)

h∗s(A) := lim
ε↓0

hεs(A). (3.6)

Man nennt h∗s das s-dimensionale äußere Hausdorff 2-Maß auf Rn.

Bemerkung 3.4.1 Eigentlich ist dies nicht das s-dimensionale äußere Hausdorff-Maß,
sondern eine sphärische Version davon. Das übliche äußere Hausdorff-Maß verwendet
mehr als nur Kugeln und für einige pathologische Mengen bringt dies einen Unterschied.
Man kann jedoch zeigen, dass beide Definitionen äquivalente äußere Maße geben.

Bemerkung 3.4.2 Aus der Definition folgt sofort, dass

0 < ε2 ≤ ε1 =⇒ hε2s (A) ≥ hε1s (A).

Weil hεs(A) ≥ 0 gilt, folgt, dass limε↓0 hεs(A) existiert als Grenzwert in [0,∞]. Dann gilt
auch limε↓0 hεs(A) = supε>0 h

ε
s(A).

Bemerkung 3.4.3 In (3.5) ist tatsächlich ein äußeres Maß definiert, denn die Klasse
Bε und die Größen νs mit νs(Br(x)) = rs erfüllen die Bedingungen in Lemma 3.2. Also
ist hεs ein äußeres Maß für ε > 0 und s ∈ (0, n].

� Für s = 0 definiert man in (3.5) hε0 durch ν0(∅) = 0 und ν0(Br(x)) = 1 falls r > 0.
Auch hε0 ist ein äußeres Maß: h∗0 ist das Zählmaß.

� Für alle s ∈ [0, n] sollte man sich noch überlegen, warum h∗s tatsächlich ein äußeres
Maß ist.

Beispiel 3.5 (Sierpinskis Teppich) Wir nehmen eine Teilmenge S von [0, 1]2 wie folgt:
Man teile das Gebiet in 3× 3 Teilquadrate und entfernt das Mittlere. Man wiederholt dies
auf die restlichen 8 Quadrate und setzt das fort:

S = [0, 1]2 \⋃∞n=0

⋃3n−1
k=0

⋃3n−1
`=0

(
3k + 1

3n+1
,
3k + 2

3n+1

)
×
(

3`+ 1

3n+1
,
3`+ 2

3n+1

)
.

Für das äußere Lebesguemaß gilt λ∗(S) = 0, denn in jedem Schritt der Konstruktion
entfernt man 1

9
des Gebietes und limn→∞

(
8
9

)n
= 0.

Wie sieht es aus bezüglich der Hausdorffmaße? Weil man S überdecken kann mit 8n

Kugeln, die Radius 1
2

√
2 3−n haben, finden wir

h
√

2 3−n

s (S) ≤ 8n
(

1

2

√
2 3−n

)s
= 2−1/2 s

(
8 3−s

)n
.

2Felix Hausdorff, Breslau 1868 – Bonn 1942
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Abbildung 3.5: Sierpinskis Teppich S



30 6. März 2024 Woche 3, Maße II

Weil 8 3−s < 1 für s > s̃d := log(8)
log(3)

= 1.8928... gilt es, dass

h∗s(S) = 0 falls s > s̃d.

Für ε < 1 folgt: s1 ≤ s2 =⇒ hεs1(S) ≥ hεs2(S), also auch

s1 ≤ s2 =⇒ h∗s1(S) ≥ h∗s2(S).

Nehmen wir an, dass Cs,ε := hεs(S) ∈ (0,∞] für s < sd und ε ∈ (0, 1), dann folgt aus
der Selbstähnlichkeit von S, denn S besteht aus 8 kleineren Kopien von sich selber, dass
h
ε/3
s (S) = 8

(
1
3

)s
hεs(S) (wenn man den äußeren Rand von Dimension 1 vernachlässigt).

Durch Wiederholung folgt h
ε/3n

s (S) = (8 3−s)nCs,ε und wir finden, dass

h∗s(S) =∞ falls s < s̃d.

Es bleibt noch zu zeigen, dass Cs,ε > 0.

Definition 3.6 Sei A ⊂ Rn und sei die Zahl sd ∈ [0, n] derart, dass

h∗s(A) =∞ falls s < sd und h∗s(A) = 0 falls s > sd,

dann sagt man: A hat Hausdorff-Dimension sd.

Siehe Abbildung 3.6. Der Sierpinski Teppich hat Dimension sd (S) = log(8)
log(3)

.

sd(A) n
s0

1

2

4
8
∞
hs
*(A)

Abbildung 3.6: Das Hausdorf-Maß als Funktion der Dimension: s nach rechts und h∗s(A) ∈ [0,∞]
nach oben mit

”
y = arctan(h∗s(A))“. Nur bei s = sd(A) kann es einen Wert in (0,∞) geben.

3.2 Vom äußeren Maß zum Maß

Definition 3.7 Sei µ∗ ein äußeres Maß auf X. Man nennt A ∈ P(X) µ∗-messbar,
wenn für jedes B ∈ P(X) gilt:

µ∗ (A ∩B) + µ∗ (Ac ∩B) ≤ µ∗(B). (3.7)

Die Menge aller µ∗-messbaren Mengen wird mit A (µ∗) bezeichnet.

Bemerkung 3.7.1 Hier wird µ∗-messbar definiert ohne etwas über eine σ-Algebra zu
sagen. Wenn Sie sich wundern, wieso das geht, haben Sie völlig recht. Im nächsten Theo-
rem wird dieses Problem aus der Welt geschafft, denn da wird A (µ∗) als die passende
σ-Algebra identifiziert und µ∗ ist ein dazu passendes Maß.
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Bemerkung 3.7.2 Weil die σ-Subadditivität impliziert, dass für A,B ∈ P(X) gilt

µ∗(B) = µ∗ ((A ∩B) ∪ (Ac ∩B)) ≤ µ∗ (A ∩B) + µ∗ (Ac ∩B) ,

kann man die Ungleichung in (3.7) ersetzen durch ein Gleichheitszeichen.

Theorem 3.8 (Caratheodory3)

Sei µ∗ ein äußeres Maß auf X. Dann ist
(
X,A (µ∗) , µ∗|A(µ∗)

)
ein vollständiger Maßraum.

Bemerkung 3.8.1 Das heißt, dass A (µ∗) eine σ-Algebra ist und dass µ∗|A(µ∗) ein Maß
ist auf diese σ-Algebra.

Definition 3.9 Sei µ∗ ein äußeres Maß auf X. Dann heißt µ := µ∗|A(µ∗) das von µ∗

induzierte Maß auf A (µ∗).

Beweis von Theorem 3.8. Zu zeigen ist, dass A (µ∗) eine σ-Algebra ist, dass µ∗|A(µ∗)

ein Maß ist und auch noch die Vollständigkeit.

• Wir zeigen erst, dass A (µ∗) eine σ-Algebra ist.
1) Aus

µ∗ (X ∩B) + µ∗ (Xc ∩B) = µ∗ (B) + µ∗ (∅) = µ∗ (B)

folgt X ∈ A (µ∗).
2) Aus der Symmetrie der Bedingung (3.7) folgt A ∈ A (µ∗) =⇒ Ac ∈ A (µ∗).
3) Sei {Ai}i∈N ⊂ A (µ∗); es soll gezeigt werden, dass (3.7) auch gilt für A =

⋃
i∈NAi.

Wir zeigen dies erst für A = A1 ∪ A2 und dürfen annehmen, dass µ∗(B) < ∞. Im Fall,
dass µ∗(B) =∞ gilt, ist (3.7) sofort erfüllt. Wir müssen zeigen, dass für jedes B ∈ P(X)
gilt:

µ∗ ((A1 ∪ A2) ∩B) + µ∗ ((A1 ∪ A2)c ∩B) ≤ µ∗(B). (3.8)

Weil (A1 ∪ A2)∩B = (A1 ∩ A2 ∩B)∪ (Ac1 ∩ A2 ∩B)∪ (A1 ∩ Ac2 ∩B) gilt, folgt wegen der
Subadditivität, dass

µ∗ ((A1 ∪ A2) ∩B) ≤ µ∗ (A1 ∩ A2 ∩B) + µ∗ (Ac1 ∩ A2 ∩B) + µ∗ (A1 ∩ Ac2 ∩B) (3.9)

Weil (A1 ∪ A2)c ∩ B = Ac1 ∩ Ac2 ∩ B folgt, wenn wir (3.9) und dreimal (3.7) verwenden,
dass

µ∗ ((A1 ∪ A2) ∩B) + µ∗ ((A1 ∪ A2)c ∩B) ≤(
µ∗ (A1 ∩ A2 ∩B) + µ∗ (Ac1 ∩ A2 ∩B) + µ∗ (A1 ∩ Ac2 ∩B)

)
+ µ∗ (Ac1 ∩ Ac2 ∩B) =

(
µ∗ (A1 ∩ (A2 ∩B)) + µ∗ (Ac1 ∩ (A2 ∩B))

)
+

+
(
µ∗ (A1 ∩ (Ac2 ∩B)) + µ∗ (Ac1 ∩ (Ac2 ∩B))

)
≤

µ∗ (A2 ∩B) + µ∗ (Ac2 ∩B) ≤ µ∗ (B) . (3.10)

Also folgt A1 ∪ A2 ∈ A (µ∗) und wegen 2) gilt auch dass A1 ∩ A2 = (Ac1 ∪ Ac2)c ∈ A (µ∗).
Wegen Bemerkung 3.7.2 folgt sogar, dass jede Ungleichung in (3.10) durch ein Gleich-
heitszeichen ersetzt werden kann.

3Constantin Caratheodory war ein griechischer Mathematiker. Er wurde geboren 1873 in Berlin und
starb 1950 in München.
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Betrachten wir anschließend A =
⋃
i∈NAi für Ai, die (3.7) erfüllen. Weil wir gerade

bewiesen haben, dass auch Ai ∩ Acj (3.7) erfüllt, folgt, dass Ãn = An ∩
(⋃n−1

i=1 Ai
)c

auch
(3.7) erfüllt. Weil

A =
⋃

i∈N
Ai =

⋃

i∈N
Ãi

dürfen wir annehmen, dass die Ai paarweise disjunkt sind. Aus (3.10) folgt für A1∩A2 = ∅,
dass

µ∗ ((A1 ∪ A2) ∩B) = µ∗ (A1 ∩B) + µ∗ (A2 ∩B) .

Für paarweise disjunkte {A1, . . . , An} ∈ A (µ∗) finden wir, dass
⋃n
i=1 Ai ∈ A (µ∗) und

µ∗
(⋃n

i=1
Ai ∩B

)
=

n∑

i=1

µ∗ (Ai ∩B) . (3.11)

Wir müssen nun noch zeigen, dass (3.7) auch für eine abzählbare Vereinigung gilt. Sei
{Ai}i∈N ⊂ A (µ∗) eine disjunkte Folge und setze A =

⋃
i∈NAi. Es gibt zwei Möglichkeiten.

Wenn µ∗ (B) = ∞, hat man nichts zu beweisen. Wenn µ∗ (B) < ∞, dann gilt auch
µ∗ (A ∩B) <∞ und es folgt aus der σ-Subadditivität und (3.11) und der zweiten Eigen-
schaft eines äußeren Maßes, dass

µ∗ (A ∩B) ≤
∞∑

i=0

µ∗ (Ai ∩B) = lim
n→∞

n∑

i=0

µ∗ (Ai ∩B) =

= lim
n→∞

µ∗
(⋃n

i=0
Ai ∩B

)
≤ µ∗ (A ∩B) . (3.12)

Es folgt µ∗ (A ∩B) =
∑∞

i=0 µ
∗ (Ai ∩B) und weil µ∗ (A ∩B) ≤ µ∗ (B) < ∞ gilt, konver-

giert diese Reihe in R. Man findet

µ∗ (A ∩B) = µ∗
(⋃n

i=0
Ai ∩B

)
+

∞∑

i=n+1

µ∗ (Ai ∩B) .

Weil Ac =
⋂
i∈NA

c
i ⊂

⋂n
i=1A

c
i gilt, folgt

µ∗ (Ac ∩B) + µ∗ (A ∩B) ≤ µ∗
(⋂n

i=0
Aci ∩B

)
+ µ∗ (A ∩B) =

= µ∗
((⋃n

i=0
Ai

)c
∩B

)
+ µ∗

(⋃n

i=0
Ai ∩B

)
+

∞∑

i=n+1

µ∗ (Ai ∩B) =

≤ µ∗(B) +
∞∑

i=n+1

µ∗ (Ai ∩B) für alle n ∈ N. (3.13)

In (3.12) findet man, dass
∑∞

i=0 µ
∗ (Ai ∩B) konvergiert, falls µ∗(B) <∞. Das heißt, dass

lim
n→∞

∞∑

i=n+1

µ∗ (Ai ∩B) = 0.

Dann folgt aus (3.13), dass µ∗ (Ac ∩B) + µ∗ (A ∩B) ≤ µ∗(B). Damit haben wir gezeigt,
dass A (µ∗) eine σ-Algebra ist.

• Noch zu zeigen ist, dass µ∗ ein Maß ist zu A (µ∗). Die erste Bedingung µ∗ (∅) = 0
folgt aus der Definition des äußeren Maßes. In (3.12) findet man, dass

µ∗
(⋃

i∈N
Ai ∩B

)
=
∞∑

i=0

µ∗ (Ai ∩B)
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für paarweise disjunkte Ai ∈ A (µ∗). Setze B = A =
⋃
i∈NAi und es folgt, wenn µ∗ (A) <

∞, dass

µ∗
(⋃

i∈N
Ai

)
=
∞∑

i=0

µ∗ (Ai) . (3.14)

Für µ∗ (A) =∞ folgt (3.14) aus der σ-Subadditivität. Also ist µ∗ ein Maß auf A (µ∗).

• Schlussendlich zeigen wir noch die Vollständigkeit. Wenn µ∗(A) = 0, dann gilt für
Ã ⊂ A, dass µ∗(Ã) = 0 und für B ∈ P (X) gilt

µ∗
(
Ãc ∩B

)
+ µ∗

(
Ã ∩B

)
≤ µ∗ (B) + µ∗ (A) = µ∗(B).

Das heißt Ã ∈ A (µ∗) und A (µ∗) ist vollständig.

24 23. Oktober 2014 Woche 3, Maße II

• Noch zu zeigen ist, dass µ∗ ein Maß ist zu A (µ∗). Die erste Bedingung µ∗ (∅) = 0
folgt aus der Definition des äußeren Maßes. In (3.10) findet man, dass µ∗

(⋃
i∈NAi ∩B

)
=∑∞

i=0 µ
∗ (Ai ∩B) für paarweise duisjunkte Ai ∈ A (µ∗). Setze B = A =

⋃
i∈NAi und es

folgt, wenn µ∗ (A) <∞, dass

µ∗
(⋃

i∈N
Ai

)
=
∞∑

i=0

µ∗ (Ai) . (3.12)

Für µ∗ (A) =∞ folgt (3.12) aus der σ-Subadditivität. Also ist µ∗ ein Maß auf A (µ∗).
• Schlussendlich zeigen wir noch die Vollständigkeit. Wenn µ∗(A) = 0, dann gilt für

Ã ⊂ A, dass µ∗(Ã) = 0 und für B ∈ P (X) gilt

µ∗
(
Ãc ∩B

)
+ µ∗

(
Ã ∩B

)
≤ µ∗ (B) + µ∗ (A) = µ∗(B).

Das heißt Ã ∈ A (µ∗) und A (µ∗) ist vollständig.

Abbildung 3.2: Ein anderes Maß

Abbildung 3.7: Ein anderes Maß
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Analysis 3, Woche 4

Lebesgue-Maß

Henri Léon Lebesgue:

Réduites à des théories générales, les mathématiques seraient une belle forme
sans contenu.

Oder auf Deutsch: Reduziert auf allgemeine Theorien wäre die Mathematik eine schöne
Form ohne Inhalt.

4.1 Lebesgue-Maß und Borel-Mengen

Für Rn haben wir mit Hilfe des Volumens ν : B → [0,∞), und dabei ist B die Menge aller
Blöcke, das äußere Maß λ∗ : P (Rn)→ [0,∞] definiert durch

λ∗(A) = inf

{∑

i∈N
ν(Bi);Bi ∈ B und A ⊂

⋃

i∈N
Bi

}
.

Bis jetzt haben wir folgendes:

� Lemma 3.2 besagt, dass λ∗ tatsächlich ein äußeres Maß ist, welches wir das äußere
Lebesgue-Maß genannt haben.

� In Definition 3.7 wird A (λ∗) ⊂ P (Rn) festgelegt.

� In Theorem 3.8 wird beschrieben, dass A (λ∗) eine σ-Algebra ist und

� dass
(
Rn,A (λ∗) , λ∗|A(λ∗)

)
ein vollständiger Maßraum ist.

Definition 4.1 Man schreibt (Rn,L, λ) :=
(
Rn,A (λ∗) , λ∗|A(λ∗)

)
für diesen Maßraum.

Das vom äußeren Lebesgue-Maß induzierte Maß λ nennt man das Lebesgue-Maß.

Man hat sich einige Mühe gegeben, eine Größe, die auf Blöcke definiert ist, zu einem
Maß auf einer σ-Algebra zu erweitern. Die natürliche Frage, die aufkommt, ist: wie groß ist
diese σ-Algebra, oder präziser gefragt: Welche Mengen sind denn nun Lebesgue-messbar?

Theorem 4.2 Sei T ⊂ P (Rn) die Standardtopologie und sei L ⊂ P (Rn) wie in Defini-
tion 4.1. Dann gilt T ⊂ L.

35
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Bemerkung 4.2.1 Zur Erinnerung: T ∈ T gilt bei der Standardtopologie genau dann,
wenn es für jedes x ∈ T eine Zahl r ∈ R+ gibt derart, dass Br (x) ⊂ T .

Bemerkung 4.2.2 Weil L = A (λ∗) ein σ-Algebra ist, folgt aus T ⊂ L, dass AT ⊂ L.
Man kann T ⊂ L auch formulieren als “offene Mengen sind Lebesgue-messbar”. Die
Aussage AT ⊂ L lässt sich beschreiben als “die Mengen in der Standard-Borel-σ-Algebra
in Rn sind Lebesgue-messbar”. Die Mengen in der Borel-σ-Algebra nennt man Borel-
Mengen.

Bemerkung 4.2.3 Man kann zeigen, dass AT 6= L. Das heißt, es gibt Lebesgue-messbare
Mengen die keine Borel-Mengen sind.

Andererseits hat man auch, dass AT = L. Genauer gesagt, (Rn,L, λ) ist die Ver-
vollständigung von

(
Rn,AT , λ|AT

)
.

Bevor wir Theorem 4.2 beweisen, werden wir uns erst ein Lemma anschauen und
brauchen dazu die Distanz zweier Mengen in Rn.

Definition 4.3 Die Distanz d : P (Rn)× P (Rn)→ [0,∞] definiert man wie folgt:

d (Ω1,Ω2) = inf {‖x− y‖ ;x ∈ Ω1, y ∈ Ω2} .

Außerdem wird d : Rn ×P (Rn)→ [0,∞] definiert
durch

d (x,Ω) = inf {‖x− y‖ ; y ∈ Ω} .

Also gilt d (x,Ω) = d ({x} ,Ω).



 ­

Es gilt d (Ω1,Ω2) =∞ genau dann, wenn Ω1 = ∅ oder Ω2 = ∅.

Lemma 4.4 Seien A1, A2 ∈ P (Rn) derart, dass d (A1, A2) > 0, dann gilt

λ∗ (A1 ∪ A2) = λ∗(A1) + λ∗(A2).

Hier ist λ∗ das äußere Lebesgue-Maß auf Rn.

Bemerkung 4.4.1 Mit Induktion zeigt man λ∗ (
⋃n
i=1Ai) =

∑n
i=1 λ

∗(Ai), wenn {Ai}ni=1 ⊂
P (Rn) derart ist, dass d (Ai, Aj) > 0 für i 6= j.

Beweis. Sei d (A1, A2) = c > 0. Das äußere Lebesgue-Maß ist definiert als ein Infimum
bei Überdeckungen mit Blöcken:

λ∗(A) = inf

{∑

i∈N
ν(Bi);Bi ∈ B und A ⊂

⋃

i∈N
Bi

}
.

Sei nun ε > 0 und U = {Bi}i∈N eine Überdeckung durch Blöcke von A1 ∪ A2 mit∑
i∈N ν(Bi) < λ∗(A1 ∪ A2) + ε. Wenn man die Blöcke gegebenenfalls in kleinere Blöcke

aufteilt, kann man annehmen, dass jeder Block Bi einen Durchmesser kleiner als c hat.
Dann gilt entweder A1 ∩ Bi = ∅ oder A2 ∩ Bi = ∅. Das heißt U1 = {Bi;A2 ∩Bi = ∅} ist
eine Überdeckung von A1 und U \ U1 ist eine von A2. Es folgt

λ∗(A1) ≤
∑

Bi∈U1

ν(Bi) und λ∗(A2) ≤
∑

Bi∈U\U1

ν(Bi)
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and dann auch, dass

λ∗(A1) + λ∗(A2) ≤
∑

Bi∈U1

ν(Bi) +
∑

Bi∈U\U1

ν(Bi) < λ∗(A1 ∪ A2) + ε.

Weil dies für jedes ε > 0 gilt, folgt λ∗(A1) + λ∗(A2) ≤ λ∗(A1 ∪ A2). Die Subadditivität
bringt λ∗(A1 ∪ A2) ≤ λ∗(A1) + λ∗(A2).

Beweis von Satz 4.2. Man soll zeigen, dass für jede offene Menge A die Bedingung in
Definition 3.7 erfüllt ist, d.h.

λ∗ (A ∩B) + λ∗ (Ac ∩B) ≤ λ∗(B) für alle B ⊂ P (Rn) .

Hier ist λ∗ das äußere Lebesgue-Maß. Wir dürfen annehmen, dass λ∗(B) <∞.

Sei nun A eine offene Menge. Wir werden A
ein wenig verkleinern, indem wir dünne Schichten
am Rande von A entfernen:

An =
{
x ∈ A; d (x,Ac) > 1

n

}
.

Es gilt, dass An ⊂ An+1 ⊂ An+2 ⊂ ... ⊂ A.
Weil A offen ist, findet man A =

⋃∞
n=1 An und

A ∩ B =
⋃∞
n=1 (An ∩B). Wir setzen außerdem

Sn = An+1 \ An und bemerken, dass

-
2

-
1

0
1

2

-
2

-
1

0

1

2

d (Sn, Sn+2) ≥ 1

(n+ 1)n
> 0.

Denn x ∈ Sn+2 ⊂ Acn+1 bedeutet, dass es b ∈ Ac gibt mit ‖x− b‖ ≤ 1
n+1

und y ∈ Sn ⊂ An,

dass ‖y − b‖ ≥ 1
n
. Es folgt

‖x− y‖ ≥ ‖y − b‖ − ‖x− b‖ ≥ 1

n
− 1

n+ 1
=

1

(n+ 1)n
.

Wegen Bemerkung 4.4.1 gilt

n∑

i=1

λ∗ (S2i ∩B) = λ∗
(

n⋃

i=1

S2i ∩B
)
≤ λ∗(B) <∞

und
n∑

i=1

λ∗ (S2i−1 ∩B) = λ∗
(

n⋃

i=1

S2i−1 ∩B
)
≤ λ∗(B) <∞.

Diese Abschätzungen zeigen, dass
∑∞

i=1 λ
∗ (Si ∩B) beschränkt ist durch 2λ∗(B) und dar-

um konvergiert. Es folgt, dass

λ∗ ((A \ An) ∩B) = λ∗
( ∞⋃

i=n

Si ∩B
)
≤

∞∑

i=n

λ∗ (Si ∩B)→ 0 für n→∞.

Sei ε > 0 und nehme n derart, dass λ∗ ((A \ An) ∩B) < ε. Dann gilt wegen Subadditivität
und Lemma 4.4, dass

λ∗ (A ∩B) + λ∗ (Ac ∩B) ≤ λ∗ ((A \ An) ∩B) + λ∗ (An ∩B) + λ∗ (Ac ∩B) =

= λ∗ ((A \ An) ∩B) + λ∗ ((An ∪ Ac) ∩B) < ε+ λ∗(B).

Weil diese Abschätzungen für beliebige ε > 0 gemacht werden können, gilt

λ∗ (A ∩B) + λ∗ (Ac ∩B) ≤ λ∗(B)

und so haben wir gezeigt, dass A ∈ L.
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4.2 Approximieren von außen und von innen

Theorem 4.5 Für jedes M ∈ L gilt:

λ(M) = inf {λ(O); M ⊂ O offen} ,
λ(M) = sup {λ(K); M ⊃ K kompakt} .

Beweis. 1) Wenn λ(M) = ∞, dann liefert M ⊂ O auch λ(O) = ∞, und man ist fertig.
Wir dürfen also annehmen, dass λ(M) <∞. Es gilt, dass

λ(M) = λ∗(M) = inf

{∑

i∈N
Vol (Bi) ;

⋃

i∈N
Bi ⊃M mit Blöcken Bi

}
.

Sei ε > 0. Dann gibt es Blöcke {Bi}i∈N mit
⋃
i∈NBi ⊃M und

∑

i∈N
Vol (Bi) < λ∗(M) + 1

2
ε.

Man ersetzt
Bi = [ai,1, bi,1)× · · · × [ai,n, bi,n)

durch
B̃i = (ai,1 − δi, bi,1)× · · · × (ai,n − δi, bi,n)

und nimmt δi > 0 genügend klein, nämlich derart, dass

Vol(B̃i) ≤ Vol (Bi) + 2−i−2ε.

So findet man O :=
⋃
i∈N B̃i ist offen, M ⊂ ⋃i∈NBi ⊂ O und

λ(O) ≤
∑

i∈N
Vol(B̃i) ≤

∑

i∈N
Vol (Bi) +

∑

i∈N
2−i−2ε < λ(M) + 1

2
ε+ 1

2
ε.

Weil ε > 0 beliebig ist, ist die erste Behauptung bewiesen.

2) Wenn M beschränkt ist, sagen wir M ⊂ BR(0), dann betrachtet man BR(0) \M
und nimmt eine offene Menge O ⊃ BR(0) \M mit

λ(O) < λ(BR(0) \M) + ε.

Man definiert K = BR(0) ∩Oc. Dann ist K kompakt, liegt innerhalb von M und

λ(K) = λ
(
BR(0)

)
− λ

(
BR(0) ∩O

)
≥ λ (BR(0))− λ (O) >

> λ (BR(0))− λ(BR(0) \M)− ε = λ(M)− ε.

Wenn M unbeschränkt ist, betrachten wir Mn = M ∩ Bn(0) und nehmen eine kompakte
Menge Kn ⊂Mn mit λ(Kn) > λ(Mn)− 1

2
ε. Es gibt zwei Möglichkeiten, entweder λ(M) =

∞ oder λ(M) <∞. Wenn λ(M) =∞ dann hat man λ(Mn)→∞ und auch λ(Kn)→∞
für n→∞. Wenn λ(M) <∞, dann gilt λ(Mn)→ λ(M), und {λ(Mn)}n∈N ist sogar eine
wachsende Folge. Es gibt also nε ∈ N derart, dass λ(Mn) > λ(M)− 1

2
ε für n ≥ nε. Es gilt

für Knε , dass Knε ⊂Mnε ⊂M und

λ(Knε) > λ(Mnε)− 1
2
ε > λ(M)− ε.

Weil dies für beliebige ε > 0 gilt, hat man die zweite Behauptung bewiesen.
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Beispiel 4.6 Obwohl Lebesgue-messbare Mengen von außen mit offenen Mengen und
von innen mit kompakten Mengen approximiert werden können, kann so eine Lebesgue-
messbare Menge noch ziemlich wild aussehen. Die Cantor-Menge C konstruiert man,
indem man das mittlere Drittel von [0, 1] entfernt, und aus den beiden Restintervallen
wiederum das mittlere Drittel entfernt usw.:

C0 = [0, 1] , C1 =

[
0,

1

3

]
∪
[

2

3
, 1

]
, C2 =

[
0,

1

9

]
∪
[

2

9
,
1

3

]
∪
[

2

3
,
7

9

]
∪
[

8

9
, 1

]
, . . .

Man setzt
C =

⋂

n∈N
Cn.

Weil λ (C0) = 1 und λ (Cn+1) = 2
3
λ (Cn) für n ∈ N gilt, folgt λ (Cn) =

(
2
3

)n
. Weil

λ (C) ≤ λ (Cn) findet man λ (C) = 0. Trotzdem ist C nicht abzählbar. Wieso eigentlich
nicht?

Out[158]=

Abbildung 4.1: Die ersten 6 Schritte in der Konstruktion der Cantor-Menge

Out[146]=

Abbildung 4.2: Die ersten 6 Schritte in der Konstruktion der fetten Cantor-Menge

Beispiel 4.7 Man kann in einer Konstruktion ähnlich zu der Cantor-Menge im n-ten
Schritt statt Intervalle mit Länge

(
1
3

)n
Intervalle mit Länge

(
1
4

)n
entfernen:

C∗0 = [0, 1] , C∗1 =

[
0,

3

8

]
∪
[

5

8
, 1

]
, C∗2 =

[
0,

5

32

]
∪
[

7

32
,
3

8

]
∪
[

5

8
,
25

32

]
∪
[

27

32
, 1

]
, . . .
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Diese Menge Cf =
⋂
n∈NC

∗
n wird auch die fette Cantor-Menge genannt. Man hat λ (C∗n) =

1−∑n
k=1 2k−1

(
1
4

)k
und weil man von außen mit offenen Mengen C∗n und auch Cf appro-

ximieren kann, folgt

λ(Cf ) = 1−
∞∑

k=1

2k−1

4k
=

1

2
.

Trotzdem enthält Cf kein Intervall mit positiver Länge und es gilt (Cf )
◦ = ∅.

4.3 Nicht alles ist Lebesgue-messbar

Theorem 4.2 sagt aus, dass alle Teilmengen von Rn, die man bekommt durch abzählbare
Mengenoperationen (Vereinigung, Schnitt oder Komplementbildung) von offenen und ab-
geschlossenen Mengen, Lebesgue-messbar sind. Das sind sehr viele Teilmengen. Gibt es
denn überhaupt nicht-Lebesgue-messbare Mengen?

Um diese Frage zu beantworten, verwenden wir das folgende Ergebnis:

Theorem 4.8 (Steinhaus1) Wenn für A ∈ L ⊂ P (Rn) gilt, dass λ (A) > 0, dann gibt
es δ > 0 derart, dass

Bδ(0) ⊂ A− A := {x− y;x, y ∈ A} .

Beweis. Weil limn→∞ λ (A ∩Bn(0)) = λ(A) gilt wegen Theorem 2.11, dürfen wir an-
nehmen, dass es r > 0 gibt mit λ (A ∩Br(0)) > 0. Für Ã = A ∩ Br(0) gibt es wegen
Theorem 4.5 für jedes ε > 0 eine kompakte Menge K und eine offene Menge O derart,
dass K ⊂ Ã ⊂ O und mit

λ(O)− ε < λ(Ã) < λ(K) + ε.

Nehmen wir ε = 1
3
λ(Ã), dann folgt

λ(O) <
4

3
λ(Ã) und

2

3
λ(Ã) < λ(K)

und wir finden, dass

λ(O) <
4

3
λ(Ã) < 2λ(K). (4.1)

Weil K ⊂ O gilt und O offen ist, gibt es für jedes x ∈ K ein rx > 0 mit Brx(x) ⊂ O.

Die Menge K wird auch von
{
B 1

2
rx

(x);x ∈ K
}

überdeckt und B 1
2
rx

(x) ⊂ O. Weil K

kompakt ist, gibt es endlich viele
{
B 1

2
rxi

(xi)
}`
i=1

, die K schon überdecken. Das heißt, für

jedes x ∈ K gibt es i ∈ {1, . . . , `} mit x ∈ B 1
2
rxi

(xi) und es gilt

d(x,Oc) ≥ d (xi, O
c)− ‖x− xi‖ ≥ rxi − 1

2
rxi = 1

2
rxi .

Es folgt

δ := d(K,Oc) ≥ min

{
r1

2
xi

; 1 ≤ i ≤ `

}
> 0.

Wir behaupten Bδ(0) ⊂ A−A. Sei x ∈ Bδ(0) und wir nehmen an x 6∈ K −K. Dann gilt
für x+K = {x+ y; y ∈ K} ⊂ O, dass

K ∪ (x+K) ⊂ O und K ∩ (x+K) = ∅.
1Hugo Dionizy Steinhaus, polnischer Mathematiker, 1887-1972
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Es folgt

λ(O) ≥ λ (K ∪ (x+K)) = λ(K) + λ(x+K)− λ (K ∩ (x+K)) = 2λ(K), (4.2)

und dies ist ein Widerspruch zu (4.1). Also gilt Bδ(0) ⊂ K −K ⊂ A− A.

Beispiel 4.9 (Eine nicht-Lebesgue-messbare Menge) Für x ∈ R setzen wir

dxc = x+ Q ⊂ R

und wir definieren die Menge aller solchen Mengen:

R = {dxc ;x ∈ R} ⊂ P(R).

So ist R als Menge isomorph zu R/Q. Bemerke, dass dxc = dyc gilt genau dann, wenn
x− y ∈ Q.

Das Auswahlaxiom lässt uns für jedes R ∈ R eine Zahl y ∈ R finden mit R = dyc. Sei
f : R → R eine solche Funktion, das heißt, f (R) = y und R = dyc. Wir haben also, dass
f(R) ⊂ R.

R f(R) ⊂ R

d.c↘ ↗f
R

Wir werden zeigen, dass f(R) nicht Lebesgue-messbar ist für solch eine Funktion f .

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 4.3: Von oben nach unten: Darstellungen von R,Q, ein f(R) und Z.

Für einen Widerspruchsbeweis nimmt man an, dass f(R) Lebesgue-messbar ist. Das
heißt, λ(f(R)) ist wohldefiniert in [0,∞].

Wenn λ(f(R)) > 0, dann folgt aus dem Theorem von Steinhaus, dass die Menge
f(R)− f(R) eine Umgebung von 0 enthält. Seien x, y ∈ f(R) mit x 6= y. Es gilt

f(dxc) = x 6= y = f(dyc)
und dann auch dxc 6= dyc. Dies impliziert x− y 6∈ Q und daher

Q ∩ (f(R)− f(R)) = {0} ,
ein Widerspruch zu (−ε, ε) ⊂ f(R)− f(R) mit ε > 0 genügend klein.

Wenn λ(f(R)) = 0, dann gilt auch λ (q + f(R)) = 0 für jede Zahl q ∈ Q. Eine
abzählbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Nullmenge. Die Menge der ratio-
nalen Zahlen Q ist abzählbar und deshalb folgt

λ (Q + f(R)) = 0.

Für jedes y ∈ f(R) gilt dyc = y + Q und

R =
⋃

x∈R
dxc =

⋃
R∈R

R =
⋃

y∈f(R)
dyc =

⋃
y∈f(R)

y + Q = f(R) + Q.

Dies gibt einen Widerspruch zu λ(R) =∞.

Die Annahme, dass f(R) Lebesgue-messbar ist, muss wohl falsch sein.
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Analysis 3, Woche 5

Lebesgue-Integral

5.1 Definition des Lebesgue-Integrals

5.1.1 Für einfache Funktionen

Wenn wir f : X ⊂ Rn → R betrachten, nehmen wir an, dass X ∈ LRn .

Definition 5.1 Eine Funktion f : X ⊂ Rn → [−∞,∞] heißt einfach, wenn f(X)
abzählbar ist.

Bemerkung 5.1.1 Eine Treppenfunktion f : [a, b]→ R mit endlich vielen Stufen, so wie
sie für Riemann-Integrale verwendet wurden, ist einfach. In dem Fall ist f ([a, b]) sogar
endlich.

Wenn die Bildmenge unendlich abzählbar ist, sagen wir f(X) = {yi}i∈N mit yi ∈
[−∞,∞], dann bedeutet das, dass X die disjunkte Vereinigung der Urbilder {f−1(yi)}i∈N
ist. Setzen wir Ai := f−1(yi), dann folgt

f(x) =
∑

i∈N
yi 1Ai . (5.1)

Die Funktion 1A : Rn → R ist definiert durch

1A(x) =

{
1 falls x ∈ A,
0 falls x 6∈ A.

Man nennt 1A : Rn → R die Indikator-
funktion von, oder manchmal auch charak-
teristische Funktion zu, A ⊂ Rn. Statt 1A
wird übrigens auch χA verwendet.

Beispiel 5.2 In der Abbildung findet man eine Darstellung von

f = 1K\R + 2 1R\K + 3 1R∩K

mit K einer Kreisscheibe und R einem Rechteck. Es gilt f(R2) = {0, 1, 2, 3} und das
bedeutet, dass f eine einfache Funktion ist. Für diese Funktion möchte man das Integral
definieren durch

∫

R2

f dλ = 1 VolR2 (K \R) + 2 VolR2 (R \K) + 3 VolR2 (R ∩K) .

43
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Man hat K \R = f−1 (1), R \K = f−1 (2) und R ∩K = f−1 (3).

Übrigens gilt auch, dass f = 1K + 2 1R. Man findet die gleiche Zahl durch

∫

R2

f dλ = 1 VolR2 (K) + 2 VolR2 (R) .

Die Idee, wie man das Integral definiert, kann man verwenden für allgemeinere Gebiete,
wenn man das Volumen durch das Lebesgue-Maß ersetzt. Für einfache Funktionen f
bedeutet dies, dass die Mengen, für die f konstant ist, Lebesgue-Mengen sein müssen.
Für einfache Funktionen mit f (X) = {yi}i∈N und Ai := f−1(yi) gilt nämlich, dass

f(x) =
∑

i∈N
yi 1Ai (x) , (5.2)

und man würde gerne ∫

X

f dλ =
∑

i∈N
yi λ (Ai) (5.3)

als Integral definieren. Um zu garantieren, dass Ai ∈ L, soll die Funktion f nicht nur
einfach, sondern auch L-AT -messbar sein. Weil f(X) abzählbar ist, sind L-AT -messbar
und auch L-L-messbar in dem Fall identisch zu f−1(yi) ∈ L für alle i ∈ N.

Es reicht jedoch nicht, dass λ (Ai) definiert ist. Man braucht auch, dass die Summe
in (5.3) konvergiert. Für yi ≥ 0 liefert die Konvergenz in [0,∞], einschließlich ∞, keine
Probleme, weil man nur nicht-negative Zahlen (und eventuell sogar mit +∞) addiert.
Daher definiert man zuerst das Integral für nicht-negative einfache Funktionen.

Definition 5.3 Für eine nichtnegative einfache Funktion f : X ⊂ Rn → [0,∞] der
Form

f =
∑

i∈N
yi 1Ai ,

mit Ai ∈ L für alle i ∈ N, definiert man

∫

X

f dλ =





∑

i∈N mit yi∈(0,∞)

yi λ(Ai) falls λ (f−1 ({∞})) = 0,

∞ falls λ (f−1 ({∞})) > 0.

(5.4)

Bemerkung 5.3.1 Auch wenn λ (f−1 ({∞})) = 0 zutrifft, kann die Summe ∞ werden,
entweder weil die Summe nicht in R konvergiert oder weil λ (Ai) unendlich ist. Weil in der
Summe in (5.4) jedoch nur über nicht-negative Zahlen und möglicherweise ∞ summiert
wird, gibt es in jedem Fall keine Ambivalenz bezüglich der Reihenfolge in dieser Summe.
Außerdem wird durch yi ∈ (0,∞) sowohl ein Produkt von yi = 0 mit λ (Ai) =∞ als auch
von yi =∞ mit λ (Ai) = 0 vermieden.

Bemerkung 5.3.2 Bemerke, dass für einfache Funktionen f in (5.2) mit {Ai}i∈N ⊂ LRn

gilt, dass sie LRn-LR-messbar sind. Übrigens, wenn klar ist, welche Dimension gemeint
ist, schreiben wir L statt LRn.

Als Nächstes wollen wir auch Funktionen zulassen, die das Vorzeichen wechseln. Um
(∞−∞)-Probleme zu vermeiden, betrachten wir positiver Teil und negativer Teil der
Funktion getrennt.
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Lemma 5.4 Sei f : X ⊂ Rn → (−∞,∞) eine einfache L-L-messbare Funktion. Dann
sind f+ und f−, definiert durch

f+(x) = max (f(x), 0) und f−(x) = max (−f(x), 0) (5.5)

einfache L-L-messbare Funktionen und
∫
X
f+ dλ und

∫
X
f− dλ sind wohldefiniert in

[0,∞].

Bemerkung 5.4.1 Man hat f = f+ − f− und |f | = f+ + f−. Siehe Abbildung 5.1.

Abbildung 5.1: Links der Graph einer Funktion f : R→ R und rechts der für f+ und f−.

Beweis. Die Mengen Ai = f−1(yi) sind paarweise disjunkt und so gilt

f+ = max

(∑

i∈N
yi 1Ai , 0

)
=
∑

i∈N
max (yi, 0) 1Ai .

Also ist f+ eine einfache Funktion. Ähnliches gilt für f−.

Wir zeigen, dass f+ L-L-messbar ist, und nehmen dazu A ∈ L ⊂ P (R). Zu zeigen ist,
dass (f+)

−1
(A) ∈ L ⊂ P (Rn). Es gilt, dass auch A+ = A∩ (0,∞) ∈ L, A0 = A∩{0} ∈ L

und A− = A ∩ (−∞, 0) ∈ L. Weil A = A+ ∪ A0 ∪ A−, folgt

(
f+
)−1

(A) =
(
f+
)−1

(A+) ∪
(
f+
)−1

(A0) ∪
(
f+
)−1

(A−) .

Man findet

(
f+
)−1

(A+) = f−1 (A+) ∈ L,
(
f+
)−1

({0}) = f−1 ((−∞, 0]) ∈ L,
(
f+
)−1

(A−) = ∅ ∈ L,

und es folgt, wenn A0 = {0}, dass

(
f+
)−1

(A) = f−1 (A+) ∪ f−1 ((−∞, 0]) ∈ L.

Wenn A0 = ∅ gilt, folgt (
f+
)−1

(A) = f−1 (A+) ∈ L.

Auch hier gilt Ähnliches für f−.
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Definition 5.5 (Lebesgue-Integral für einfache Funktionen)
Sei f : X ⊂ Rn → (−∞,∞) eine einfache L-L-messbare Funktion.

� f heißt Lebesgue-integrierbar auf X, wenn

∫

X

f+ dλ <∞ und

∫

X

f− dλ <∞.

� Dann definiert man das Lebesgue-Integral von f über X als

∫

X

f dλ =

∫

X

f+ dλ−
∫

X

f− dλ.

Bemerkung 5.5.1 Lebesgue-integrierbar lässt sich für Funktionen f definieren, die auch
∞ oder −∞ als Werte annehmen, aber dann nur auf Nullmengen:

λ ({x ∈ X; |f(x)| =∞}) = 0. (5.6)

Weil das Lebesgue-Integral eine Nullmenge nicht sieht, kann man die Funktion f : X ⊂
Rn → [−∞,∞] ersetzen durch die Funktion f ∗ : X ⊂ Rn → R mit

f ∗(x) =

{
f(x) falls |f(x)| 6=∞,

0 falls |f(x)| =∞.

In dem Fall nennt man f : X ⊂ Rn → [−∞,∞] Lebesgue-integrierbar, wenn (5.6) gilt
und f ∗ Lebesgue-integrierbar ist. Man definiert:

∫

X

f dλ :=

∫

X

f ∗ dλ.

Lemma 5.6 (Linearität vom Integral bei einfachen Funktionen)
Sei X ∈ L und seien f, g : X → R einfache L-L-messbare Funktionen.

� Für α, β ∈ R ist auch αf + βg eine einfache L-L-messbare Funktion.

� Wenn f, g Lebesgue-integrierbar sind auf X, dann ist auch αf + βg Lebesgue-
integrierbar auf X und

∫

X

(αf + βg) dλ = α

∫

X

f dλ+ β

∫

X

g dλ. (5.7)

Beweis. Wenn
f =

∑

i∈N
fi 1Ai und g =

∑

j∈N
gj 1Bj

dann gilt Ai, Bj ∈ L, also auch Ai ∩Bj ∈ L, und 1Ai1Bj = 1Ai∩Bj , und

f + g =
∑

i∈N

∑

j∈N
(fi + gj) 1Ai∩Bj (5.8)

ist auch eine einfache L-L-messbare Funktion. Um (5.7) zu beweisen, muss man leider
nach den verschiedenen Vorzeichen trennen, und für das Auf- und Ausschreiben sind
Buchhalterqualitäten gefragt.
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5.1.2 Für allgemeinere Funktionen

Die folgende Konstruktion sollte einem bekannt vorkommen, wenn man sich noch an
die Einführung des Riemann-Integrals erinnert. Der Unterschied zum Riemann-Integral
aus den Analysis-1&2-Vorlesungen ist, dass nun viel mehr elementare Funktionen beim
Approximieren zugelassen sind.

Definition 5.7 Sei f : X ⊂ Rn → R. Wir definieren das obere Integral durch

∫

X

f dλ :=

inf

{∫

X

g dλ; g : X → R ist einfach, Lebesgue-integrierbar und f ≤ g

}
, (5.9)

und das untere Integral durch

∫

X

f dλ :=

sup

{∫

X

g dλ; g : X → R ist einfach, Lebesgue-integrierbar und g ≤ f

}
. (5.10)

Bemerkung 5.7.1 Das Supremum von G ⊂ R ist definiert als die kleinste obere Schranke
und s ist eine obere Schranke für G, wenn x ≤ s für alle x ∈ G. Wenn G die leere Menge
ist, ist jedes s ∈ R eine obere Schranke und man definiert sup ∅ = −∞. Ebenso setzt man
inf ∅ = ∞. Wenn es also keine einfache Lebesgue-integrierbare Funktion oberhalb von f
gibt, setzt man

∫
X
f dλ =∞.

Bemerkung 5.7.2 Die Definition ist so, dass für eine einfache Lebesgue-integrierbare
Funktion g : X ⊂ Rn → R gilt

∫

X

g dλ =

∫

X

g dλ =

∫

X

g dλ ∈ R.

Die Definitionen 5.7 und 5.5 widersprechen sich also nicht.

Lemma 5.8 Sei f : X ⊂ Rn → R. Dann gilt

∫

X

f dλ ≤
∫

X

f dλ. (5.11)

Beweis. Für einfache Funktionen g1, g2 findet man, dass g1 ≤ g2 impliziert
∫
X
g1dλ ≤∫

X
g2dλ. Wenn es einfache Lebesgue-integrierbar Funktionen g1, g2 gibt mit g1 ≤ f ≤ g2,

dann folgt

∫

X

f dλ = sup

{∫

X

g1 dλ; ...

}
≤ inf

{∫

X

g2 dλ; ...

}
=

∫

X

f dλ.

Wenn es keine solche Funktion g1 gibt, dann gilt
∫
X
f dλ = sup ∅ = −∞. Wenn es keine

solche Funktion g2 gibt, dann gilt
∫
X
f dλ = inf ∅ =∞. Beide Male folgt (5.11).
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Definition 5.9 (Lebesgue-Integral) Sei f : X ⊂ Rn → R.
Wenn

I :=

∫

X

f dλ =

∫

X

f dλ ∈ R, (5.12)

dann heißt f Lebesgue-integrierbar über X mit der Zahl
I als das Lebesgue-Integral von f über X. Man schreibt:

∫

X

f dλ := I.

Bemerkung 5.9.1 Auch hier trifft Bemerkung 5.5.1 zu. In
bestimmten Fällen können wir auch Funktionen f : X ⊂
Rn → [−∞,∞] betrachten. Übrigens, auch wenn f (X) ⊂ R
gilt, bedeutet das nicht, dass f beschränkt sein muss. Zum
Beispiel gilt für f : (0, 1)→ R mit f(x) = 1/

√
x, dass

1

n

[
n√
x

]
≤ 1√

x
≤ 1

n

([
n√
x

]
+ 1

)
. (5.13)

Links und rechts in (5.13) stehen einfache Funktionen mit
denen man das Integral

∫
(0,1)

f dλ approximieren kann. Weil

sie jedoch jeweils abzählbar viele und nicht endlich viele Stu-
fen haben, sind sie keine Treppenfunktionen im Sinne von
Riemann. Die Funktion f ist auch nicht eigentlich Riemann-
integrierbar auf (0, 1).

0 0.5 1
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

Definition 5.10 Sei X ⊂ Rn.

� Für die Menge aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : X → R schreibt man
L (X) oder L1 (X).

� Man nennt eine Funktion f : X → R lokal Lebesgue-integrierbar auf X, wenn
f 1K : X → R Lebesgue-integrierbar ist für jede kompakte Teilmenge K ⊂ X.

� Für die Menge aller lokal Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : X → R schreibt
man Llok (X) oder L1

lok (X).

Lemma 5.11 Sei f : X ⊂ Rn → (−∞,∞). Wenn man für jedes ε > 0 zwei einfache
Lebesgue-integrierbare Funktionen g1, g2 : X → (−∞,∞) finden kann derart, dass

1. g1 ≤ f ≤ g2 und

2.
∫
X
g2 dλ ≤

∫
X
g1 dλ+ ε,

dann ist f Lebesgue-integrierbar über X und

∫

X

g1 dλ ≤
∫

X

f dλ ≤
∫

X

g2 dλ.

Beweis. Sei ε > 0, dann hat man einfache, Lebesgue-integrierbare Funktionen g1, g2 mit

∫

X

g1 dλ ≤
∫

X

f dλ ≤
∫

X

f dλ ≤
∫

X

g2 dλ ≤
∫

X

g1 dλ+ ε.
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Also gilt
∫
X
f dλ ∈ R und auch

∫

X

f dλ ≤
∫

X

f dλ ≤
∫

X

f dλ+ ε.

Weil diese Abschätzung für jedes ε > 0 gilt, folgt (5.12) und die Lebesgue-Integrierbarkeit.

Der wichtigste Unterschied vom Lebesgue-Integral zum Riemann-Integral ist die Viel-
zahl der Approximationsmöglichkeiten. Die elementaren Funktionen sind nun auf Lebesgue-
messbare Mengen definiert und dürfen abzählbar viele Werte annehmen. Zum Beispiel ist
die Funktion

f(x) =

{
0 falls x ∈ R \Q,
x falls x ∈ Q,

Lebesgue-integrierbar. Weil Q abzählbar ist, ist diese Funktion sogar einfach. Weil λ(Q) =
0 folgt ∫

R
f dλ = 0.

Das Lebesgue-Integral hat Eigenschaften, die man auch schon vom Riemann-Integral
kennt. Aus Lemma 5.6 folgt zum Beispiel die Linearität:

Lemma 5.12 (Linearität vom Integral)
Sei X ∈ L und seien f, g : X → R Lebesgue-integrierbare Funktionen. Für α, β ∈ R ist
auch αf + βg eine Lebesgue-integrierbare Funktion und

∫

X

(αf + βg) dλ = α

∫

X

f dλ+ β

∫

X

g dλ. (5.14)

Bemerkung 5.12.1 Sei X eine Teilmenge von Rn, die uns erlaubt das Riemann-Integral
über X zu definieren. Wenn f : X ⊂ Rn → R Riemann-integrierbar ist, dann ist f
Lebesgue-integrierbar, und es gilt

∫

X

f dλ =

∫

X

f(x) dx.

Diese Aussage trifft nicht unbedingt zu, wenn man sich das uneigentliche Riemann-
Integral anschaut.
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Abbildung 5.2: Skizzen zu f und f+ für f(x) = sin(1/x)/x
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Für f (x) = 1
x

sin
(

1
x

)
existiert das uneigentliche Riemann-Integral

∫ 1

0

f(x)dx := lim
ε↓0

∫ 1

ε

f(x)dx.

Der n-te Buckel von rechts in Abbildung 5.2 für f , gemeint ist der auf dem Inter-

vall
(

1
(n+1)π

, 1
nπ

)
, hat einen Flächeninhalt der Größenordnung 1

n
. Für das uneigentliche

Riemann-Integral findet man so eine konvergente alternierende Folge ähnlich wie

∞∑

n=1

(−1)n
1

n
,

die jedoch nicht absolut konvergiert. Jedes obere Lebesgue-Integral für f+ liefert ∞.

5.2 Von stetig zu integrierbar

Eine Funktion f : Rn → R ist stetig, wenn:

B ∈ T ⊂ P(R) =⇒ f−1(B) ∈ T ⊂ P(Rn),

bei dem T die Standardtopologie in R beziehungsweise in Rn ist. Dann folgt auch

B ∈ AT ⊂ P(R) =⇒ f−1(B) ∈ AT ⊂ P(Rn).

Dies bedeutet, dass stetige FunktionenAT -AT -messbar sind. Theorem 4.2 hat uns gezeigt,
dass die Borel-Mengen in Rn in der Lebesgue-σ-Algebra liegen. Also weil AT ⊂ L ⊂ P(R)
gilt, folgt

B ∈ AT ⊂ P(R) =⇒ f−1(B) ∈ L ⊂ P(Rn)

und das liefert uns genau:

Lemma 5.13 Eine stetige Funktion f : Rn → R ist L-AT -messbar.

Um zu zeigen, dass f L-L-messbar ist, müsste man beweisen, dass

B ∈ L ⊂ P(R) =⇒ f−1(B) ∈ L ⊂ P(Rn).

Die Borel-σ-Algebra AT ist leider nicht vollständig. Erst die Vervollständigung der Borel-
σ-Algebra liefert L. Weil also L ⊃ AT gilt und weil L echt mehr Mengen enthält als
AT , ist L-L-messbar eine schwerere Bedingung als L-AT -messbar. Insgesamt findet man
folgendes:

f ist T -T -stetig
⇓

f ist AT -L-messbar ⇒ f ist AT -AT -messbar
⇓ ⇓

f ist L-L-messbar ⇒ f ist L-AT -messbar

Sonstige Implikationen zwischen diesen verschiedenen Typen von Messbarkeit gibt es so
nicht.
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In Analysis 1 hat man gesehen, dass stetige Funktionen auf kompakten Intervallen
Riemann-integrierbar sind. Das kann man für Lebesgue-integrierbar allgemeiner formu-
lieren. Sei f : Rn → R L-AT -messbar und setzen wir

An,k = f−1(
[
k2−n, (k + 1) 2−n

)
).

Weil f : Rn → R L-AT -messbar ist, folgt aus der Tatsache, dass halboffene Intervalle [a, b)
Borel-Mengen sind, dass die Mengen An,k ∈ P(Rn) L-messbar sind. Dann folgt wiederum,
dass

gn =
∑

k∈Z
k2−n 1An,k und hn =

∑

k∈Z
(k + 1) 2−n 1An,k

einfache L-L-messbare Funktionen sind und außerdem gilt für x ∈ An,k, dass

gn(x) = k2−n ≤ f(x) ≤ (k + 1) 2−n = hn(x).

Weil die {An,k}k∈Z disjunkt sind und weil
⋃
k∈ZAn,k = R, folgt

gn ≤ f ≤ hn ≤ gn + 2−n auf X. (5.15)

Lemma 5.14 Sei X ⊂ Rn und λ(X) < ∞. Nehme an, die Funktion f : X → R ist
beschränkt1 und L-AT -messbar. Dann ist f Lebesgue-integrierbar über X.

Beweis. Man verwende (5.15), die Beschränktheit von f und λ(X) <∞, und findet so

∫

X

gn dλ ≤
∫

X

f dλ ≤
∫

X

gn dλ+ 2−nλ(X).

Weil man n beliebig groß nehmen kann, folgt das Ergebnis aus Lemma 5.11.

Bemerkung 5.14.1 Weil stetige Funktionen auf kompakte Teilmengen beschränkt sind,
ist f : K ⊂ Rn → R, mit f stetig und K kompakt, Lebesgue-integrierbar über K.

Bemerkung 5.14.2 Die Beschränkheit von f kann man ersetzen durch die Integrierbar-
keit einer dieser Funktionen gn.

5.3 Kombinationen messbarer Funktionen

Wir haben nun messbar und integrierbar definiert aber haben Fragen, wie man mit solchen
Funktionen rechnet, bis jetzt unbeachtet gelassen.

Einige Resultate, die nützlich sind wenn man mit L-AT -messbaren Funktionen rech-
net, folgen:

Theorem 5.15 Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Seien f, g, fk : X → R A-AT -messbar für
k ∈ N. Sei c ∈ R. Dann sind auch

cf, f + g, fg, |f | , min (f, g) , max (f, g) , inf
k∈N

fk, lim inf
k→∞

fk, sup
k∈N

fk und lim sup
k→∞

fk

A-AT -messbar. Wenn g(x) 6= 0 für x ∈ X ist auch 1
g
A-AT -messbar.

1Eine Funktion f : X → R heißt beschränkt, wenn es eine Zahl M ∈ R gibt derart, dass für alle x ∈ X
gilt |f(x)| ≤M .
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Beweis. Weil die offenen Intervalle eine Basis für T bilden, reicht es, wenn wir nur die
A-Messbarkeit der Urbilder von Intervallen (a, b) zeigen. Weil

(a, b) = (a,∞) \
⋂

n∈N

(
b− 2−n,∞

)

können wir uns sogar beschränken auf Intervalle (a,∞).
1) cf . Für c > 0 findet man

(cf)−1 (a,∞) = {x ∈ X mit cf (x) ∈ (a,∞)}
=
{
x ∈ X mit f (x) ∈

(
c−1a,∞

)}
= f−1

(
c−1a,∞

)
∈ A.

Für c < 0 folgt ähnlich

(cf)−1 (a,∞) = f−1
(
−∞, c−1a

)
∈ A

und für c = 0 finden wir

(cf)−1 (a,∞) =

{
∅ ∈ A falls a ≥ 0,

X ∈ A falls a < 0.

2) f + g. Man kann kontrollieren, dass

(f + g)−1 (a,∞) =
⋃

p,q∈Q
p+q>a

(
f−1 (p,∞) ∩ g−1 (q,∞)

)
,

und diese Menge istA-messbar als eine abzählbare Vereinigung vonA-messbaren Mengen.
3) fg. Weil fg = 1

2
(f + g)2 − 1

2
f 2 − 1

2
g2 genügt es, wenn wir nur f 2 betrachten:

(
f 2
)−1

(a,∞) =

{
f−1 (

√
a,∞) ∪ f−1 (−∞,−√a) für a ≥ 0,

X für a < 0,

ist A-messbar.
4) |f |. Man hat

|f |−1 (a,∞) =

{
f−1 (a,∞) ∪ f−1 (−∞,−a) für a ≥ 0,

X für a < 0.

5) Weil min (f, g) = 1
2
f + 1

2
g− 1

2
|f − g| und max (f, g) = 1

2
f + 1

2
g+ 1

2
|f − g|, folgt die

Messbarkeit aus den vorhergehenden Ergebnissen.
6) infk∈N fk. Man verwende:

(
inf
k∈N

fk

)−1

[a,∞) =
⋂

k∈N
(fk)

−1 [a,∞) .

7) supk∈N fk. Man verwende:
(

sup
k∈N

fk

)−1

(a,∞) =
⋃

k∈N
(fk)

−1 (a,∞) .

8) lim infk→∞ fk. Man verwende:

lim inf
k→∞

fk = sup
m∈N

inf
k≥m

fk.

9) lim supk→∞ fk. Ähnlich wie beim lim inf.
10) 1/g mit g 6= 0. Das wird vielleicht eine Hausaufgabe.
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5.4 Von integrierbar zu fast stetig

Lemma 5.16 Eine lokal Lebesgue-integrierbare Funktion f : Rn → R ist L-AT -messbar.

Beweis. Auf jeder abgeschlossenen Kugel BR(0) ist f Lebesgue-integrierbar. Dann exis-
tieren für jede n ∈ N+ einfache Lebesgue-integrierbare Funktionen gn, hn : BR(0) → R
mit

gn ≤ f ≤ hn

und ∫

BR(0)

gn dλ ≤
∫

BR(0)

hn dλ ≤
∫

BR(0)

gn dλ+
1

n
. (5.16)

Setzen wir g∞(x) := supn∈N gn(x) und h∞(x) := infn∈N hn(x), dann sind g∞ und h∞
L-AT -messbar auf BR(0) und außerden gilt

g∞ ≤ f ≤ h∞,∫

BR(0)

g∞ dλ =

∫

BR(0)

h∞ dλ.

Setzt man Dn =
{
x ∈ BR(0); |g∞(x)− h∞(x)| > 1

n

}
, dann gilt

λ (Dn) = 0.

Weil
D∞ =

{
x ∈ BR(0); |g∞(x)− h∞(x)| 6= 0

}
=
⋃

n∈N+

Dn,

folgt λ(D∞) = 0. Für jedes a ∈ R hat man

g−1
∞ (a,∞) ⊂

(
f−1 (a,∞) ∩BR(0)

)
⊂ h−1

∞ (a,∞) ,

und weil λ(D∞) = 0 gilt, ist h−1
∞ (a,∞) \ g−1

∞ (a,∞) eine Nullmenge. Weil

h−1
∞ (a,∞) \

(
f−1 (a,∞) ∩BR(0)

)

eine Teilmenge einer Nullmenge ist und weil L vollständig ist, ist diese Menge und auch
f−1 (a,∞) ∩ BR(0) L-messbar. Dann ist auch f−1 (a,∞) =

⋃
R∈N+ f−1 (a,∞) ∩ BR(0)

L-messbar. Wir finden, dass die Funktion f L-AT -messbar ist.

Beispiel 5.17 Funktion 1Q : R→ R

1Q(x) =

{
0 falls x ∈ R \Q,
1 falls x ∈ Q,

ist L-L-messbar, sogar Lebesgue-integrierbar auf R, aber auch nirgends stetig. Denn für
jedes x ∈ R und δ > 0 gibt es y ∈ R mit |x− y| < δ und |1Q(x)− 1Q(y)| > 1

2
. Jedoch 1Q

ist eine messbare Funktion und nicht sehr weit entfernt von einer stetigen Funktion. Für
jedes beschränkte Intervall [a, b] und ε > 0 kann man eine kompakte Teilmenge K ⊂ [a, b]
finden mit λ ([a, b] \K) < ε derart, dass 1Q : K → R stetig ist. Eine Konstruktion von K
ist zum Beispiel die Folgende:

Sei {qi}i∈N eine Abzählung von Q ∩ [a, b] und setze

K = [a, b] \
⋃

i∈N
(qi − 2−2−iε, qi + 2−2−iε).

Man zeigt direkt, dass K beschränkt, abgeschlossen und darum auch kompakt ist, und dass
λ ([a, b] \K) < ε gilt. Weil (1Q)|K = 0, ist diese Funktion sogar konstant auf K.
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Obwohl dieses Beispiel zeigt, dass messbare und intergrierbare Funktionen nirgends
stetig zu sein brauchen, zeigt das folgende Ergebnis, dass eine messbare Funktion doch
auch wieder nicht sehr weit entfernt ist von einer stetigen Funktion.

Theorem 5.18 (Lusin) Sei f : Rn → R L-AT -messbar, sei A ⊂ Rn, mit A ∈ L und
λ(A) <∞, und sei ε > 0, dann existiert eine kompakte Menge K ⊂ A derart, dass

1. λ(A \K) < ε und

2. f|K ist stetig.

Bemerkung 5.18.1 Das ursprüngliche Theorem ist allgemeiner formuliert. Wir haben
uns das Theorem von Lusin zurechtgeschnitten für das Lebesgue-Maß.

Abbildung 5.3: Man kann eine beliebig kleine Menge aus dem Definitionsgebiet herausnehmen
und bekommt eine stetige Funktion auf dem Rest.

Beweis. Setze Bi,j =
[

j
i+1
, j+1
i+1

)
für i ∈ N und j ∈ Z. Für jedes i ∈ N hat man

R =
⋃
j∈ZBi,j. Als Nächstes definieren wir

Ai,j = A ∩ f−1 (Bi,j) .

Bemerke, dass
⋃
j∈ZAi,j = A und Ai,j ∩Ai,k = ∅ für j 6= k. Weil f eine messbare Funktion

ist, sind sowohl f−1 (Bi,j) als auch Aij messbar. Wegen Theorem 4.5 gibt es kompakte
Ki,j ⊂ Ai,j mit λ (Ai,j \Ki,j) < 2−3−i−|j|ε. Es folgt, dass

λ

(
A \

⋃

j∈Z
Ki,j

)
= λ

(⋃

j∈Z
Ai,j \

⋃

j∈Z
Ki,j

)

≤ λ

(⋃

j∈Z
(Ai,j \Ki,j)

)
≤
∑

j∈Z
2−3−i−|j|ε = 3

4
2−1−iε.

Dann gibt es Nε,i ∈ N mit

λ


A \

⋃

|j|≤Nε,i

Ki,j


 < 2−1−iε.

Definieren wir Ki =
⋃
|j|≤Nε,i Ki,j und fi : Ki → R durch

fi(x) =
j

i+ 1
falls x ∈ Kij.

Weil die {Ai,j}j∈Z und deshalb auch die {Ki,j}j∈Z disjunkt sind, sind diese Funktionen
wohldefiniert. Weil die Ki,j kompakt sind, gilt d (Ki,j1 , Ki,j2) > 0 für j1 6= j2 und die fi
sind stetig auf Ki. Außerdem sind die fi so definiert, dass

|f(x)− fi(x)| < 1

i+ 1
für alle x ∈ Ki.
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Nun setzen wir K =
⋂
i∈NKi. Die Menge K ist kompakt und

λ (A \K) ≤
∑

i∈N
λ (A \Ki) ≤

∑

i∈N
2−1−iε = ε.

Außerdem gilt, dass die fi stetig sind auf K und dass

lim
i→∞

fi = f gleichmäßig auf K.

Dann ist auch f stetig auf K.

Definition 5.19 Sei {fn : A→ R}∞n=1 eine Funktionenfolge. Man sagt, dass diese Folge
gleichmäßig nach f : A→ R konvergiert, wenn

∀ε > 0 ∃nε ∈ N ∀n > nε ∀x ∈ A : |fn(x)− f(x)| < ε.

Eine äquivalente Alternative ist

∀ε > 0 ∃nε ∈ N : n > nε =⇒ sup
x∈A
|fn(x)− f(x)| < ε.

Weil punktweise Konvergenz auf A heißt, dass die Folge {fn(x)}∞n=1 für jeden Punkt
x ∈ A konvergiert, ist punktweise Konvergenz in den meisten Fälle deutlich schwächer als
gleichmäßige Konvergenz. Nur wenn A endlich viele Elemente hat, sind sie gleich.

Beispiel 5.20 Für {qn}n∈N eine Abzählung von Q∩[0, 1] definieren wir f : [0, 1]→ [0,∞]:

f(x) :=
∑

i∈N

2−i√
|x− qi|

,

und f̃ : [0, 1]→ [0,∞):

f̃(x) :=

{
f(x) wenn f(x) <∞,

0 wenn f(x) =∞.
Dann ist f L-AT -messbar als Limes von L-AT -messbaren Funktionen. Außerdem ist f
sogar Lebesgue-integrierbar auf [0, 1], weil

∫

[0,1]

|f | dλ ≤
∑

i∈N

∫

[0,1]

2−i√
| · − qi|

dλ ≤
∑

i∈N
21−i

∫ 1/2

0

1√
x
dx = 4

√
2 <∞.

Es folgt, dass f < ∞ λ-f.ü. Setzen wir A = f−1(∞), so gilt λ (A) = 0 und f̃ = 0 auf A.
Die Funktion f̃ : [0, 1]→ [0,∞) erfüllt die Bedingungen zu dem Theorem von Lusin.

Weil ([0, 1] ∩Q) ⊂ A, liegt A dicht in [0, 1]. Dann ist die Funktion f̃ unstetig in jedem
Punkt von [0, 1], weil f̃(x) = 0 für x ∈ A und

f̃(x) ≥ 1√
|x− q0|

≥ 1 für x ∈ [0, 1] \ A.

Nach Lusin gibt es jedoch für jedes ε > 0 eine kompakte Menge K ⊂ [0, 1] mit λ ([0, 1] \K) <
ε und f̃|K : K → R stetig. Eine solche Funktion f ist skizziert in Abbildung 5.4.

Die Funktion f , die in Abbildung 5.4 skizziert ist, verwendet die übliche Abzählung
{

0, 1, 1
2
, 1

3
, 2

3
, 1

4
, 3

4
, 1

5
, 2

5
, 3

5
, 4

5
, 1

6
, 5

6
, 1

7
, 2

7
, 3

7
, 4

7
, 5

7
, 6

7
, 1

8
, 3

8
, 5

8
, . . .

}
.

In dem Fall gilt A = [0, 1] ∩Q.



56 6. März 2024 Woche 5, Lebesgue-Integral
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Abbildung 5.4: Die blaue Oberhälfte ist gefüllt mit
”
Streifen“, weil f auf [0, 1]∩Q nach ∞ geht.

Die Streifen sind aber sehr dünn, weil die Funktion Lebesgue-integrierbar ist.

5.5 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Für das Lebesgue-Integral gibt es ähnliche Ergebnisse wie beim Riemann-Integral. Die
Linearität hatten wir schon in Lemma 5.12. Mit dieser Linearität findet man, dass die
Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen über X, also L (X), einen Vektorraum
bilden. Wenn man dabei eine Norm haben möchte, könnte man sich überlegen, ob ‖.‖L(X)

definiert durch

‖f‖L(X) =

∫

X

|f | dλ

vernünftig wäre. Die meisten Eigenschaften einer Norm sind erfüllt. Aus ‖f‖L(X) = 0
folgt aber nicht, dass f = 0 sondern nur λ ({x ∈ X; f(x) 6= 0}) = 0. Wir kommen hierauf
zurück.

Im folgenden Lemma nehmen wir an, dass auch X1 und X2 Lebesgue-messbar sind.

Lemma 5.21 Sei f : X1 ∪ X2 ⊂ Rn → R Lebesgue-integrierbar über X1 und über X2.
Wenn λ (X1 ∩X2) = 0, dann gilt: f ist Lebesgue-integrierbar über X1 ∪X2 und

∫

X1∪X2

f dλ =

∫

X1

f dλ+

∫

X2

f dλ.

Beweis. Für den Leser.

Lemma 5.22 Falls f1, f2 : X ⊂ Rn → R Lebesgue-integrierbar sind über X und f1 ≤ f2,
dann gilt ∫

X

f1 dλ ≤
∫

X

f2 dλ.

Beweis. Für den Leser.

Lemma 5.23 Falls f : X ⊂ Rn → R Lebesgue-integrierbar ist über X, dann sind f+, f−

und |f | Lebesgue-integrierbar über X und es gilt
∣∣∣∣
∫

X

f dλ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f | dλ.

Beweis. Für die Definition von f+, f− und |f | siehe (5.5) und Bemerkung 5.4.1. Aus der
Konstruktion des Integrals folgt, dass f Lebesgue-integrierbar ist, genau dann, wenn f+

und f− es sind und beide Integrale Werte in [0,∞) haben. In dem Fall definiert man
∫

X

f dλ =

∫

X

f+ dλ−
∫

X

f− dλ.



5.5 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals 57

Weil |f | = f+ + f− gilt und die beiden Integrale über f+ und über f− Werte in [0,∞)
haben, ist auch |f | Lebesgue-integrierbar. Verwendet man Lemma 5.12, so folgt

∣∣∣∣
∫

X

f dλ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

X

f+ dλ−
∫

X

f− dλ

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

X

f+ dλ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
∫

X

f− dλ

∣∣∣∣

=

∫

X

f+ dλ+

∫

X

f− dλ =

∫

X

(
f+ + f−

)
dλ =

∫

X

|f | dλ,

die gewünschte Ungleichung.
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Analysis 3, Woche 6

Diverse Konvergenzarten

6.1 Lebesgue-Klassen

Von den messbaren Mengen sind die Nullmengen eigentlich nicht sehr interessant. Man
bemerkt sie kaum, weil sie so klein sind. Ebenso ist es, wenn man messbare Funktionen
betrachtet, meistens nicht sehr interessant, was diese auf Nullmengen machen. Werden
Funktionen integriert, dann ist der Wert des Integrals unabhängig von den Funktionswer-
ten auf Nullmengen. Für Funktionen, die nur auf Nullmengen verschieden sind, definiert
man daher Folgendes:

Definition 6.1 Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Sei A ∈ A und seien f, g : A → R A-AT -
messbare Funktionen. Man sagt

f = g µ-fast-überall auf A ⊂ X,

wenn µ {x ∈ A; f(x) 6= g(x)} = 0. Abgekürzt: f = g µ-f.ü.1

Für die L-AT -messbaren Funktionen auf X ⊂ Rn definiert man so eine Äquivalenz-
relation:

f ∼ g auf X genau dann, wenn f = g λ-f.ü. auf X.

Für die Menge der Äquivalenzklassen von L1 (X) bezüglich ∼ wird die folgende Schreib-
weise verwendet:

L1 (X) := L1 (X) / ∼ .

Das Auswahlaxiom erlaubt uns, aus jeder Klasse f ∈ L1 (X) einen Vertreter f ∈ L1 (X)
zu finden, und man definiert

‖f‖L1(X) :=

∫

X

|f | dλ.

Man definiert für f ,g ∈ L1 (X) mit Vertreter f, g ∈ L1 (X) und α ∈ R

f + g := die Klasse von (f + g) ,

α f := die Klasse von (α f) .

Diese Definition ist unabhängig von den Vertretern und L1 (X) wird so ein Vektorraum.

Für diesen Vektorraum L1 (X) ist ‖.‖L1(X) eine Norm. Man bemerke, dass auch diese
Norm nicht abhängt vom gewählten Vertreter: Wenn f1 und f2 beide f vertreten, dann

1Auf Englisch: f.ü = a.e. (almost everywhere)
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heißt das f1 = f2 λ-f.ü. Es bedeutet auch, dass eine einfache Funktion oberhalb von |f1| nur
auf Nullmengen geändert werden muss (man ersetzt den Funktionswert dieser einfachen
Funktion auf diesen Nullmengen durch ∞), um eine einfache Funktion oberhalb von |f2|
zu finden. Ähnliches gilt für einfache Funktionen unterhalb von |f1| und man findet

∫

X

|f1| dλ =

∫

X

|f2| dλ.

Lemma 6.2 Sei X ⊂ Rn L-messbar. Dann ist
(
L1 (X) , ‖·‖L1(X)

)
ein normierter Raum.

Beweis. Wir haben schon gesehen, dass ‖f‖L1(X) wohldefiniert ist für f ∈ L1 (X) und
müssen nur noch zeigen, dass die Eigenschaften einer Norm erfüllt sind.

1. ‖f‖L1(X) ≥ 0 folgt direkt. Wenn ‖f‖L1(X) = 0, dann bedeutet dies, dass
∫
X
|f | dλ = 0

für einen Vertreter f von f . Wenn
∫
X
|f | dλ = 0 folgt f = 0 λ-f.ü. und das bedeutet

wiederum f = 0 in L1 (X). Hier ist 0 die Klasse der Funktionen, die die Funktion 0
enthält.

2. Sei α ∈ R. Wenn f ein Vertreter von f ist, ist αf ein Vertreter von αf , und es folgt

‖αf‖L1(X) =

∫

X

|αf | dλ = |α|
∫

X

|f | dλ = |α| ‖f‖L1(X) .

3. Ähnlich folgt, dass f + g ein Vertreter von f + g ist, und

‖f + g‖L1(X) =

∫

X

|f + g| dλ ≤
∫

X

(|f |+ |g|) dλ = ‖f‖L1(X) + ‖g‖L1(X) .

6.2 Konvergenz bei messbaren Funktionen

In dem Beweis von Theorem 5.18 haben wir die Konvergenz von (gleichmäßig) stetigen
Funktionen verwendet. Wir erinnern uns an das Theorem aus Analysis 2, dass für eine
Folge von stetigen Funktionen {fi : K → R}i∈N, die gleichmäßig konvergieren, auch die
Grenzfunktion f mit f(x) := limi→∞ fi(x) wieder stetig ist. Wie geht man bei Konvergenz
von λ-messbaren Funktionen vor?

Für ein Maß µ definieren wir die µ-f.ü.-Konvergenz wie folgt:

Definition 6.3 (Fast-überall-Konvergenz) Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Sei A ∈ A
und seien fk, f : A→ R mit k ∈ N A-AT -messbare Funktionen. Man sagt:

fk → f für k →∞ µ-fast-überall auf A ⊂ X,

wenn es eine messbare Menge B ⊂ A gibt mit µ(A \ B) = 0 und fk(x) → f(x) für alle
x ∈ B.

Bemerkung 6.3.1 Für x ∈ A\B darf die Folge fk(x) divergieren oder auch konvergieren
gegen einen beliebigen Wert.
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Abbildung 6.1: Skizzen zu fn(x) = xn

Beispiel 6.4 Definieren wir für n ∈ N+ die Funktionen fn : [0, 1]→ R durch fn(x) = xn,
dann gilt

fn → 0 λ-f.ü. auf [0, 1] .

Sogar gilt
f ′n → 0 λ-f.ü. auf [0, 1] .

Definition 6.5 (Konvergenz in L1 (X)) Sei f, fk ∈ L1 (X) für k ∈ N.
Man sagt fk → f in L1 (X), wenn

lim
k→∞
‖fk − f‖L1(X) = 0.

Bemerkung 6.5.1 Die Grenzfunktion ist nicht eindeutig; man kann nur sagen, dass alle
möglichen Grenzfunktionen zu fk genau eine Klasse aus L1(X) bilden.

Für die Funktionen fn(x) des letzten Beispiels gilt limn→∞ ‖fn‖L1([0,1]) = 0. Weil
‖f ′n‖L1([0,1]) = 1 konvergieren die Ableitungen nicht nach 0. Konvergieren sie vielleicht
gegen eine andere Funktion g? Man kann zeigen, dass ‖f ′n‖L1([0,1−ε]) → 0 für ε > 0. Dann
folgt g = 0 λ-f.ü. auf [0, 1− ε]. Weil dies für ein beliebiges ε > 0 gilt, folgt g = 0 auf [0, 1).
Dann gilt ‖g‖L1([0,1]) = 0 und folgt der Widerspruch, denn

‖f ′n − g‖L1([0,1]) ≥ ‖f ′n‖L1([0,1]) − ‖g‖L1([0,1]) = ‖f ′n‖L1([0,1]) → 1.
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Definition 6.6 (Konvergenz im Maß) Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Sei A ∈ A und
seien fk, f : A→ R mit k ∈ N A-AT -messbare Funktionen. Man sagt:

fk → f nach dem Maß µ auf A ⊂ X,

wenn für jedes ε > 0 gilt, dass

lim
k→∞

µ {x ∈ A; |fk(x)− f(x)| ≥ ε} = 0.

Diese verschiedenen Arten von Konvergenz sind nicht unabhängig. In Abbildung 6.2
findet man einige Zusammenhänge. Weiter ist es so, dass wenn fk → f konvergiert in
Typ 1 und fk → g konvergiert in Typ 2, nicht unbedingt f = g gelten muss. Wenn beide
Konvergenztypen mit Hilfe des λ-Maßes definiert sind, folgt meistens nur f = g λ-f.ü. Es
folgen einige Beispiele zu den

”
6⇒“-en in dem Bild. Die Implikationen in dem Bild kann

man direkt zeigen.

λ(X) <∞

︸ ︷︷ ︸
6⇒

6⇒⇒

6⇒ ⇒
⇒

6⇒

⇒

6⇒

punktweise gleichmäßig

λ-f.ü. in L1(X)

in λ-Maß

Abbildung 6.2: Zusammenhang einiger Konvergenzbegriffe

Beispiel 6.7 Die Funktionenfolge fk : R→ R mit fk (x) = e−|x−k|
2

konvergiert punktwei-
se (nach 0), aber nicht gleichmäßig. Sie konvergiert auch nicht nach dem Maß λ. Siehe
Abbildung 6.3.
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Abbildung 6.3: Skizze zu Beispiel 6.7.

Beispiel 6.8 Die Funktionenfolge fk : [0, 1]→ R mit fk (x) = kx (1− x)k konvergiert
punktweise (nach 0), aber nicht gleichmäßig. Sie konvergiert in L1 ([0, 1]).
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Die punktweise Konvergenz findet man für x ∈ (0, 1), weil limk→∞ (ln k − a k) = −∞
für alle a > 0 impliziert, dass

lim
k→∞

kx (1− x)k = x lim
k→∞

exp

(
ln k − ln

(
1

1− x

)
k

)
= 0.

Für x ∈ {0, 1} folgt limk→∞ fk (x) = 0 weil fk (0) = 0 = fk (1).
Die Folge konvergiert nicht gleichmäßig nach 0, weil

lim
k→∞

fk

(
1

k

)
= lim

k→∞

(
1− 1

k

)k
= lim

k→∞

(
1 +
−1

k

)k
= e−1.

Die Konvergenz nach 0 in L1 ([0, 1]) folgt aus

‖fk − 0‖L1([0,1]) =

∫

(0,1)

fkdλ =

∫ 1

0

kx (1− x)k dx = k

∫ 1

0

(
− (1− x)k+1 + (1− x)k

)
dx

=

[
k

k + 2
(1− x)k+2 − k

k + 1
(1− x)k+1

]1

0

=
k

k + 1
− k

k + 2
=

k

(k + 1) (k + 2)
<

1

k + 1
.

Siehe Abbildung 6.4 für die Skizzen zu einigen dieser Funktionen.
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Abbildung 6.4: Skizze zu Beispiel 6.8.

Beispiel 6.9 Die Funktionenfolge fk : R→ R mit fk(x) =
√
ke−kx

2
konvergiert λ-f.ü.

und nach dem Maß λ (nach 0), aber nicht punktweise und nicht in L1 (R). Siehe Abbildung
6.5.
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Abbildung 6.5: Skizze zu Beispiel 6.9.

Beispiel 6.10 Setzen wir für m ∈ N und k ∈ {0, 1, 2, . . . , 2m − 1}:

gk,m(x) = 1[k2−m,(k+1)2−m].

Die Funktionenfolge fk : [0, 1]→ R mit

{fk}k∈N := {g0,0, g0,1, g1,1, g0,2, g1,2, g2,2, g3,2, g0,3, g1,3, g2,3, . . . , g7,3, . . .}

konvergiert in L1 ([0, 1]) und nach dem Maß λ die beiden Male nach 0, aber nicht punkt-
weise. Eine Skizze dieser Funktionen findet man in Abbildung 6.6.

Beispiel 6.11 Die Funktionenfolge hk : [0, 1] → R mit hk(x) = kfk(x) und fk, wie im
letzten Beispiel, konvergiert nach dem Maß λ nach 0, aber nicht in L1 ([0, 1]) oder λ-f.ü.
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Abbildung 6.6: Skizzen zu der Funktionenfolge aus Beispiel 6.10

Lemma 6.12 Wenn fn → f in L1(X), dann gilt fn → f in λ-Maß.

Beweis. Nehmen wir an, dass fn → f in L1(X). Wenn nicht gilt, dass fn → f in λ-Maß,
dann gibt es ε∗ > 0 derart, dass λ ({x ∈ X; |fn(x)− f(x)| ≥ ε∗}) nicht nach 0 konvergiert
für n→∞. Also existiert eine Teilfolge {fnk}k∈N und δ∗ > 0 mit λ (Ak) > δ∗ für

Ak := {x ∈ X; |fnk(x)− f(x)| ≥ ε∗} .

Wir finden ∫

X

|fnk − f | dλ ≥
∫

Ak

|fnk − f | dλ ≥
∫

Ak

ε∗dλ = ε∗δ∗ > 0,

und das ist ein Widerspruch zu der Annahme.

6.3 Egoroff’s Konvergenzsatz

Wenn eine Funktionenfolge gleichmäßig konvergiert auf A ⊂ Rn und λ(A) <∞, dann folgt
auch Konvergenz im Maß und in L1(A). Gleichmäßige Konvergenz ist eine sehr ‘starke’
Konvergenz. Trotzdem ist sie nicht sehr weit von Fast-überall-Konvergenz entfernt.

Theorem 6.13 (Egoroff 2) Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Sei A ∈ A mit µ(A) < ∞ und
seien fk, f : A→ R, mit k ∈ N, A-AT -messbare Funktionen mit

fk → f µ-fast-überall auf A für k →∞.

Dann gibt es für jedes ε > 0 eine A-messbare Menge B ⊂ A derart, dass

1. µ (A \B) < ε und

2. fk → f gleichmäßig auf B.

2Am Anfang des letzten Jahrhunderts wurden kyrillische Buchstaben anders “übersetzt” als heutzu-
tage. Statt Lusin und Egoroff würde man jetzt Luzin und Egorov schreiben. Aus Gewohnheit hat man
bei

”
alten“ Namen die alte Schreibweise beibehalten.
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Beweis. Sei ε > 0. Wir definieren für i, j ∈ N die A-messbaren Mengen

Ci,j =
⋃

k≥j

{
x ∈ A; |fk(x)− f(x)| ≥ 2−i

}
.

Weil Ci,j ⊃ Ci,j+1 für alle i, j ∈ N folgt

∞ > µ (A) ≥ µ (Ci,1) ≥ · · · ≥ µ (Ci,j) ≥ µ (Ci,j+1) ≥ · · · ≥ 0.

Also existiert limj→∞ µ (Ci,j) als Grenzwert einer fallenden beschränkten Folge. Wenn für
x ∈ A gilt, dass fk (x)→ f (x) für k →∞, dann gilt |fk(x)− f(x)| < 2−i für alle k ≥ ki
mit ki genügend groß, und es folgt x 6∈ Ci,j für j ≥ ki. Weil fk → f µ-fast-überall auf A,
hat man limj→∞ µ (Ci,j) = 0 für jedes i ∈ N. Dann gibt es für jedes i ∈ N ein Ni,ε ∈ N
derart, dass µ(Ci,Ni,ε) < 2−i−1ε. Wir setzen

B = A \
⋃

i∈N
Ci,Ni,ε

und können folgern, dass

µ (A \B) = µ

(⋃

i∈N
Ci,Ni,ε

)
≤
∑

i∈N
µ
(
Ci,Ni,ε

)
< ε.

Für alle x ∈ B, k > Ni,ε hat man |fk(x)− f(x)| < 2−i und das besagt, dass fk → f
gleichmäßig konvergiert auf B.

Korollar 6.14 Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Sei A ∈ A mit µ(A) < ∞ und seien fk, f :
A→ R, mit k ∈ N, A-AT -messbare Funktionen. Wenn

fk → f µ-f.ü. auf A für k →∞,

dann gilt
fk → f im µ-Maß auf A für k →∞.

λ(X) <∞ ︸︷
︷︸ 6⇒

⇒

6⇒ ⇒

⇒

6⇒

λ-f.ü.

in λ-Maß

Abbildung 6.7: Eine Erweiterung von Abbildung 6.2

Beweis. Sei ε > 0. Wir werden zeigen, dass es für beliebiges δ > 0 ein kε,δ ∈ N gibt
derart, dass für k > kε,δ gilt

µ {x ∈ A; |fk (x)− f (x)| > ε} < δ. (6.1)
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Wegen des Satzes von Egoroff gibt es Aδ ⊂ A mit λ (A \ Aδ) < δ und fk → f gleichmäßig
auf Aδ. Dann gibt es also ein kδ,ε derart, dass für k > kδ,ε gilt

sup
x∈Aδ
|fk (x)− f (x)| < ε.

Dies bedeutet, dass für k ≥ kδ,ε

{x ∈ A; |fk (x)− f (x)| > ε} ⊂ A \ Aδ,

und wir finden (6.1).

6.4 Integrale mit Werten in [0,∞]

Wir haben das Lebesgue-Integral in Definition 5.3 erst für einfache positive Funktionen
definiert und haben Werte in [0,∞] erlaubt. Wenn man vorzeichenwechselnde Funktionen
betrachtet, dann hat man ein Problem, wenn sowohl

∫
X
f+dλ =∞, als auch

∫
X
f−dλ =∞

gilt. Das haben wir vermieden, indem wir nur endliche Werte zugelassen haben. Für die
nächsten Kapitel, wo manchmal Integrale für nicht-negative Funktionen betrachtet wer-
den, ist es bequem, hierauf zurückzukommen und wiederum Werte in [0,∞] zu erlauben.
Das heißt, wenn f ≥ 0 Lebesgue-messbar auf X ist und

sup

{∫

X

g dλ; g : X → Rn ist einfach, Lebesgue-integrierbar und g ≤ f

}
=∞ (6.2)

dann setzen wir ∫

X

f dλ =∞. (6.3)

Lemma 6.15 Für jede nicht-negative L-AT -messbare Funktion f : X ⊂ Rn → R gilt∫
X
f dλ ∈ [0,∞]. Genauer gesagt, entweder

1. f ist Lebesgue-integrierbar wie in Definition 5.7 und
∫
X
f dλ ∈ [0,∞), oder

2. (6.2) gilt und man setzt
∫
X
f dλ =∞.

Bemerkung 6.15.1 Nur im ersten Fall, also wenn
∫
X
f dλ ∈ [0,∞) gilt, nennt man f

Lebesgue-integrierbar.

Beweis. Sei ε > 0. Wir betrachten Xk = {x ∈ X; k ≤ ‖x‖ < k + 1}. Dann gilt X =⋃
k∈NXk und λ(Xk) ≤ (2k + 2)n. Wir setzen εk = (2k + 2)−n 2−k−1ε und

Aj,k = f−1 [jεk, (j + 1) εk) ∩Xk

und definieren die einfachen Funktionen

gε =
∑

j,k∈N
jεk1Aj,k und hε =

∑

j,k∈N
(j + 1) εk1Aj,k .

Es folgt, dass

∫

Xk

gε dλ ≤
∫

Xk

f dλ ≤
∫

Xk

f dλ ≤
∫

Xk

hε dλ ≤
∫

Xk

gε dλ+ εk λ(Xk)
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und weil wir εk so definiert haben, dass

εk λ(Xk) ≤ 2−k−1ε

folgt sogar

∫

X

gε dλ ≤
∫

X

f dλ ≤
∫

X

f dλ ≤
∫

X

hε dλ ≤
∫

X

gε dλ+ ε.

Also entweder
∫
X
gε dλ und

∫
X
hε dλ sind endlich und wir können aus Lemma 5.11 folgern,

dass die erste Möglichkeit zutrifft. Wenn
∫
X
gε dλ =∞ zutrifft, folgt die zweite Möglich-

keit.
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Analysis 3, Woche 7

Limes und Integral

7.1 Das Lemma von Fatou

Theorem 7.1 (Das Lemma von Fatou1) Sei X ∈ L und fk : X ⊂ Rn → [0,∞) mit
k ∈ N eine Folge L-AT -messbarer Funktionen. Dann gilt

∫

X

lim inf
k→∞

fk dλ ≤ lim inf
k→∞

∫

X

fk dλ. (7.1)

Bemerkung 7.1.1

� Die Annahme fk ≥ 0 kann man nicht ohne Ersatz weglassen.

� Die Ungleichung in (7.1) ist definiert auf [0,∞]. Also sind sowohl ∞ ≤∞ als auch
M ≤ ∞ mit M ∈ R+ hier zugelassen.

Beweis. Man bemerke, dass der Limes inferior einer nicht-negativen Folge immer be-
stimmt ist in [0,∞], denn

lim inf
k→∞

ck = lim
k→∞

(
inf
`>k

c`

)

und {inf`>k c`}k∈N ist wachsend. Also ist sowohl f(x) := lim infk→∞ fk(x) für jedes x ∈ X
als auch lim infk→∞

∫
X
fk dλ jeweils eindeutig definiert in [0,∞].

In Theorem 5.15 haben wir gezeigt, dass f = lim infk→∞ fk L-AT -messbar ist. Wir
brauchen also nur die Abschätzung zu beweisen.

Sei ε > 0. Wegen Lemma 6.15 kann man die Funktion lim infk→∞ fk in dem Inte-
gral links in (7.1) von unten mit einfachen L-AT -messbaren Funktionen g : R → [0,∞]
approximieren, also g ≤ lim infk→∞ fk, und zwar derart, dass falls

∫
X
g dλ <∞, dann

∫

X

g dλ ≤
∫

X

lim inf
k→∞

fk dλ ≤
∫

X

g dλ+ ε.

Wenn
∫
X
g dλ =∞, dann gilt

∫
X

lim infk→∞ fk dλ =∞ und wir müssen zeigen, dass die
rechte Seite in (7.1) auch ∞ ist. Sei g eine solche einfache Funktion, das heißt

g =
∑

i∈N
gi1Ai ,

1Pierre Joseph Louis Fatou, Frankreich 1878-1929

69
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mit gi ∈ (0,∞], Ai disjunkte L-messbare Mengen in X mit λ (Ai) > 0,

g ≤ f = lim inf
k→∞

fk = lim
k→∞

inf
`>k

f`.

Wenn wir solch eine einfache Funktion g noch etwas kleiner machen, dann finden wir,
dass wir auch fk für k groß von unten abschätzen können.

Falls gi <∞ für alle i nehmen wir ein positives t < 1 und betrachten

Bi,k = {x ∈ Ai; f`(x) ≥ tgi für alle ` ≥ k} .

Man hat Bi,0 ⊂ Bi,k ⊂ Bi,k+1 ⊂ · · · ⊂ Ai und weil t < 1, gilt 0 < t gi < gi und folgt
limk→∞ λ(Bi,k) = λ(Ai). So finden wir, dass

∫

X

fk dλ ≥
∑

i∈N

∫

Bi,k

fk dλ ≥
∑

i∈N
tgi λ (Bi,k)

und auch

lim inf
k→∞

∫

X

fk dλ ≥ lim inf
k→∞

∑

i∈N
tgi λ (Bi,k)

≥
∑

i∈N
tgi lim inf

k→∞
λ (Bi,k) =

∑

i∈N
tgi λ (Ai) = t

∫

X

g dλ.

Weil dies für beliebige t ∈ (0, 1) gilt, hat man

lim inf
k→∞

∫

X

fk dλ ≥
∫

X

g dλ.

Für den Fall
∫
X
g dλ =∞ ist man fertig und für

∫
X
g dλ <∞ bemerkt man, dass das

ε > 0 beliebig gewählt war und daher folgt, dass

lim inf
k→∞

∫

X

fk dλ ≥ sup
g≤f

g einf. L-AT -m.

∫

X

g dλ =

∫

X

lim inf
k→∞

fk dλ.

Falls gi =∞ für ein i, dann kann man gi auf Ai durch ein beliebiges M ∈ R ersetzen
und nimmt Bi,k = {x ∈ Ai; f`(x) ≥M für alle ` ≥ k}. Weil λ (Ai) > 0 gilt, folgt λ (Bi,k) >
1
2
λ (Ai) für k > kM mit kM genügend groß. Dann gilt für k > kM , dass

∫

X

fk dλ ≥M λ (Bi,k) ≥ 1
2
M λ (Ai)

und rechts in (7.1) steht ∞.

Beispiel 7.2 Die Ungleichung im Lemma von Fatou ist eine echte Ungleichung, das heißt,
im Allgemeinen kann man

”
≤“ in (7.1) nicht ersetzen durch

”
=“. Betrachte die Funktion

fk : [0, 1]→ R mit fk(x) = k2xe−kx. Man hat limk→∞ k2xe−kx = 0 für jedes x ∈ [0, 1] und
es folgt

lim
k→∞

∫ 1

0

k2xe−kxdx = lim
k→∞

[
− (1 + kx) e−kx

]1
0

= 1

∫ 1

0

lim
k→∞

k2xe−kxdx =

∫ 1

0

0 dx = 0.
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7.2 Monoton oder majorisiert

Die Ungleichung in Fatous Lemma kann durch eine Gleichung ersetzt werden, wenn man
weitere Bedingungen für die Funktionenfolge annimmt. Eine erste Möglichkeit betrifft
Funktionenfolgen, die wachsend sind. Für solche monotonen Funktionenfolgen hat man
das folgende ‘bessere’ Ergebnis.

Theorem 7.3 (Monotone Konvergenz) Sei X L-messbar und fk : X ⊂ Rn → [0,∞)
mit k ∈ N eine monoton wachsende Folge L-AT -messbarer Funktionen:

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fk ≤ fk+1 ≤ . . . .

Dann gilt ∫

X

lim
k→∞

fk dλ = lim
k→∞

∫

X

fk dλ. (7.2)

Bemerkung 7.3.1 So wie dieses Theorem formuliert ist, ist es nur auf nicht-negative
Funktionen direkt anwendbar. Für solche Funktionenfolgen kann man in (7.2) ein Ergebnis
in [0,∞] erwarten. Für vorzeichenwechselnde Funktionen wäre es möglich, dass man das
Theorem auf f+

k und f−k anwenden kann und wenn man dabei nicht ∞−∞ erhält, hätte
man auch da das Ergebnis in (7.2).

Beweis. Weil {fk(x)}k∈N für jedes x ∈ X und
{∫

X
fk dλ

}
k∈N wachsende Folgen sind,

konvergieren sie entweder zu einem Wert in R oder streben nach ∞. Auf jeden Fall ist
dann lim inf gleich lim, möglicherweise als uneigentlicher Limes ∞. Wegen des Lemmas
von Fatou gilt ∫

X

lim
k→∞

fk dλ ≤ lim
k→∞

∫

X

fk dλ.

Für die andere Richtung verwendet man, dass f` ≤ limk→∞ fk. Es folgt, dass
∫

X

f` dλ ≤
∫

X

lim
k→∞

fk dλ

also auch

lim
`→∞

∫

X

f` dλ ≤
∫

X

lim
k→∞

fk dλ.

Eine zweite Möglichkeit ist die zusätzliche Bedingung, dass alle Funktionen durch eine
feste Lebesgue-integrierbare Funktion majorisiert werden.

Theorem 7.4 (Majorisierte Konvergenz) Sei X L-messbar und fk : X ⊂ Rn → R
mit k ∈ N eine Folge L-AT -messbarer Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt eine Lebesgue-integrierbare Funktion g : X → [0,∞), also
∫
X
g dλ <∞, die

die Funktionen |fk| ”
majorisiert“: |fk| ≤ g λ-fast-überall für alle k ∈ N, und
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Abbildung 7.1: Einige Funktionen fk aus Beispiel 7.2: k = 4, 9, 16, 25, 36.
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2. fk → f λ-fast-überall in X für k →∞.

Dann existiert limk→∞
∫
X
fk dλ in R und es gilt, dass

lim
k→∞

∫

X

fk dλ =

∫

X

f dλ. (7.3)

Bemerkung 7.4.1 Auf Englisch heißt dieses Theorem: ‘the dominated convergence theo-
rem’. Dieses Theorem ist anwendbar auf vorzeichenwechselnde Funktionen. Die Einschränkung
durch eine Lebesgue-integrierbare Funktion g sorgt dafür, dass der Fall ∞−∞ nicht vor-
kommt.

Beweis. Weil fk → f λ-fast-überall, gilt auch |f − fk| → 0 λ-fast-überall. Weil |fk| ≤ g
λ-fast-überall und fk → f λ-fast-überall gilt, folgt auch |f | ≤ g λ-fast-überall. Also folgt
aus der Dreiecksungleichung, dass

|fk − f | ≤ |fk|+ |f | ≤ 2g λ-fast-überall.

Das heißt, dass 2g − |fk − f | λ-fast-überall positiv ist, und dann folgt mit dem Lemma
von Fatou, dass

2

∫

X

g dλ =

∫

X

lim inf
k→∞

(2g − |fk − f |) dλ

≤ lim inf
k→∞

∫

X

(2g − |fk − f |) dλ = 2

∫

X

g dλ− lim sup
k→∞

∫

X

|fk − f | dλ.

Das bedeutet

lim sup
k→∞

∫

X

|fk − f | dλ = 0.

Dann ist der Limes Superior sogar ein Limes und weil
∣∣∣∣
∫

X

(fk − f) dλ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|fk − f | dλ

gilt, folgt (7.3).

Als eine Folge dieser Konvergenzsätze bekommt man das folgende Ergebnis:

Korollar 7.5 Sei f, fk ∈ L1 (X) mit k ∈ N derart, dass fk → f in L1 (X). Dann gibt es
eine Teilfolge {fki}i∈N derart, dass fki → f λ-fast-überall.

Beweis. Weil ‖fk − f‖L1(X) → 0 für k →∞ gibt es eine Teilfolge {fki}i∈N mit

‖fki − f‖L1(X) ≤ 2−i.

Wir betrachten g` ∈ L1 (X), definiert durch

g` =
∑̀

i=0

|fki − f |

und bemerken, dass 0 ≤ g1 ≤ g2 ≤ . . . und

∫

X

g`dλ =

∫

X

∑̀

i=0

|fki − f | dλ =
∑̀

i=0

‖fki − f‖L1(X) ≤ 2
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Aus der monotonen Konvergenz, Theorem 7.3, folgt:

∫

X

∑

i∈N
|fki − f | dλ =

∫

X

lim
`→∞

g` dλ = lim
`→∞

∫

X

g` dλ ≤ 2.

Weil
∫
X

∑
i∈N |fki − f | dλ < ∞ folgt

∑
i∈N |fki − f | < ∞ λ-fast-überall. Weil in eine

konvergente Reihe die Termen nach 0 konvergieren, gilt auch:

lim
i→∞
|fki − f | = 0 λ-fast-überall

und es folgt lim
i→∞

fki = f λ-fast-überall.

7.3 Vollständigkeit von L1 (X)

Die Eigenschaften des Lebesgue-Integrals zeigen, dass L1 (X) und auch L1 (X) eine Vek-
torraumstruktur haben. Definiert man für f ∈ L1 (X)

‖f‖L1(X) =

∫

X

|f | dλ (7.4)

mit f einen Vertreter von f , dann ist dies eine Norm auf L1 (X). Wir wiederholen die
Bedingungen, die eine Norm erfüllen soll.

Definition 7.6 Die Funktion p : V → [0,∞) heißt eine Seminorm für den Vektorraum
V (eigentlich (V,+,R, .)), falls die beiden folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

1. p (cf) = |c| p (f) für alle c ∈ R und f ∈ V ;

2. p (f + g) ≤ p (f) + p (g) für alle f ,g ∈ V .

Man erinnere sich, dass p eine Norm ist, wenn außerdem die folgende Bedingung erfüllt
ist:

3. p (f) = 0 für f ∈ V genau dann, wenn f = 0.

Ähnlich wie Cauchy-Folgen bezüglich einer Norm definiert werden, kann man Cauchy-
Folgen auch bezüglich einer Seminorm definieren:

Definition 7.7 Sei (V,+,R, .) ein Vektorraum und p eine Seminorm auf diesem Vek-
torraum. Eine Folge {fk}k∈N ⊂ V heißt Cauchy-Folge bezüglich der Seminorm p, wenn
folgendes gilt:

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N : k, ` ≥ Nε =⇒ p (fk − f`) < ε.

Definition 7.8 Ein Vektorraum (V,+,R, .) heißt vollständig bezüglich der Semi-
norm p, wenn es für jede p-Cauchy-Folge {fk}k∈N ⊂ V mindestens eine Funktion f ∈ V
gibt so, dass lim

k→∞
p (f − fk) = 0.

Theorem 7.9 L1 (X) ist vollständig bezüglich der Seminorm p definiert durch p(f) =∫
X
|f | dλ.
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Bemerkung 7.9.1 Ein normierter Vektorraum (V,+,R, ., ‖·‖), der vollständig ist bezüg-
lich der Norm ‖·‖, heißt Banachraum. Wenn L1 (X) vollständig ist bezüglich der Semi-
norm p, ist L1 (X) vollständig bezüglich der Norm ‖·‖L1(X), anders gesagt:

(
L1 (X) ,+,R, ., ‖·‖L1(X)

)
ist ein Banachraum.

Die Theorie der Banachräume ist das zentrale Thema der
Funktionalanalysis. Banachräume spielen eine sehr wich-
tige Rolle in den Anwendungen. Wenn man nämlich im-
stande ist, die Lösung eines Problems zu approximieren, das
heißt, eine Cauchy-Folge von approximativen Funktionen
in einem passenden Banachraum zu finden, garantiert die
Vollständigkeit, dass diese Folge eine Grenz̄funktion im glei-
chen Vektorraum besitzt. Wenn man dann auch noch zeigen
kann, dass die gewünschte Eigenschaft (der Lösungsbegriff)
auf irgendeine Art stetig ist unter einem solchen Approxima-
tionsverfahren, ist die Grenzfunktion sogar eine Lösung.

Stefan Banach in 1919

Bemerkung 7.9.2 Weil es kaum zu Irrtümern führt, schreiben wir ab hier auch ‖f‖L1(X)

für f ∈ L1 (X) obwohl es keine Norm, sondern nur eine Seminorm ist.

Beweis. Sei fk ∈ L1 (X) eine Cauchy-Folge bezüglich der Seminorm, definiert in (7.4):

∀ε > 0 ∃Mε ∈ N ∀k, ` ≥M : ‖fk − f`‖L1(X) < ε.

Dann kann man km ∈ N finden derart, dass

für k, ` ≥ km gilt ‖fk − f`‖L1(X) < 2−m. (7.5)

Wir betrachten g` ∈ L1 (X), definiert durch

g` =
∑̀

m=0

∣∣fkm+1 − fkm
∣∣

und bemerken 0 ≤ g1 ≤ g2 ≤ g3 . . . . Weil

∫

X

g`dλ ≤
∫

X

∑̀

m=0

∣∣fkm+1 − fkm
∣∣ dλ ≤

∑̀

m=0

2−m ≤ 2,

konvergiert g` λ-fast-überall, sagen wir auf A ⊂ X mit λ(X \ A) = 0. Das bedeutet

g(x) =

{
lim
`→∞

g`(x) für x ∈ A,
0 für x ∈ X \ A,

ist wohldefiniert und wegen monotoner Konvergenz gilt ‖g‖L1(X) ≤ 2.
An den Stellen wo g` konvergiert, konvergiert auch

fk` = fk0 +
∑̀

m=1

(
fkm − fkm−1

)
, (7.6)
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denn absolute Konvergenz einer Reihe impliziert Konvergenz der Reihe, und wir können
f wie folgt definieren:

f(x) =

{
lim
`→∞

fk`(x) für x ∈ A,
0 für x ∈ X \ A.

Man bemerkt, dass diese Funktion wohldefiniert ist als L-AT -messbare Funktion. Das
heißt, dass wir nun einen Kandidaten für einen Grenzwert haben, aber noch zeigen müssen,
dass f tatsächlich ein L1(X)-Grenzwert der Folge {fk}k∈N ist.

Die folgenden Abschätzungen folgen aus der Konstruktion in (7.6):

|fk` | ≤ |fk0|+
∑̀

m=1

∣∣fkm − fkm−1

∣∣ ≤ |fk0|+ g,

|f | ≤ |fk0|+
∞∑

m=1

∣∣fkm − fkm−1

∣∣ ≤ |fk0|+ g.

Dies erlaubt uns die majorisierte Konvergenz zu verwenden:

lim
m→∞

‖fkm − f‖L1(X) = lim
m→∞

∫

X

|fkm − f | dλ =

∫

X

lim
m→∞

|fkm − f | dλ = 0. (7.7)

Dies ist jedoch nur die Teilfolge {fkm}m∈N. Für die Folge {fk}k∈N verwendet man (7.5)
und (7.7) und kann so die rechte Seite von

‖fk − f‖L1(X) ≤ ‖fk − fkm‖L1(X) + ‖fkm − f‖L1(X) (7.8)

beliebig klein bekommen für große k. Sei ε > 0. Man wähltm derart, dass sowohl 2−m < 1
2
ε

als auch ‖fkm − f‖L1(X) <
1
2
ε. Für k > km folgt, dass die rechte Seite in (7.8) kleiner ε

ist.

Definition 7.10 Sei (V,+,R, .) ein Vektorraum mit (Semi)Norm ‖·‖. Eine Teilmenge
V0 ⊂ V heißt dicht in V bezüglich dieser (Semi)Norm, wenn es für jedes v ∈ V und
ε > 0 mindestens ein v0 ∈ V0 gibt derart, dass ‖v − v0‖ < ε.

Bemerkung 7.10.1 Q ist dicht in R bezüglich |·|.

Bemerkung 7.10.2 Die einfachen Lebesgue-integrierbaren Funktionen liegen dicht in
L1 (X) bezüglich ‖·‖L1(X). Für diese letzte Behauptung bemerke man, dass es für jede ε > 0

und f ∈ L1 (X) einfache Lebesgue-integrierbare Funktionen g und h gibt mit g ≤ f ≤ h
und ∫

X

g dλ ≤
∫

X

f dλ ≤
∫

X

h dλ <

∫

X

g dλ+ ε.

Es folgt, dass

‖f − g‖L1(X) =

∫

X

|f − g| dλ =

∫

X

(f − g) dλ =

∫

X

(f − h) dλ+

∫

X

(h− g) dλ < ε.

Übrigens gilt auch ‖f − h‖L1(X) < ε.
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7.4 Der Vektorraum Lp(X)

Definition 7.11 Sei p ∈ (1,∞). Man definiert ‖·‖Lp(X) für L-AT -messbare Funktionen
f : X ⊂ Rn → R wie folgt

‖f‖Lp(X) :=

(∫

X

|f |p dλ

) 1
p

. (7.9)

Man sagt f ∈ Lp (X), wenn ‖f‖Lp(X) <∞.

Bemerkung 7.11.1 Sei p ∈ (1,∞) und X ⊂ Rn.

� Man sagt f ∈ Lplok (X), wenn für jede kompakte Teilmenge K ⊂ X gilt

‖f‖Lp(K) <∞.

� Wenn f ∈ Lp (X), dann gilt |f |p ∈ L1 (X) und umgekehrt.

� Weil für α ∈ R und f, g ∈ Lp (X) gilt
∫

X

|αf |p dλ ≤ |α|p
∫

X

|f |p dλ,
∫

X

|f + g|p dλ ≤
∫

X

(|f |+ |g|)p dλ ≤ 2p
(∫

X

|f |p dλ+

∫

X

|g|p dλ
)
,

so folgt αf, f + g ∈ Lp (X). Das heißt, Lp (X) ist ein Vektorraum.

� Man definiert Lp(X) = Lp(X)/ ∼, wie vorher mit f ∼ g für f = g f.ü. auf X. So

wird
(
Lp(X), ‖·‖Lp(X)

)
, mit Norm ‖f‖Lp(X) = ‖f‖Lp(X) definiert in (7.9) für einen

Vertreter f von f , ein normierter Vektorraum und sogar ein Banachraum.

7.5 Die Ungleichung von Hölder

Bevor wir zeigen können, dass ‖·‖Lp(X) eine Seminorm auf Lp (X) ist, brauchen wir die
folgende Ungleichung:

Theorem 7.12 (Die Höldersche Ungleichung) Sei f ∈ Lp (X) und g ∈ Lq (X) mit
p, q > 1 und 1

p
+ 1

q
= 1, dann gilt

‖fg‖L1(X) ≤ ‖f‖Lp(X) ‖g‖Lq(X) . (7.10)

Bemerkung 7.12.1 Wenn man die Seminormen in (7.10) explizit schreibt, hat man

∫

X

|fg| dλ ≤
(∫

X

|f |p dλ

) 1
p
(∫

X

|g|q dλ
) 1

q

.

Der Beweis von Theorem 7.12 braucht mehrere Schritte. Diese Schritte werden wir als
einzelne Lemmas aufführen.

Lemma 7.13 Sei a, b > 0 und p, q > 1 mit 1
p

+ 1
q

= 1. Dann gilt

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.
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Beweis. Weil a > 0, darf man durch ap dividieren und man sieht, weil p/q = p− 1, dass
diese Ungleichung äquivalent ist zu

b

ap/q
≤ 1

p
+

1

q

(
b

ap/q

)q
.

Setzt man x = ba−p/q, dann reicht es, wenn wir für x > 0 zeigen, dass

x ≤ 1− 1

q
+

1

q
xq. (7.11)

Betrachten wir f : R+ → R mit

f(x) =
1

q
xq − 1

q
+ 1− x.

Hier rechts steht ein Bild zu f bei verschiedenen
q. Es gilt f(1) = 0 und f ′(x) = xq−1 − 1. Weil
f ′(x) < 0 für x ∈ (0, 1) und f ′(x) > 0 für
x ∈ (1,∞), hat f ein Minimum in 1 und es gilt

f(x) ≥ f(1) = 0 für alle x ∈ R+.

Dann ist (7.11) bewiesen und auch das Lemma. 1 2 3 4

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Lemma 7.14 Sei ai, bi ∈ R für i ∈ {0, 1, 2, . . . ,m} und p, q > 1 mit 1
p

+ 1
q

= 1. Dann gilt

m∑

i=0

|aibi| ≤
(

m∑

i=0

|ai|p
) 1

p
(

m∑

i=0

|bi|q
) 1

q

.

Beweis. Wir setzen A = (
∑m

i=0 |ai|
p)

1
p und B = (

∑m
i=0 |bi|

q)
1
q und dürfen annehmen, dass

A 6= 0 und B 6= 0. Wenn nämlich A = 0 oder B = 0, stünde links und rechts zweimal 0.
Aus Lemma 7.13 folgt

|ai|
A

|bi|
B
≤ 1

p

( |ai|
A

)p
+

1

q

( |bi|
B

)q
=

1

p

|ai|p
Ap

+
1

q

|bi|q
Bq

.

Summiert man für i von 0 bis m, bekommt man

m∑

i=0

|aibi|
AB

≤ 1

p

∑m
i=0 |ai|

p

Ap
+

1

q

∑m
i=0 |bi|

q

Bq
=

1

p
+

1

q
= 1.

Multiplizieren mit AB liefert das Ergebnis.

Beweis von Satz 7.12. Seien {ai}i∈N und {bi}i∈N Folgen von reellen Zahlen, sodass∑∞
i=0 |ai|

p und
∑∞

i=0 |bi|
q beide konvergieren. Dann konvergiert wegen Lemma 7.14 auch∑∞

i=0 |aibi| und es gilt

∞∑

i=0

|aibi| ≤
( ∞∑

i=0

|ai|p
) 1

p
( ∞∑

i=0

|bi|q
) 1

q

.
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Sei f ∈ Lp (X) und g ∈ Lq (X) und ε > 0. Dann folgt |f |p , |g|q ∈ L1 (X) und es gibt
einfache Lebesgue-integrierbare Funktionen fu ≤ |f |p ≤ fo und gu ≤ |g|q ≤ go mit

∫

X

fu dλ ≤
∫

X

|f |p dλ ≤
∫

X

fo dλ <

∫

X

fu dλ+ ε und
∫

X

gu dλ ≤
∫

X

|g|p dλ ≤
∫

X

go dλ <

∫

X

gu dλ+ ε.

Außerdem gilt
f 1/p
u g1/q

u ≤ |fg| ≤ f 1/p
o g1/q

o .

Durch eventuelle Verfeinerung darf man annehmen, dass es abzählbar viele disjunkte
Lebesgue-messbare Mengen Ai und ci, di ∈ [0,∞) gibt, sodass

fo =
∑

i∈N
ci1Ai und go =

∑

i∈N
di1Ai .

Setzen wir ai = (ciλ(Ai))
1/p und bi = (diλ(Ai))

1/q, dann gilt

∫

X

fo dλ =
∑

i∈N
ciλ(Ai) =

∞∑

i=0

|ai|p ,
∫

X

go dλ =
∑

i∈N
diλ(Ai) =

∞∑

i=0

|bi|q und

∫

X

f 1/p
o g1/q

o dλ =
∑

i∈N
c

1/p
i d

1/q
i λ(Ai) =

∞∑

i=0

|aibi| .

Es folgt

∫
|fg| dλ ≤

∫

X

f 1/p
o g1/q

o dλ =
∞∑

i=0

|aibi| ≤
( ∞∑

i=0

|ai|p
) 1

p
( ∞∑

i=0

|bi|q
) 1

q

=

(∫

X

fo dλ

) 1
p
(∫

X

go dλ

) 1
q

≤
(∫

X

|f |p dλ+ ε

) 1
p
(∫

X

|g|p dλ+ ε

) 1
q

.

Weil wir ε > 0 beliebig wählen können, folgt das Ergebnis.



Analysis 3, Woche 8

Die Lebesgue-Räume

8.1 Der Lebesgue-Raum Lp (X)

Für eine Lebesgue-messbare Menge X ⊂ Rn und p ∈ (1,∞) wird Lp (X) definiert als die
Menge aller L-AT -messbaren Funktionen f : X ⊂ Rn, für die gilt

∫

X

|f |p dλ <∞.

In dritten Punkt von Bemerkung 7.11.1 haben wir gezeigt, dass Lp (X) mit der üblichen
Addition und skalaren Multiplikation ein Vektorraum ist. Wir wollen noch zeigen, dass

‖·‖, definiert durch ‖f‖Lp(X) =
(∫

X
|f |p dλ

) 1
p eine Seminorm ist. Die erste Bedingung ist

sofort erfüllt, denn für α ∈ R und f ∈ Lp (X) gilt:

‖αf‖Lp(X) =

(∫

X

|αf |p dλ
) 1

p

= |α|
(∫

X

|f |p dλ
) 1

p

= |α| ‖f‖Lp(X) .

Die zweite Bedingung wird uns geliefert durch die Ungleichung von Minkowski.

Theorem 8.1 (Die Ungleichung von Minkowski) Sei f, g ∈ Lp (X) mit p > 1, dann
gilt

‖f + g‖Lp(X) ≤ ‖f‖Lp(X) + ‖g‖Lp(X) . (8.1)

Beweis. In Bemerkung 7.11.1 haben wir gezeigt, dass f, g ∈ Lp (X) impliziert, dass f+g ∈
Lp (X). Wir dürfen also annehmen, dass ‖f + g‖Lp(X) < ∞. Wenn ‖f + g‖Lp(X) = 0, ist
nichts zu beweisen, denn die rechte Seite in (8.1) ist nichtnegativ. Also nehmen wir an,
dass ‖f + g‖Lp(X) ∈ R+. Setzen wir q = p

p−1
, so gilt 1

p
+ 1

q
= 1. Wir verwenden die

Höldersche Ungleichung:

‖f + g‖pLp(X) =

∫

X

|f + g|p dλ ≤
∫

X

|f | |f + g|p−1 dλ+

∫

X

|g| |f + g|p−1 dλ

≤
((∫

X

|f |p dλ
) 1

p

+

(∫

X

|g|p dλ
) 1

p

)(∫

X

|f + g|(p−1)q dλ

) 1
q

=
(
‖f‖Lp(X) + ‖g‖Lp(X)

)
‖f + g‖p−1

Lp(X) .

Weil ‖f + g‖Lp(X) ∈ R+ gilt, kann man dividieren durch ‖f + g‖p−1
Lp(X) und es folgt die

Ungleichung in (8.1).

79
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Beispiel 8.2 Die Funktion f : Rn → R mit f(x) =
(
1 + ‖x‖2)−α/2 ist genau dann in

Lp (Rn), falls αp > n.
Sei ε > 0. Wenn man rk = kε setzt und Rn radialsymmetrisch zerlegt durch

Rn =
⋃

k∈N
Ak mit Ak := {x ∈ Rn; rk ≤ ‖x‖ ≤ rk+1} ,

findet man für α ≥ 0, weil r 7→ (1 + r2)
−α/2

fallend ist auf [0,∞), dass

∫

Rn
|f |p dλ =

∑

k∈N

∫

Ak

|f |p dλ

{
≤ ∑∞

k=0 |f (rk)|p λ(Ak),

≥ ∑∞
k=0 |f (rk+1)|p λ(Ak).

Wegen des Mittelwertsatzes gilt

(rk+1)n − (rk)
n

rk+1 − rk
= n (rk +O (ε))n−1

und
λ(Ak) = σn ((rk+1)n − (rk)

n) = nσn (rk +O (ε))n−1 (rk+1 − rk)
wobei σn das Volumen der Einheitskugel in Rn ist. Wenn man ε ↓ 0 nimmt, folgt

∫

Rn
|f |p dλ =

∫ ∞

0

|f(r)|p nσnr
n−1dr = nσn

∫ ∞

r=0

(
1 + r2

)−αp/2
rn−1dr.

Dieses Integral ist kleiner ∞ genau dann, wenn −αp+ n− 1 < −1.

Beispiel 8.3 Wenn man nicht am genauen Wert des Integrals interessiert ist, sondern
nur an ‘beschränkt’ (< ∞) oder ‘unbeschränkt’ (= ∞), dann kann man oft auch eine
gröbere einseitige Abschätzung zeigen. Zum Beispiel gilt für f : R3 → R mit f(x) =
(1 + |x|)−4, dass f ∈ L2 (X). Wir können |f |2 abschätzen durch die einfache Funktion
g =

∑∞
n=0 (1 + n)−8 1Bn+1(0)\Bn(0) und es folgt

∫

R3

|f |2 dλ ≤
∫

R3

∞∑

n=0

(1 + n)−8 1Bn+1(0)\Bn(0) dλ

=
∞∑

n=0

(1 + n)−8 λ (Bn+1(0) \Bn(0))

=
∞∑

n=0

(1 + n)−8 σ3

(
(n+ 1)3 − n3

)

= σ3

∞∑

n=0

3n2 + 3n+ 1

(n+ 1)8 ≤ 3σ3

∞∑

n=0

1

(n+ 1)6 <∞.

Man muss nicht mit einfachen Funktionen abschätzen und kann auch spherische Koordi-
naten verwenden:
∫

R3

|f |2 dλ = lim
M→∞

∫

x∈R3 und |x|<M
f(x)2 dx = 3σ3 lim

M→∞

∫ M

r=0

(1 + r)−8 r2dr

≤ 3σ3 lim
M→∞

∫ M

r=0

(1 + r)−6 dr = 3σ3 lim
M→∞

[
−1

5
(1 + r)−5]M

0
= 3

5
σ3 <∞.

Wenn σn das Volumen der Einheitskugel in Rn ist, dann ist nσn der (n−1)-dimensionale
Inhalt der Einheitssphäre in Rn.
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Theorem 8.4 Lp (X) ist ein vollständiger Vektorraum bezüglich der ‖·‖Lp(X)-Seminorm.

Beweis. Sei {fk}k∈N ⊂ Lp (X) eine Cauchy-Folge bezüglich der ‖·‖Lp(X)-Seminorm. Wie

im Beweis der Vollständigkeit von L1 (X) nimmt man km derart, dass

‖fk − f`‖Lp(X) ≤ 2−m für k, ` > km.

Dann ist g :=
∑∞

m=0

∣∣fkm+1 − fkm
∣∣ L-AT -messbar und weil man

∥∥∥∥∥
∑̀

m=0

∣∣fkm+1 − fkm
∣∣
∥∥∥∥∥
Lp(X)

≤
∑̀

m=0

∥∥fkm+1 − fkm
∥∥
Lp(X)

≤ 2

hat, gilt wegen Fatou, dass

‖g‖Lp(X) =

∥∥∥∥∥ lim
`→∞

∑̀

m=0

∣∣fkm+1 − fkm
∣∣
∥∥∥∥∥
Lp(X)

≤ lim
`→∞

∥∥∥∥∥
∑̀

m=0

∣∣fkm+1 − fkm
∣∣
∥∥∥∥∥
Lp(X)

≤ 2.

Außerdem konvergiert
{∑`

m=0

∣∣fkm+1 − fkm
∣∣
}
`∈N

absolut λ-fast-überall, sagen wir auf A,

und ist auf die gleiche Menge A auch f∞ = fk0+lim`→∞
∑`

m=0

(
fkm+1 − fkm

)
wohldefiniert.

Auf die Nullmenge X \ A setzt man f∞(x) = 0. Mit Hilfe der majorierten Konvergenz
folgt

lim
m→∞

‖f∞ − fkm‖Lp(X) =
∥∥∥ lim
m→∞

(f∞ − fkm)
∥∥∥
Lp(X)

= 0

und schlussendlich

lim
m→∞

‖f∞ − fm‖Lp(X) ≤ lim
m→∞

(
‖f∞ − fkm‖Lp(X) + ‖fkm − fm‖Lp(X)

)
= 0.

8.2 Der Lebesgue-Raum L∞ (X)

Definition 8.5 Sei f : X ⊂ Rn → R eine L-AT -messbare Funktion. Man definiert für
L-messbare A ⊂ X das λ-wesentliche Supremum1 auf A durch

ess-supA f = inf {t ∈ R; λ ({x ∈ A; f(x) > t}) = 0} .

Ähnlich kann man auch das λ-wesentliche Infimum auf A definieren.

Bemerkung 8.5.1 Für das λ-wesentliche Supremum gilt:

ess-supA f = inf
N⊂A
λ(N)=0

(
sup
A\N

f

)
.

Es folgt, dass ess-supA f ≤ supA f .

Definition 8.6 Man definiert ‖·‖L∞(X) für L-AT -messbare Funktionen f : X ⊂ Rn → R
wie folgt

‖f‖L∞(X) = ess-supX |f | .
Man sagt f ∈ L∞ (X), wenn ‖f‖L∞(X) <∞.

1Auf Englisch: essential supremum.



82 6. März 2024 Woche 8, Die Lebesgue-Räume

sup

ess-sup

ess-inf

inf

Abbildung 8.1: Das Supremum und das wesentliche Supremum können verschieden sein.

Beispiel 8.7 Für die Funktionen f, g : R→ R mit

f(x) =

{
x−1 falls x ∈ Q \ {0} ,

0 falls x ∈ R \Q oder x = 0,
und g(x) =

{
x−1 falls x 6= 0,

0 falls x = 0,

gilt
ess-supR f = 0 und ess-supR g =∞.

Lemma 8.8 Für f ∈ L1 (X) und g ∈ L∞ (X) gilt

‖fg‖L1(X) ≤ ‖f‖L1(X) ‖g‖L∞(X) . (8.2)

Für f, g ∈ L∞ (X) gilt

‖f + g‖L∞(X) ≤ ‖f‖L∞(X) + ‖g‖L∞(X) . (8.3)

Beweis. Sei ε > 0 und Mg,ε = ess-supX |g| + ε. Setze Bg,ε = {x ∈ X; |g(x)| > Mg,ε}.
Dann gilt λ (B) = 0 und

‖fg‖L1(X) =

∫

X

|fg| dλ =

∫

X\Bg,ε
|fg| dλ

≤Mg,ε

∫

X\Bg,ε
|f | dλ = ‖f‖L1(X)

(
‖g‖L∞(X) + ε

)
.

Weil diese Ungleichung für alle ε > 0 gilt, folgt (8.2).
Bei der zweiten Ungleichung soll man bemerken, dass für x ∈ X \ (Bf,ε ∪Bg,ε) gilt,

dass

|f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤Mf,ε +Mg,ε = ‖f‖L∞(X) + ‖g‖L∞(X) + 2ε.

Weil λ (Bf,ε ∪Bg,ε) ≤ λ (Bf,ε) + λ (Bg,ε) = 0 hat man

‖f + g‖L∞(X) ≤ ‖f‖L∞(X) + ‖g‖L∞(X) + 2ε.

Weil diese Ungleichung für alle ε > 0 gilt, folgt (8.3).

Die Ungleichung in (8.3) zeigt die zweite Bedingung einer Seminorm. Die erste ist
sofort erfüllt und man bekommt:
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Lemma 8.9 ‖·‖L∞(X) ist eine Seminorm auf L∞ (X).

Auch hier kann man den Vektorraum L∞ (X) = L∞ (X) / ∼ definieren. Definiert man
die Norm ‖·‖L∞(X) wie folgt:

‖f‖L∞(X) := ‖f‖L∞(X) für f ∈ L∞ (X) einen Vertreter von f ∈ L∞ (X) ,

dann ist
(
L∞ (X) , ‖·‖L∞(X)

)
nicht nur ein normierter Vektorraum, sondern sogar ein

Banachraum.

8.3 Der Lebesgue-Raum L2 (X)

Wir wiederholen die Eigenschaften eines inneren Produktes.
Sei (V,+,R, .) ein Vektorraum und 〈·, ·〉 : V × V → R derart, dass die folgenden

Bedingungen erfüllt sind:

1. 〈v, w〉 = 〈w, v〉 für alle v, w ∈ V ;

2. 〈αv, w〉 = α 〈v, w〉 und 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉 für alle u, v, w ∈ V und α ∈ R;

3. 〈v, v〉 ≥ 0 für alle v ∈ V und 〈v, v〉 = 0 genau dann, wenn v = 0.

Aus 1 und 2 folgt, dass 〈·, ·〉 bilinear2 ist.
Wenn 〈·, ·〉 : V ×V → R ein inneres Produkt ist, dann ist ‖·‖ : V → R, definiert durch

‖v‖ =
√
〈v, v〉, (8.4)

eine Norm.

Definition 8.10 Wenn der Vektorraum (V,+,R, .) ein inneres Produkt 〈·, ·〉 hat und
vollständig ist bezüglich der vom inneren Produkt definierten Norm, nennt man den Vek-
torraum ein Hilbertraum.

Lemma 8.11 Für (L2 (X) ,+,R, .) erfüllt 〈·, ·〉, definiert durch

〈u, v〉 =

∫

X

uv dλ (8.5)

die ersten beiden Bedingungen eines inneren Produktes. Außerdem gilt 〈v, v〉 ≥ 0 für alle
v ∈ V .

Bemerkung 8.11.1 Weil (L2 (X) ,+,R, .) vollständig ist bezüglich ‖·‖L2(X) und man
durch (8.4-8.5) ein zugehörendes inneres Produkt hat, und die letzte Eigenschaft nun auch
erfüllt ist, ist (L2 (X) ,+,R, .) ein Hilbertraum.

Beweis. Die Bedingungen für ein inneres Produkt folgen aus den Eigenschaften des
Lebesgue-Integrals.

2Das Funktional F : U × V → W heißt bilinear, wenn u 7→ F (u, v) linear ist für alle v ∈ V und
v 7→ F (u, v) linear ist für alle u ∈ U .
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8.4 Stetige lineare Abbildungen

Definition 8.12 Seien (V, ‖·‖V ) und (W, ‖·‖W ) normierte Vektorräume. Man schreibt

L
(
(V, ‖·‖V ) ; (W, ‖·‖W )

)

für die Menge aller stetigen linearen Abbildungen T : (V, ‖·‖V )→ (W, ‖·‖W ).

Wir wiederholen nochmals, dass eine Abbildung T linear ist, wenn

T (αf + βg) = αT (f) + βT (g) für alle α, β ∈ R und f, g ∈ V

und dass T stetig ist, wenn

∀ε > 0 ∃δε > 0 : ‖f − g‖V < δε =⇒ ‖T (f)− T (g)‖W < ε.

Diese letzte Bedingung kann man für lineare Abbildungen T vereinfachen:

Lemma 8.13 Seien (V,+,R, ., ‖·‖V ) und (W,+,R, ., ‖·‖W ) zwei normierte Vektorräume
und sei T : V → W eine lineare Abbildung. Dann sind äquivalent:

1. T ist stetig in 0;

2. T ist stetig auf V ;

3. T ist beschränkt als lineares Funktional3:
es gibt MT ∈ [0,∞) mit ‖T (v)‖W ≤MT ‖v‖V für alle v ∈ V ;

4. sup
{
‖T (v)‖W
‖v‖V

; v ∈ V \ {0}
}
<∞;

5. sup {‖T (v)‖W ; ‖v‖V = 1} <∞.

Beweis. (1 .⇒ 2 .) Für ε > 0 sei δ > 0 derart, dass aus der Ungleichung ‖v − 0‖V < δ
folgt, dass ‖T (v)− T (0)‖W < ε. Dann gilt für ‖v1 − v2‖V < δ, dass

‖T (v1)− T (v2)‖W = ‖T (v1 − v2)‖W < ε.

(2 .⇒ 3 .) Es gibt δ > 0 derart, dass für ‖v‖V < δ gilt ‖T (v)‖W < 1. Setze MT = δ−1

und es folgt für ‖v‖V 6= 0

‖T (v)‖W =

∥∥∥∥δ
−1 ‖v‖V T (

v

‖v‖V
δ)

∥∥∥∥
W

= δ−1 ‖v‖V
∥∥∥∥T (

v

‖v‖V
δ)

∥∥∥∥
W

≤ δ−1 ‖v‖V .

Für ‖v‖V = 0 gilt T (v) = 0 und die Ungleichung ist auch erfüllt.

(3 .⇒ 4 .) Weil ‖T (v)‖W ≤MT ‖v‖V gilt, folgt sup
{
‖T (v)‖W
‖v‖V

; v ∈ V \ {0}
}
≤MT .

(4 .⇒ 5 .) Das Ergebnis folgt aus

‖T (v)‖W
‖v‖V

=

∥∥∥∥T
(

v

‖v‖V

)∥∥∥∥
W

.

3Man nennt eine Funktion f : V → R beschränkt, wenn es M ∈ R+ gibt mit |f (v)| ≤ M für alle
v ∈ V .

Man nennt ein lineares Funktional f : V → R beschränkt, mit (V, ‖·‖V ) einem Vektorraum, wenn es
M ∈ R+ gibt mit |f (v)| ≤M ‖v‖V für alle v ∈ V .
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(5 .⇒ 1 .) Setze M = sup {‖T (v)‖W ; ‖v‖V = 1}. Man sieht fast sofort, dass man für
ε > 0 die folgende δ nehmen kann:

δ =
ε

M + 1
.

Denn für ‖v‖V < δ (und ‖v‖V 6= 0) gilt

‖T (v)‖W = ‖v‖V
∥∥∥∥T (

v

‖v‖V
)

∥∥∥∥
W

≤ ‖v‖V M ≤
ε

M + 1
M < ε.

Der Kreis ist geschlossen.

Lemma 8.13 sagt aus, dass
”
stetig und linear“ das Gleiche ist wie

”
beschränkt linear“.

Die kleinste obere Schranke MT , für die gilt, dass

‖T (v)‖W ≤MT ‖v‖W für alle v ∈ V , (8.6)

kann man als Norm für T verwenden.

Lemma 8.14 Seien (V, ‖·‖V ) und (W, ‖·‖W ) zwei normierte Vektorräume. Dann wird
(
L
(
(V, ‖·‖V ) ; (W, ‖·‖W )

)
, ‖·‖

)

mit

‖T‖ = sup

{‖T (v)‖W
‖v‖V

; v ∈ V \ {0}
}

(8.7)

ein normierter Vektorraum.

Beweis. Für jedes T ∈ L ((V, ‖·‖V ) ; (W, ‖·‖W )) gibt es ein MT ∈ R+ derart, dass (8.6)
erfüllt ist. Dann ist das Supremum in (8.7) wohldefiniert. Man zeigt sofort, dass ‖·‖ die
Eigenschaften einer Norm erfüllt:

1. ‖cT‖ = sup
{
‖cT (v)‖W
‖v‖V

; v ∈ V \ {0}
}

= sup
{
|c|‖T (v)‖W
‖v‖V

; v ∈ V \ {0}
}

= |c| ‖T‖ ;

2. Aus der Dreiecksungleichung für ‖·‖W und einer Eigenschaft des Supremums folgt:

‖T1 + T2‖ = sup

{‖T1(v) + T2 (v)‖W
‖v‖V

; v ∈ V \ {0}
}

≤ sup

{‖T1(v)‖+ ‖T2 (v)‖W
‖v‖V

; v ∈ V \ {0}
}

≤ sup

{‖T1(v)‖W
‖v‖V

; v ∈ V \ {0}
}

+ sup

{‖T2 (v)‖W
‖v‖V

; v ∈ V \ {0}
}

= ‖T1‖+ ‖T2‖ .

3. Und ‖T‖ = 0 impliziert, dass ‖T (v)‖W = 0 für alle v und dann auch, dass Tv = 0
für alle v. Das heißt, T ist das 0-Funktional.

Beispiel 8.15 Sei K ⊂ Rn kompakt mit 0 ∈ K. Für (C(K), ‖·‖∞) mit

‖f‖∞ = sup {|f (x)| ;x ∈ K} ,
ist das Funktional T : C(K)→ R, definiert durch

Tf = f(0),

eine stetige lineare Abbildung:
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� linear: T (αf + βg) = (αf + βg) (0) = αf (0) + βg (0) = αT (f) + βT (g).

� stetig: |T (f)| = |f(0))| ≤ ‖f‖∞.

Beispiel 8.16 Obwohl
(
L1(R), ‖·‖L1(R)

)
kein normierter Vektorraum ist, denn ‖·‖L1(R)

ist ja nur eine Seminorm auf dem Vektorraum L1(R), kann man schauen, ob T : L1(R)→
R, definiert durch

Tf = f(0),

beschränkt ist bezüglich der Seminorm. Das ist nicht der Fall. Man betrachte f ∈ L1(R)
und g = f + 1{0}. Dann gilt |T (f)− T (g)| = 1 und ‖f − g‖L1(R) = 0.

Ein Funktional wie T kann man nicht auf L1 (R) vernünftig definieren. Die Funktionen
f und g vertreten das gleiche Element in L1 (R) und Tf 6= Tg.

Beispiel 8.17 Das Funktional T : L1(R)→ R, definiert durch

Tf =

∫

R
f 1[0,1] dλ,

ist auch auf L1 (R) zu definieren, denn wenn f = g λ-f.ü. gilt, folgt Tf = Tg. Nennen
wir T das zugehörige Funktional auf L1 (R), dann gilt

|T (f)| =
∣∣∣∣
∫

R
f 1[0,1] dλ

∣∣∣∣ ≤
∫

R

∣∣f 1[0,1]

∣∣ dλ =

∫

[0,1]

|f | dλ ≤ ‖f‖L1(R) = ‖f‖L1(R) ,

und wir sehen, dass T beschränkt und deshalb auch stetig ist.

Beispiel 8.18 Betrachten wir die stetigen Funktionen auf [0, 1] mit ‖·‖L1([0,1]) als Norm.(
C [0, 1] , ‖·‖L1([0,1])

)
ist ein normierter Vektorraum. Weil C [0, 1] ⊂ L1([0, 1]) gilt, reicht

es wenn wir zeigen können, dass ‖f‖L1([0,1]) = 0 impliziert f = 0. Für stetige Funktionen
gilt dies.

Bei dieser Norm ist die Abbildung T : C [0, 1]→ R definiert durch

Tf = f(0)

immer noch linear, aber keine stetige Abbildung.

8.5 Der Darstellungssatz von Riesz

Für einen normierten Vektorraum (V, ‖·‖V ) definiert man den Dualraum V ′ als die Menge
aller stetigen linearen Abbildungen T : V → R, oder anders gesagt:

V ′ = L
(
(V, ‖·‖V ) ; (R, |·|)

)
. (8.8)

Korollar 8.19 Sei (V, ‖·‖V ) ein normierter Vektorraum. Dann ist ‖·‖V ′, definiert durch

‖T‖V ′ = sup {|T (v)| ; ‖v‖V = 1} (8.9)

eine Norm auf V ′.

Beweis. Dieses Ergebnis folgt wegen (8.8) aus den letzten Lemmas.
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Theorem 8.20 (Der Darstellungssatz von Frigyes Riesz) Sei p ∈ [1,∞) und X ⊂
Rn Lebesgue-messbar. Sei q definiert durch 1

p
+ 1

q
= 1 falls p ∈ (1,∞) und setze q = ∞

falls p = 1. Dann gilt folgendes:

1. Für jede g ∈ Lq(X) gehört Tg : Lp(X)→ R, definiert durch

Tg(f) =

∫

X

gf dλ (8.10)

zu (Lp(X))′.

2. Für jede T ∈ (Lp(X))′ gibt es g ∈ Lq(X) mit T (f) =
∫
X
gf dλ.

Beweis. Die erste Aussage ist ein direktes Korollar der Hölder-Ungleichung und Lemma
8.13. Einen Beweis der zweiten Aussage wird es möglicherweise bei der Funktionalanalysis
geben. Man kann sich auch den Paragraphen 36 von

”
Functional Analysis“ durch Frigyes

Riesz und Béla Sz.-Nagy anschauen. Für den Beweis im Fall p = 1 sollte man auf Steinhaus
verweisen.

Dieser Satz besagt, dass für p ∈ [1,∞) und q wie oben gilt

(
(Lp(X))′ , ‖·‖(Lp(X))′

)
'
(
Lq(X), ‖·‖Lq(X)

)
.

Das Symbol ' bezeichnet ‘ist isomorph zu’. Isomorph für normierte Vektorräume be-
deutet, dass es eine bijektive Abbildung gibt, die die Vektorraumstruktur erhält und die
Normen vergleichen lässt.

� Die bijektive Abbildung ist hier g 7→ Tg : Lq(X) → (Lp(X))′ mit Tg definiert in
(8.10).

� Die Vektorraumstruktur bleibt erhalten, weil

Tαf+βg = αTf + βTg für alle f, g ∈ Lq(X) und α, β ∈ R.

� Die Normen lassen sich vergleichen, weil es c1, c2 ∈ R+ gibt derart, dass

c1 ‖f‖Lq(X) ≤ ‖Tf‖(Lp(X))′ ≤ c2 ‖f‖Lq(X) für alle f ∈ Lq(X).

Man findet sogar folgendes:

Lemma 8.21 Für alle g ∈ Lq(X) gilt

‖Tg‖(Lp(X))′ = ‖g‖Lq(X) (8.11)

Bemerkung 8.21.1 Wenn für eine Isomorphie I : (V, ‖·‖V )→ (W, ‖·‖W ) gilt, dass

‖I (f)‖W = ‖f‖V ,

dann nennt man I eine isometrische Isomorphie.
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Beweis. Für p ∈ (1,∞) zeigt man ≤ in (8.11) wie folgt:

‖Tg‖(Lp(X))′ = sup
{
|Tg(v)| ; ‖v‖Lp(X) = 1

}

= sup

{∣∣∣∣
∫

X

gv dλ

∣∣∣∣ ; ‖v‖Lp(X) = 1

}

≤ sup

{∫

X

|gv| dλ; ‖v‖Lp(X) = 1

}

≤ sup
{
‖g‖Lq(X) ‖v‖Lp(X) ; ‖v‖Lp(X) = 1

}
= ‖g‖Lq(X) .

Um ≥ in (8.11) zu zeigen, betrachtet man

vg = |g|q/p sign(g).

Es gilt vg ∈ Lp(X) und

‖vg‖Lp(X) = ‖g‖q/pLq(X) .

Angenommen ‖g‖Lq(X) 6= 0, so betrachtet man

ṽg =
vg

‖vg‖Lp(X)

.

Man findet ‖ṽg‖Lp(X) = 1 und es folgt, weil 1 + q/p = q und q − q/p = 1, dass

‖Tg‖(Lp(X))′ = sup
{
|Tg(v)| ; ‖v‖Lp(X) = 1

}

≥ |Tg(ṽg)| =
∣∣∣∣
∫

X

g ṽg dλ

∣∣∣∣ =
1

‖vg‖Lp(X)

∣∣∣∣
∫

X

g vg dλ

∣∣∣∣

=
1

‖vg‖Lp(X)

∣∣∣∣
∫

X

g |g|q/p sign(g) dλ

∣∣∣∣ =
1

‖g‖q/pLq(X)

∫

X

|g| |g|q/p dλ

=
1

‖g‖q/pLq(X)

∫

X

|g|q dλ =
1

‖g‖q/pLq(X)

‖g‖qLq(X) = ‖g‖Lq(X) .

Im Fall g = 0 folgt das Ergebnis sofort.
Man soll sich überlegen, was sich ändert falls p = 1 und q =∞.

Haben Sie übrigens bemerkt, dass wir im Beweis des letzten Lemmas mit Lebesgue-
Klassen gerechnet haben als wären es Funktionen?
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Berechnen der Integrale

9.1 Einleitung

Um ein Integral explizit berechnen zu können, greift man fast immer auf ein Ergebnis
zurück: den Hauptsatz der Integralrechnung. Er stellt die Verbindung her zwischen Inte-
gration und Stammfunktion. Wenn F ′ = f auf [a, b] ⊂ R, dann gilt

∫ b

a

f(s)ds = F (b)− F (a).

Beim Riemann-Integral haben wir schon gesehen, dass sich ein n-dimensionales Inte-
gral umformen lässt zu einem n-fachen eindimensionalen Integral:

∫

[a1,b1]×···×[an,bn]

f(x)dx =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bn

an

f(x1, . . . , xn)dxn . . . dx1.

Für diese eindimensionalen Integrale kann es möglich sein, den oben genannten Satz zu
verwenden und so einen expliziten Wert zu bekommen. Es sollte einem aber bewusst
sein, dass nur die wenigsten Integrale explizit zu lösen sind. Das bedeutet, dass man sich
meistens beschränkt auf einen Beweis der Beschränktheit und vielleicht sogar versucht,
eine Abschätzung für die Größe zu finden.

Manchmal ist es hilfreich die Symmetrie des Gebietes zu benutzen und Pol- oder
Kugelkoordinaten zu verwenden. In diesem Fall braucht man auch noch einen Transfor-
mationssatz.

Die drei Hauptbestandteile für das Berechnen eines Integrals kann man wie folgt zu-
sammenfassen:

� Der Hauptsatz der (eindimensionalen) Integralrechnung.

� Der Satz von Fubini-Tonelli, um mehrdimensionale Integrale auf mehrfache eindi-
mensionale Integrale zurückzuführen.

� Der Transformationssatz, um Integrationsgebiet und Funktion besser passend um-
zuformen.

Beispiel 9.1 Sei fα : Rn → R definiert durch f(x) =
(
1 + ‖x‖2)−α. Wir wollen uns die

folgende Frage anschauen:

Für welche α ∈ R+ gilt f ∈ Lp(Rn)?

89
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Indem man f approximiert mit kreisförmig definierten einfachen Funktionen,

(
1 + (ε [‖x‖ /ε+ 1])2)−α ≤ f(x) ≤

(
1 + (ε [‖x‖ /ε])2)−α ,

kann man sich davon überzeugen, dass die Frage umformuliert werden kann zu:

Wann ist
∫∞

0
(1 + r2)

−pα
rn−1dr endlich?

Übrigens ist [·] wiederum die Ganzzahlfunktion und der Faktor rn−1 taucht auf durch die
Skalierung:

Vol (Br+ε(0) \Br(0)) = σn ((r + ε)n − rn) = σnεr
n−1 (1 +O (ε)) .

Statt dieses Integral genau zu berechnen, verwenden wir eine der Abschätzungen

2−pαr−2pα+n−1 ≤
(
1 + r2

)−pα
rn−1 ≤ r−2pα+n−1 für r ≥ 1.

Weil
∫∞

0
(1 + r2)

−pα
rn−1dr endlich ist genau dann, wenn

∫∞
1

(1 + r2)
−pα

rn−1dr endlich
ist, bleibt noch herauszufinden, wann

∫ ∞

1

r−2pα+n−1dr

endlich ist. Hier lässt sich jetzt der Hauptsatz verwenden:

∫ M

1

r−2pα+n−1dr =

{
1

−2α+n
(M−2pα+n − 1) falls n 6= 2pα,

log (M) falls n = 2pα.

Man sieht, dass man für M → ∞ nur einen endlichen Wert bekommt, wenn 2pα > n.
Die Antwort auf die Frage lautet also: für α > n

2p
.

Übrigens war Cavalieri1 einer der Ersten, der Volumen berechnete, indem er die Flächen-
inhalte von infinitesimal dünnen Scheiben addierte. Diese Prozedur ist bekannt als das
Cavalierische Prinzip.

9.2 Fubini und Tonelli

Wir haben bei der Riemann-Integration die technischen Schwierigkeiten gesehen, die
man bekommt, wenn man den Satz von Fubini-Tonelli anwenden möchte auf ein nicht
rechteckiges Gebiet. Beim Lebesgue-Integral von f : X ⊂ Rn → R auf einer Lebesgue-
messbaren Menge X kann man ohne weiteres f auf Rn\X erweitern durch 0. Man braucht
sich keine Sorgen zu machen, ob eine mögliche Unstetigkeit am Rande Probleme macht,
denn das Lebesgue-Integral braucht keine Stetigkeit. Wir können uns also beschränken
auf eine Formulierung der Sätze von Fubini und Tonelli auf ganz Rn.

1Bonaventura Francesco Cavalieri, italienischer Mathematiker, lebte von 1598 bis 1647.
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Abbildung 9.1: Der Ansatz von Cavalieri: mit Scheiben zum Volumen.

Theorem 9.2 (Tonelli) Für eine L(n+m)-AT -messbare2 Funktion f : Rn+m → [0,∞]
gilt:

1. x 7→ f(x, y) : Rn → [0,∞] ist L(n)-AT -messbar für λ(m)-fast alle y ∈ Rm und

y 7→ f(x, y) : Rm → [0,∞] ist L(m)-AT -messbar für λ(n)-fast alle x ∈ Rn;

2. y 7→
∫
x∈Rn f(x, y) dλ(n) : Rm → [0,∞] ist L(m)-AT -messbar und

x 7→
∫
y∈Rn f(x, y) dλ(m) : Rn → [0,∞] ist L(n)-AT -messbar;

3. und ∫

(x,y)∈Rn+m

f (x, y) dλ(n+m) =

=

∫

y∈Rm

(∫

x∈Rn
f(x, y) dλ(n)

)
dλ(m) =

∫

x∈Rn

(∫

y∈Rm
f(x, y) dλ(m)

)
dλ(n).

Theorem 9.3 (Fubini) Für eine L(n+m)-integrierbare Funktion f : Rn+m → R gilt:

1. x 7→ f(x, y) : Rn → R ist L(n)-integrierbar für λ(m)-fast alle y ∈ Rm und

y 7→ f(x, y) : Rm → R ist L(m)-integrierbar für λ(n)-fast alle x ∈ Rn;

2. y 7→
∫
x∈Rn f(x, y) dλn : Rm → R ist L(m)-integrierbar und

x 7→
∫
y∈Rn f(x, y) dλm : Rn → R ist L(n)-integrierbar;

3. und ∫

(x,y)∈Rn+m

f (x, y) dλ(n+m) =

=

∫

y∈Rm

(∫

x∈Rn
f(x, y) dλ(n)

)
dλ(m) =

∫

x∈Rn

(∫

y∈Rm
f(x, y) dλ(m)

)
dλ(n).

2Der Index in L(k) und λ(k) ist angebracht, um deutlich zu machen, dass es Lebesgue-Messbarkeit und

Lebesgue-Maß in Rk betrifft.
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Abbildung 9.2: Bonaventura Cavalieri (±1598-1647), Leonida Tonelli (1885-1946), Guido Fubini
(1879-1943). Fubini musste 1938 wegen seiner jüdischen Wurzeln die Professur in Torino aufge-
ben. Tonelli hat mit dem damaligen faschistischen Regime mitgewirkt. Siehe: M. Emmer (Ed.),
Mathematics and Culture 1, Springer 2004.

Ein erster Schritt zum Beweis von Tonelli als auch von Fubini ist das folgende Theorem:

Theorem 9.4 Für jede Menge A ∈ L(n+m) gilt:

1. Ax := {y ∈ Rm; (x, y) ∈ A} ∈ L(m) für λ(n)-fast alle x ∈ Rn;

2. x 7→ λ(m) (Ax) ist L(n)-AT -messbar;

3. λ(m+n) (A) =
∫
Rn λ(m) (Ax) dλ(n).

Bemerkung 9.4.1 Dieses Theorem ist eine Erweiterung des Cavalierischen Prinzips.
Das Integral in der dritten Zeile ist in [0,∞] definiert.

Für einen Beweis dieses Ergebnisses verwendet man, dass
(
Rk,L, λ

)
die Vervollstän-

digung von
(
Rk,AT , λ|AT

)
ist, und dass die Blöcke (a1, b1) × · · · × (ak, bk) eine Basis für

die Standardtopologie T bilden.

Der zweite Schritt besteht aus der Anwendung des letzten Theorems auf elementare
Funktionen, um so das Ergebnis von Fubini und Tonelli für elementare Funktionen zu
bekommen.

Der letzte Schritt verwendet die Limessätze (Fatou und Folgen) um zu zeigen, dass
man auch allgemeinere Funktionen zulassen kann.

9.3 Transformationen

Beim Riemann-Integral hat man schon, sowohl Polar- und Zylinderkoordinaten als auch
allgemeine Koordinatensysteme verwendet, um bestimmte Integrale explizit berechnen zu
können. Einzelne Stellen, an denen die auftauchenden Transformationfaktoren singulär
werden, hat man lokal mit einem Limesverfahren bewältigen können. Wir werden sehen,
dass sich auch da das Lebesgue-Integral großzügiger verhält. Wir werden die Beweise nur
in groben Zügen erklären.

Die ersten Schritte sind ähnlich wie beim Riemann-Integral:
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Schritt 1. Sei A : Rn → Rn eine invertierbare lineare Abbildung und R = [a1, b1]×
· · · × [an, bn]. Dann gilt

Vol (A (R)) = |detA|Vol (R) . (9.1)

In zwei Dimensionen gilt für den Flächeninhalt IP des Parallelogramms P mit den
Ecken (0, 0), (a1, a2), (a1 + b1, a2 + b2) und (b1, b2):

IP =

∣∣∣∣det

(
a1 b1

a2 b2

)∣∣∣∣ .

In drei Dimensionen gilt für das Volumen VP des Parallelepipeds, aufgespannt durch
die Vektoren ~a, ~b und ~c mit

~a =




a1

a2

a3


 , ~b =




b1

b2

b3


 und ~c =




c1

c2

c3


 ,

dass

VP =

∣∣∣∣∣∣
det




a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3



∣∣∣∣∣∣
.

0
   x1

0

  x2

0

   x3

0

0

Abbildung 9.3: Das Volumen vom Parallelepiped kann man mit einer Determinante berechnen.

Schritt 2. Sei A : Rn → Rn eine invertierbare lineare Abbildung und Ω ∈ L (Rn).
Dann gilt A (Ω) ∈ L (Rn) und falls λ(Ω) <∞ gilt

λ(A (Ω)) = |detA|λ(Ω).

Schritt 3. Als nächstes ersetzen wir invertierbare lineare Abbildungen durch Diffeo-
morphismen. Wir erinnern uns an die Definition:

Definition 9.5 Seien X, Y ⊂ Rn offen. Eine bijektive Abbildung Φ : X → Y mit Φ und
Φinv C1-Abbildungen (differenzierbar mit stetiger Ableitung), nennt man ein Diffeomor-
phismus von X auf Y .
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→
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0.8
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Abbildung 9.4: Darstellung eines Diffeomorphismus von (0, 1)2 zu (0, 1)2.

Für einen solchen Diffeomorphismus folgt aus Φinv (Φ (x)) = x und der Kettenregel,
dass ((

Φinv
)′

(Φ (x))
)

Φ′ (x) = I.

Es folgt, dass die n× n-Matrix

Φ′ (x) =




∂Φ1(x)
∂x1

· · · ∂Φ1(x)
∂xn

...
. . .

...
∂Φn(x)
∂x1

· · · ∂Φn(x)
∂xn




invertierbar ist und dass

(
Φinv

)′
(y) =




∂Φ1(x)
∂x1

· · · ∂Φ1(x)
∂xn

...
. . .

...
∂Φn(x)
∂x1

· · · ∂Φn(x)
∂xn




−1

x=Φinv(y)

.

Außerdem finden wir für y = Φ (x), dass

det
((

Φinv
)′

(y)
)

= det
(

(Φ′ (x))
−1
)

=
1

det (Φ′ (x))
.

Lemma 9.6 Sei X, Y ⊂ Rn und sei Φ : X → Y ein Diffeomorphismus, dann gilt für
jedes R = [a1, b1]× · · · × [an, bn] mit R ⊂ X, dass

λ (Φ (R)) =

∫

R

|det (Φ′)| dλ. (9.2)

Um dieses Lemma zu beweisen, verwendet man, dass lokal eine differenzierbare Ab-
bildung fast eine lineare Abbildung ist. Das heißt, wenn wir R in jeder Richtung im m in
endlich viele kleine, aber gleich große Teilblöcke verteilen, also wir setzen

4xi :=
bi − ai
m

und aα,i = ai + αi4xi mit

α = (α1, . . . , αn) und αi ∈ {0, 1, 2, . . . ,m− 1} ,

so füllt man R in Lemma 9.6 mit

Rα = [aα,1, aα,1 +4x1]× · · · × [aα,n, aα,n +4xn] .
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Es gilt λ (R) = mnλ (Rα) und λ (Rα) = 4x14x2 . . .4xn.

Der Inhalt λ (Φ (Rα)) eines dieser transformierte Teilblöcke Φ (Rα) wird approximiert
durch |det (Φ′ (aα))|λ (Rα). Mit dem Satz von Taylor gilt für v ∈ Rn und h ∈ R, dass3

Φ (aα + hv) = Φ (aα) + h Φ′ (aα) · v + h O (1) . (9.3)

Man kann mit (9.1) und (9.3) zeigen, dass

λ (Φ (Rα)) /λ (Rα) =
∣∣det

(
Φ′ (aα)

)∣∣+ O (1)

und O (1)→ 0 für m→∞. Hier liest man das Landau-Symbol mit 1
m
↓ 0.

.

.

. .

. .

aα aα +
(
4x1

0

)

aα +
(

0
4x2

)

−→Φ

Φ(aα)

Φ(aα +
(

0
4x2

)
)

Φ(aα) + Φ′(aα)
(

0
4x2

)

@
@
@@R

���
�:

Abbildung 9.5: Links Rα mit einigen seiner Ecken. Rechts in rot Φ (Rα) und in blau das Paral-
lelepiped Φ (aα) + Φ′ (aα) (Rα − aα).

Summiert man, so folgt mit Im = {0, 1, 2, . . . ,m− 1}, dass

λ (Φ (R)) =
∑

α∈(Im)n

λ (Φ (Rα))

=
∑

α∈(Im)n

(
|det (Φ′ (aα))|λ (Rα) +4x14x2 . . .4xn O (1)

)

=


 ∑

α∈(Im)n

|det (Φ′ (aα))|λ (Rα)


+ O (1) .

Das heißt, für jedes ε > 0 kann man m genügend groß wählen, sodass folgt:
∑

α∈(Im)n

|det (Φ′(aα))|λ (Rα)− ε ≤ λ (Φ (R)) ≤
∑

α∈(Im)n

|det (Φ′(aα))|λ (Rα) + ε.

Aus der Stetigkeit von x 7→ |det (Φ′(x))| folgt dann, dass für max1≤i≤n |4xi| genügend
klein gilt

∑

α∈(Im)n

∫

Rα

|det (Φ′(xα))| dλ ≤
∑

α∈(Im)n

∫

Rα

|det (Φ′(·))| dλ+ ε =

∫

R

|det (Φ′(·))| dλ+ ε

3Hier ist O das kleine Ordnungssymbol von Landau:

f (h) = O
(
hk
)

für h ↓ 0⇐⇒ lim
h↓0

f (h)

hk
= 0.
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und

∑

α∈(Im)n

∫

Rα

|det (Φ′(xα))| dλ ≥
∑

α∈(Im)n

∫

Rα

|det (Φ′(·))| dλ− ε =

∫

R

|det (Φ′(·))| dλ− ε.

Weil man ε > 0 beliebig klein nehmen kann, folgt (9.2).

Schritt 4.

Lemma 9.7 Sei X, Y und Φ wie oben beschrieben, dann gilt für jedes Ω ∈ L (Rn) mit
Ω ⊂ X, dass

λ (Φ (Ω)) =

∫

Ω

|det (Φ′)| dλ. (9.4)

Man kann Ω mit abzählbar vielen Blöcken überdecken. Für endlich viele verwendet
man das letzte Lemma. Für den Limes verwendet man den Satz für majorisierte Konver-
genz

lim
m→∞

λ
(

Φ
(⋃m

i=0
Ri

))
= lim

m→∞

∑m

i=0
λ (Φ (Ri)) = lim

m→∞

∫

X

∑m

i=0
1Ri |det (Φ′)| dλ

=

∫

X

lim
m→∞

∑m

i=0
1Ri |det (Φ′)| dλ = lim

m→∞

∫

X

1⋃m
i=0Ri

|det (Φ′)| dλ.

Es folgt

λ
(

Φ
(⋃∞

i=0
Ri

))
=

∫
⋃∞
i=0Ri

|det (Φ′)| dλ

und wenn
⋃∞
i=0Ri die Menge Ω approximiert, folgt (9.4).

Schritt 5. Sei jetzt f : Y → [0,∞) eine einfache Funktion. Wenn f =
∑m

i=0 ci1Ai
kann man sofort das Ergebnis aus dem letzten Schritt anwenden. Wenn man m nach
unendlich gehen lässt, folgt mit Hilfe monotoner Konvergenz, denn es gilt ci ≥ 0 für alle
i, dass

∫

Y

f dλ =

∫

Y

lim
m→∞

m∑

i=0

ci1Ai dλ = lim
m→∞

∫

Y

m∑

i=0

ci1Ai dλ

= lim
m→∞

m∑

i=0

ci

∫

Y

1Ai dλ = lim
m→∞

m∑

i=0

ci

∫

X

1Φ−1(Ai) |det (Φ′)| dλ

=

∫

X

lim
m→∞

m∑

i=0

ci1Φ−1(Ai) |det (Φ′)| dλ =

∫

X

(f ◦ Φ) |det (Φ′)| dλ.

Bemerke, dass für f =
∑

i∈N ci1Ai mit Ai disjunkt gilt f ◦ Φ =
∑

i∈N ci1Φ−1(Ai).
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Schritt 6. Schlussendlich soll man zeigen, dass das folgende Diagramm stimmt für
eine Folge von elementaren Funktionen {fk}k∈N, die nach f konvergieren:

∫

Y

f dλ←−
∫

Y

fk dλ =

∫

X

(fk ◦ Φ) |det (Φ′)| dλ −→
∫

X

(f ◦ Φ) |det (Φ′)| dλ.

Die Konvergenz der linken Seite hatten wir, aber rechts so eigentlich noch nicht.

Theorem 9.8 (Transformationssatz) Seien X, Y ⊂ Rn offen und sei Φ ∈ C1
(
X̄; Ȳ

)

bijektiv mit Φinv ∈ C1
(
Ȳ ; X̄

)
. Wenn f ∈ L (Y ), dann gilt

∫

Y

f dλ =

∫

X

(f ◦ Φ) |det Φ′| dλ. (9.5)

Bemerkung 9.8.1 Die Annahme Φ ∈ C1
(
X̄; Ȳ

)
liefert, dass für die Jacobi-Deter-

minante gilt |det Φ′| ∈ C0
(
X̄
)
. Für beschränkte Gebiete X folgt so f ◦ Φ ∈ L (X). In

dem Fall folgt aus f integrierbar auf Y , dass (f ◦ Φ) |det Φ′| integrierbar ist auf X.

Man kann sogar einige Stellen zulassen, an denen Φ lokal nicht bijektiv ist.

Theorem 9.9 (Erweiterter Transformationssatz) Seien X, Y ⊂ Rn und sei Φ :
X → Y eine C1-Abbildung. Falls Ω ⊂ X offen ist, und derart, dass Φ|Ω : Ω → Φ (Ω)
ein Diffeomorphismus ist, dann gilt für jede L-AT -messbare Funktion f : Ω → [0,∞) ,
dass ∫

Φ(Ω)

f dλ =

∫

Ω

(f ◦ Φ) |det Φ′| dλ.

Bemerkung 9.9.1 Für L-integrierbare Funktionen gilt dies auch, wenn sie das Vorzei-
chen wechseln.

9.4 Kugeln und Zylinder
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Definition 9.10 Kugelkoordinaten in Rn kann man beschreiben durch
(
r, ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn−1

)

mit



x1

x2

x3
...

xn−2

xn−1

xn




= Φ




r
ϕ1

ϕ2
...

ϕn−3

ϕn−2

ϕn−1




:=




r sinϕ1 sinϕ2 sinϕ3 . . . . . . . . . . . . sinϕn−1

r cosϕ1 sinϕ2 sinϕ3 . . . . . . . . . . . . sinϕn−1

r cosϕ2 sinϕ3 . . . . . . . . . . . . sinϕn−1
...

r cosϕn−3 sinϕn−2 sinϕn−1

r cosϕn−2 sinϕn−1

r cosϕn−1




mit r ∈ [0,∞), ϕ1 ∈ [0, 2π) und ϕ2, . . . , ϕn−1 ∈ [0, π],
oder auch durch

x = r ω

mit r ∈ [0,∞) und ω ∈ ∂B1(0) = {ω ∈ Rn; |ω| = 1} =: Sn−1.

Bemerkung 9.10.1 Man findet die Jacobi-Determinante
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det


Φ′




r
ϕ1
...

ϕn−1







∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=: rn−1Pn

(
ϕ1, . . . , ϕn−1

)

und schreibt oft

rn−1drdω statt rn−1Pn
(
ϕ1, . . . , ϕn−1

)
drdϕ1 . . . dϕn−1

im Integral. Man kann zeigen, dass

Pn
(
ϕ1, . . . , ϕn−1

)
= (sinϕ1)0(sinϕ2)1(sinϕ3)2 . . . (sinϕn−1)n−2.

Die Umkehrabbildung bei Φ kann man für r > 0, ϕ1 ∈ [0, 2π) und ϕi ∈ (0, π) wenn
i ≥ 2, aus den folgenden Gleichungen konstruieren:

r2 = x2
1 + · · ·+ x2

n,

cosϕ1 =
x2√
x2

1 + x2
2

und sinϕ1 =
x1√
x2

1 + x2
2

,

cotϕ2 =
x3√
x2

1 + x2
2

,

cotϕ3 =
x4√

x2
1 + x2

2 + x2
3

,

...

cotϕn−1 =
xn√

x2
1 + · · ·+ x2

n−1

.

Für die Randfälle, r = 0 oder ϕi ∈ {0, π} für irgendein i ≥ 2, ist Φ nicht injektiv, also
nicht invertierbar.

Verallgemeinerte Zylinderkoordinaten bekommt man, indem man Kugelkoordina-
ten nur auf einem Teil anwendet. Man schreibt Rn = Rm ×Rn−m und nimmt Kugelkoor-
dinaten für Rm:

(
r, ϕ1, . . . , ϕm−1, xm+1, . . . , xn

)
.
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Lemma 9.11 Das Volumen der Einheitskugel in Rn ist gleich
πn/2

Γ (1 + n/2)
.

n : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
πn/2

Γ(1+n/2)
: 2 π 4

3
π 1

2
π2 8

15
π2 1

6
π3 16

105
π3 1

24
π4 32

945
π4 1

120
π5 64

10395
π5

Bemerkung 9.11.1 Die Gammafunktion Γ : R+ → R ist definiert durch

Γ (x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt.

Man hat:

� Γ (x+ 1) = xΓ(x) für x > 0;

� Γ (1) = 1 und Γ
(

1
2

)
=
√
π;

� Aus den ersten beiden Punkten folgt Γ (n+ 1) = n!.

Man beweist den ersten Punkt wie folgt:

Γ (x+ 1) =

∫ ∞

0

tx e−t dt = lim
M→∞

([
−tx e−t

]M
0

+

∫ M

0

x tx−1 e−t dt

)

= x

∫ ∞

0

tx−1 e−t dt = x Γ (x) für x > 0.

Weiter gilt

Γ (1) =

∫ ∞

0

e−t dt = 1 und Γ
(

1
2

)
=

∫ ∞

0

t−1/2 e−t dt = 2

∫ ∞

0

e−x
2

dx =
√
π.

Beweis von Lemma 9.11. Wir setzen σn = V ol {x ∈ Rn; |x| ≤ 1} und verwenden die
vollständige Induktion getrennt für gerade und ungerade Indizes. Man kennt σ1 = 2 und
σ2 = π. Weiter gilt

σn =

∫
x∈Rn
|x|≤1

1 dx =

∫

z∈R2

|x|≤1

∫
y∈Rn−2

|y|≤
√

1−|z|2
1 dy dz

=

∫

z∈R2

|z|≤1

σn−2

(
1− |z|2

)n−2
2 dz

= σn−2

∫ 1

r=0

∫ 2π

0

(
1− r2

)n
2
−1
rdϕdr

= 2πσn−2

[
− 1

n

(
1− r2

)n/2
]1

0

=
2π

n
σn−2.

Es folgt

σ2k =
(2π)k−1

2k (2k − 2) . . . 4
σ2 =

πk

k!
=

πk

Γ (1 + k)
,

σ2k+1 =
(2π)k

(2k + 1) (2k − 1) . . . 3
σ1 =

Γ
(

1
2

)
πk

Γ
(

3
2

+ k
) =

πk+ 1
2

Γ
(

3
2

+ k
) .

Die beiden Formeln kann man zusammenfassen zu σn = πn/2

Γ(1+n/2)
.
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Lemma 9.12 Das (n− 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphäre in Rn (oder Hyper-

Flächeninhalt der Oberfläche der Einheitskugel in Rn) ist gleich n πn/2

Γ(1+n/2)
.

Beweis. Setze σn = πn/2

Γ(1+n/2)
. Den Flächeninhalt der Sphäre mit Radius r kann man wie

folgt berechnen aus dem Volumen der Kugel:

lim
ε↓0

Vol (Br+ε(0))− Vol (Br(0))

ε
=

∂

∂r
Vol (Br(0)) = σn

∂

∂r
rn = nσnr

n−1.

Hier ist ε sozusagen die Dicke der Schicht Br+ε(0) \Br(0).

9.5 Andere Koordinaten

Es gibt weitere Koordinatensysteme, wie zum Beispiel Koordinaten basierend auf einem
Torus. Ein Torus ist eine zwei-dimensionale Oberfläche in R3, die man bekommt, indem
man alle Punkte in R3 nimmt, die auf Distanz r von einem eindimensionalen Ring mit
Radius R liegen. Hierbei nimmt man 0 < r < R.

Abbildung 9.6: Ein Torus

Es gibt hier sogar mehrere Möglichkeiten.

� Die Tokomak-Koordinaten sind definiert durch:



x
y
z


 = Φ(ρ, s, t) :=




(R + ρ cos t) cos s
(R + ρ cos t) sin s

ρ sin t


 .

Mit diesen Koordinaten wird der ausgestopfte Torus mit Radien R und r beschrieben
durch:

T = {(ρ, s, t); 0 ≤ ρ ≤ r, s, t ∈ [0, 2π]} .

� Die eigentlichen torischen Koordinaten sind:




x
y
z


 = Ψ(ρ, s, t) :=




R sinh ρ
cosh ρ−cos t

cos s

R sinh ρ
cosh ρ−cos t

sin s

R sin t
cosh ρ−cos t


 .

Diese letzten Koordinaten sind bequem, wenn man die Feldlinien bei einem magne-
tischen Dipol beschreiben möchte.
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Mannigfaltigkeiten I

10.1 Definition einer Mannigfaltigkeit

Die Definition einer Mannigfaltigkeit braucht den Begriff Diffeomorphismus, den wir in
Definition 9.5 festgelegt haben. Seien U, V ⊂ Rn offene Gebiete, dann nennt man eine
Funktion f : U → V einen Diffeomorphismus, wenn f bijektiv und stetig differenzierbar
ist, und auch f inv stetig differenzierbar ist.

Beispiel 10.1 Die Funktion

f : (0, 1)× (0, π)→
{

(x, y) ; |x| < 1 und 0 < y <
√

1− x2
}

mit f (r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ) ist ein Diffeomorphismus. Man berechnet die Inverse,

f inv(x, y) =
(√

x2 + y2, arccot (x/y)
)
,

und zeigt, dass f und f inv stetig differenzierbar sind.

0 0.5 1

π

4

π

2

3π

4

π

→

-1 -0.5 0.5 1

0.5

1

Abbildung 10.1: Das Bild zu Beispiel 10.1

-10 -5 5 10

π

2

π

Abbildung 10.2: Eine Skizze zu t 7→ arccot(t) = 1
2π − arctan(t)

101
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Beispiel 10.2 Die Funktion f : (−1, 1)→ (−1, 1) mit f (x) = x3 ist kein Diffeomorphis-
mus. Man sieht sofort, dass f bijektiv und stetig differenzierbar ist. Jedoch ist f inv nicht
differenzierbar in 0. Siehe die nächste Abbildung.

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

f inv nicht differenzierbar����9

f f inv

Abbildung 10.3: Das Bild zu Beispiel 10.2

Das letzte Beispiel zeigt, dass die Tatsache alleine, dass f bijektiv und stetig differen-
zierbar ist, nicht impliziert, dass auch f inv differenzierbar ist.

Wenn f und f inv stetig differenzierbar sind, gilt wegen des Satzes zu inversen Funk-
tionen, dass (

f inv
)′

(y) =
(
f ′ ◦ f inv (y)

)−1
. (10.1)

Nehmen wir f : U → V mit U, V ∈ Rn, dann bemerke, dass f ′ (x) für x ∈ U und (f inv)
′
(y)

für y ∈ V beide n × n-Matrizen sind. Das −1 im Exponent in (10.1) deutet die Inverse
einer Matrix an. Die ist bei einem Diffeomorphismus also invertierbar.

Wenn f ein Diffeomorphismus ist, dann kann man auch etwas zu den höheren Ablei-
tungen sagen.

Lemma 10.3 Seien U, V ⊂ Rn offene Gebiete. Wenn f : U → V ein Diffeomorphismus
ist und f ∈ Ck (U) mit k ≥ 2, dann gilt auch f inv ∈ Ck (V ).

Beweis. Betrachte die Formel in (10.1) und sei 1 < m ≤ k. Mit Hilfe der Kettenregel, kann
man jede Ableitung m-ter Ordnung von f inv zurückführen auf Zusammenstellungen von
(f ′)−m1 mit m1 ≤ m, von Ableitungen höchstens m-ter Ordnung von f und Ableitungen
höchstens (m− 1)-ter Ordnung von f inv. Mit Induktion nach m folgt die Behauptung für
m ∈ {2, . . . , k}.

Definition 10.4 Sei m,n ∈ N+ mit m < n. Eine Teilmenge M ⊂ Rn nennt man eine
m-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rn, wenn zu jedem x ∈M

� eine offene Umgebung Ux ⊂ Rn von x existiert,

� eine offene Menge V ⊂ Rn existiert und

� es einen Diffeomorphismus f : Ux → V gibt derart, dass

f (Ux ∩M) = V ∩ (Rm × {0, . . . , 0}) . (10.2)

Bemerkung 10.4.1 Kurzgefasst kann man sagen: Zu jedem x ∈ M gibt es lokal (auf
Ux) einen Diffeomorphismus f von Ux auf V mit (10.2) als Eigenschaft.
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Definition 10.5 Sei 2 ≤ k ∈ N. Wenn man für jedes x ∈M so einen Diffeomorphismus
f finden kann mit f ∈ Ck, dann nennt man M eine Ck-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 10.6 Die Sphäre S2 = {x ∈ R3; |x| = 1} ist eine Mannigfaltigkeit. Die Abbil-
dung f : R3 → R3, definiert durch

f (x1, x2, x3) =
(
x1, x2, 1− x2

1 − x2
2 − x2

3

)
, (10.3)

ist für x mit x3 > 0 ein Diffeomorphismus und f (S2) ⊂ R2 × {0}.
-1.0

-0.5
0.0

0.5

1.0

-1.0
-0.5

0.0
0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

-1.0
-0.5

0.0
0.5

1.0

-1.0
-0.5

0.0
0.5

1.0

0.0

0.5

1.0

Abbildung 10.4: Eine halbe Sphäre und plattgemacht durch f aus (10.3)

Die Differenzierbarkeit von f ist offensichtlich. Dann braucht man bloß noch die In-
verse zu betrachten. Nach dem Theorem über inverse Funktionen folgt lokal die Existenz

einer differenzierbaren inversen Funktion, wenn det

((
∂fi
∂xj

)
ij

)
6= 0 gilt:

det

((
∂fi
∂xj

)

ij

)
= det




1 0 0
0 1 0
−2x1 −2x2 −2x3


 = −2x3 6= 0.

Die Funktion f , eingeschränkt auf R2 × R+, ist injektiv, denn

(
x1, x2, 1− x2

1 − x2
2 − x2

3

)
= (y1, y2, y3)

hat für x3 > 0 höchstens eine Lösung:

(x1, x2, x3) =

(
y1, y2,

√
1− y2

1 − y2
2 − y3

)
.

Für x3 < 0 kann man die gleiche Funktion f als Diffeomorphismus verwenden. Es bleiben
noch der Ring mit x3 = 0. Für x mit x3 = 0 und x2 > 0, beziehungsweise x2 < 0, nimmt
man stattdessen:

f (x1, x2, x3) =
(
x1, x3, 1− x2

1 − x2
2 − x2

3

)
.

Für x mit x3 = x2 = 0 kann man

f (x1, x2, x3) =
(
x2, x3, 1− x2

1 − x2
2 − x2

3

)

nehmen.

Beispiel 10.7 Der Kegel K = {x ∈ R3;x2
1 + x2

2 = x2
3} ist keine Mannigfaltigkeit. In einer

Umgebung von (0, 0, 0) gibt es keinen Diffeomorphismus, der K auf nette Art plattschlägt.
Wenn man (0, 0, 0) aus dem Kegel entfernt, hat man eine Mannigfaltigkeit.
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Lemma 10.8 Sei X eine offene Menge in Rm und g : X ⊂ Rm → Rk eine C1-Funktion.
Dann ist der Graph G = {(x, g(x)) ;x ∈ X} eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in
Rm+k.

Beweis. Man nehme f : X × Rk ⊂ Rm+k → Rm mit

f (x, y) = (x, y − g(x)) für x ∈ X, y ∈ Rk.

Dann gilt f(G) = X × {0, . . . , 0} und

det
(

(∂jfi)ij

)
= det

(
Im 0

− ∂g
∂xi

Ik

)
= 1.

10.2 Heuristik und Mathematik beim Integrieren

Eindimensionales. Den einfachsten Mannigfaltigkeiten sind wir schon begegnet:
den stetig differenzierbaren Kurven. Wenn man eine Kurve beschrieben hat, ist eine der
ersten Fragen, die aufkommt, wie lang sie ist. Und wenn die Kurve einen Weg beschreibt,
entlang welcher man einer Kraft ausgesetzt ist, möchte man die Arbeit berechnen können.

Wir haben uns eine Formel für die Länge einer Kurve gebastelt, die für glatte Bögen
das Ergebnis brachte, das man im alltäglichen Leben haben möchte.

Definition 10.9 Für eine stetig differenzierbare Funktion x : [0, T ] → Rn definiert man
die Länge als

`(x) :=

∫ T

0

|x′(t)| dt.

Man möchte, dass diese Länge für eine Gerade [a, b] = {x;x = ta+ (1− t) b mit t ∈ [0, 1]}
übereinstimmt mit der üblichen eindimensionalen Länge:

I1 ([a, b]) = |a− b| .
Approximieren wir eine Kurve mit Geraden, dann kommt man bei einer stetig diffe-

renzierbaren Kurve tatsächlich im Limes zu einer vernünftigen Antwort. Setze

`m(x) :=
m−1∑

k=0

I1 [x (tk+1)− x (tk)] ,

mit tk = k
m
T und Schrittweite 4t = 1

m
T . Wenn x differenzierbar ist, dann gilt für jede

Komponente von x:

xi (tk+1)− xi (tk) = x′i (tk + θi,k)4t+ O(4t)
(O ist das kleine Größenordnungssymbol1 von Landau) und

`m(x) =
m−1∑

k=0

I1 [x (tk+1)− x (tk)] =
m−1∑

k=0

|x (tk+1)− x (tk)|

=
m−1∑

k=0

(
|x′ (tk + θi,k)|4t+ O(4t)

)
=

m−1∑

k=0

|x′ (tk + θi,k)|4t+ O(1).

1Das kleine Größenordnungssymbol von Landau: f(x) = O (xn) für x ↓ 0, wenn limx↓0 x
−nf(x) = 0.

Es gibt auch das große Größenordnungssymbol von Landau. Man schreibt f(x) = O (xn) bei x = 0, wenn
es M ∈ R gibt mit |x−nf(x)| ≤ M in einer Umgebung von x = 0. Beide Symbole werden ähnlich auch
für x→ ∞ benutzt.
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Weil x und also auch die Komponenten stetig differenzierbar sind, gilt

lim
m→∞

`m(x) = lim
m→∞

(
m−1∑

k=0

|x′ (tk + θi,k)|4t+ O(1)

)
=

∫ T

0

|x′(t)| dt = `(x).

Beispiel 10.10 Die Länge der Normalparabel y = x2 zwischen (−1, 1) und (1, 1) findet
man dann wie folgt: Die Kurve kann man beschreiben durch k : [−1, 1]→ R2 mit k(x) =
(x, x2). Man hat

`(x) =

∫ 1

−1

|k′(x)| dx =

∫ 1

−1

√
12 + (2x)2dx = . . . 2

=
1

4
ln
(√

5 + 2
)
− 1

4
ln
(√

5− 2
)

+
√

5 =
1

4
ln
(

9 + 4
√

5
)

+
√

5.

Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten in
R3 sind zum Beispiel die Sphäre oder das Paraboloid. Beide lassen sich noch relativ einfach
beschreiben. Man kann sich aber auch fragen, wie groß der Oberflächeninhalt (eines Teils)
ist. Auch hier möchten wir zu einer Definition kommen, die zu unserer Vorstellung passt.

Dazu werden wir eine Formel ableiten für die Oberfläche des zweidimensionalen
Parallelogramms in drei Dimensionen.

Α Β

Α+ Β

Abbildung 10.5: Für zwei Vektoren α, β ∈ R3 betrachten wir das Parallelogramm mit den Eck-
punkten 0, α, α+ β und β.

Nennen wir Vol
(3)
2 (P ) den Flächeninhalt des zweidimensionalen Parallelogramms P in

R3. Wenn das Zweibein {α, β} einen senkrechten Winkel bilden würde, dann findet man

Vol
(3)
2 (P ) = |α| |β|, mit |α| und |β| die euklidischen Längen der Vektoren.

2Mit der Substitution 2x = sinh t = 1
2 (et − e−t) folgt

∫ 1

−1

√
12 + (2x)

2
dx =

1

2

∫ ln(
√
5+2)

ln(
√
5−2)

√
1 + (sinh t)

2
cosh t dt

=
1

2

∫ ln(
√
5+2)

ln(
√
5−2)

(cosh t)
2
dt =

1

8

∫ ln(
√
5+2)

ln(
√
5−2)

(
e2t + 2 + e−2t

)
dt

=

[
1

16
e2t +

1

4
t− 1

16
e−2t

]ln(
√
5+2)

ln(
√
5−2)

=
1

2

√
5 +

1

4
ln
(√

5 + 2
)
− 1

4
ln
(√

5− 2
)

+
1

2

√
5.
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α

β α + ββ - tα α + β - tα

β


Abbildung 10.6: gleichgroße Parallellogramme

Das Parallelogramm beim Zweibein {α, β} hat den gleichen Flächeninhalt wie das
Parallelogramm beim Zweibein {α, β − tα} und t beliebig. Wenn {α, β} nicht rechtwinklig
ist, dann betrachtet man {α, β − t∗α} mit t∗ = α·β

α·α . Das letztere Zweibein ist rechtwinklig.

Wir schreiben β̃ := β − t∗α, finden tatsächlich

α · β̃ = α ·
(
β − α · β

α · αα
)

= 0,

und betrachten P̃ =
{
x ∈ Rn;x = tα + sβ̃ mit s, t ∈ [0, 1]

}
mit dem gleichen Flächeninhalt

wie P . Es folgt:

Vol
(3)
2 (P ) = Vol

(3)
2 (P̃ ) = |α|

∣∣∣β̃
∣∣∣ = |α|

∣∣∣∣β −
α · β
α · αα

∣∣∣∣

= |α|
√
β · β − 2

α · β
α · α (α · β) +

(α · β)2

(α · α)2 (α · α)

=

√
(α · α) (β · β)− (α · β)2 =

√
det

(
α · α α · β
α · β β · β

)
. (10.4)

Bemerkung 10.10.1 Vielleicht erinnern Sie sich noch, dass man für α, β ∈ R3 das
Kreuzprodukt definiert durch

γ := α× β = det




α1 β1 e1

α2 β2 e2

α3 β3 e3


 =




α2β3 − α3β2

α3β1 − α1β2

α1β2 − α2β1


 .

Hier könnte man die Länge nehmen, um das gleiche Ergebnis wie in (10.4) zu finden.

Definition 10.11 Für α, β ∈ Rn definiert man den Flächeninhalt von

P = {x ∈ Rn;x = tα + sβ mit s, t ∈ [0, 1]}

durch

Vol
(3)
2 (P ) =

√
(α · α) (β · β)− (α · β)2. (10.5)

Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rn, parametrisiert durch

(s, t) 7→ Φ (s, t) : R ⊂ R2 →M ⊂ Rn

mit R = [a1, b1]× [a2, b2] ein Rechteck. Man teilt R in kleinere Rechtecke

R =
`−1⋃

i=0

`−1⋃

j=0

[si, si+1]× [tj,tj+1] mit

{
si,` = a1 + i4`t und 4`t = b1−a1

`
,

tj,` = a2 + j4`s und 4`s = b2−a2

`
,
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und approximiert den Flächeninhalt von Φ (R) durch

lim
`→∞

`−1∑

i,j=0

√
det ((Φ (si+1,`, tj,`)− Φ (si,`, tj,`)) · (Φ (si,`, tj+1,`)− Φ (si,`, tj,`)))

= lim
`→∞

`−1∑

i,j=0

√
det

(
∂Φ

∂s
(si,`, tj,`) ·

∂Φ

∂t
(si,`, tj,`)

)

i,j

(1 + O (1))4`t4`s

=

∫

R

√
det

(
∂Φ

∂s
(s, t) · ∂Φ

∂t
(s, t)

)

i,j

d (s, t) + lim
4ti,`→0
4sj,`→0

O(1)

=

∫

R

√
det
(

(∂iΦ · ∂jΦ)ij

)
(y) dy. (10.6)

Wir verallgemeinern diese Formel für Parametrisierungen, die nicht unbedingt von einem
Rechteck ausgehen und setzen:

Definition 10.12 Für eine stetig differenzierbare zweidimensionale Kurve (auch Fläche
genannt) x : D ⊂ R2 → Rn definieren wir den Flächeninhalt durch

Vol
(n)
2 (x) =

∫

D

√√√√det

(
∂x
∂t
· ∂x
∂t

∂x
∂t
· ∂x
∂s

∂x
∂s
· ∂x
∂t

∂x
∂s
· ∂x
∂s

)
d (t, s) .

Bemerkung 10.12.1 Wenn wir n = 2 setzen, sollte der Transformationssatz aus dem
letzten Kapitel erscheinen. Das stimmt sogar, denn dann gilt

√√√√det

(
∂x
∂t
· ∂x
∂t

∂x
∂t
· ∂x
∂s

∂x
∂s
· ∂x
∂t

∂x
∂s
· ∂x
∂s

)
=

√√√√det

((
∂x1

∂t
∂x2

∂t

∂x1

∂s
∂x2

∂s

)(
∂x1

∂t
∂x1

∂s

∂x2

∂t
∂x2

∂s

))

=

√√√√det

(
∂x1

∂t
∂x2

∂t

∂x1

∂s
∂x2

∂s

)
det

(
∂x1

∂t
∂x1

∂s

∂x2

∂t
∂x2

∂s

)
=

∣∣∣∣∣det

(
∂x1

∂t
∂x2

∂t

∂x1

∂s
∂x2

∂s

)∣∣∣∣∣

und wir erhalten die bekannte Jacobi-Determinante.

Beispiel 10.13 Das Paraboloid z = x2 + y2 abgeschnitten bei z = 1. Man beschreibt es
zum Beispiel durch k : B1(0)→ R3 mit k (x, y) = (x, y, x2 + y2).

-1.0
-0.5 0.0

0.5
1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5
1.0

0.0

0.5

1.0
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Weil

∂k

∂x
=




1
0

2x


 und

∂k

∂y
=




0
1
2y


 ,

hat man

Vol
(3)
2 (k) =

∫

B1(0)

√√√√√√√√
det







1
0

2x


 ·




1
0

2x







1
0

2x


 ·




0
1
2y







0
1
2y


 ·




1
0

2x







0
1
2y


 ·




0
1
2y





 d (x, y)

=

∫

B1(0)

√
det

(
1 + 4x2 4xy

4xy 1 + 4y2

)
d (x, y)

=

∫

B1(0)

√
1 + 4x2 + 4y2 d (x, y)

=

∫ 1

r=0

∫ 2π

ϕ=0

√
1 + 4r2 r dϕdr

= 2π
[

1
12

(
1 + 4r2

)3/2
]1

0
= 1

6
π
(

5
√

5− 1
)
.

Beispiel 10.14 Die obere Hälfte der Sphäre S2 = {x ∈ R3; |x| = 1} wird flach gemacht
durch

Φ (x1, x2, x3) =
(
x1, x2, 1− x2

1 − x2
2 − x2

3

)
.

Man findet Φinv (y1, y2, y3) =
(
y1, y2,

√
1− y2

1 − y2
2 − y3

)
und eine zugehörige Parametri-

sierung der oberen Hälfte der Sphäre ist k : B1 (0) ⊂ R2 → R3, definiert durch

k (y1, y2) := Φinv (y1, y2, 0) =

(
y1, y2,

√
1− y2

1 − y2
2

)
.

Berechnen wir den Transformationsfaktor mit dem Kreuzprodukt:

∣∣∣∣
∂k

∂y1

(y1, y2)× ∂k

∂y2

(y1, y2)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣




1
0
−y1√

1−y2
1−y2

2


×




0
1
−y2√

1−y2
1−y2

2




∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣




−y1√
1−y2

1−y2
2

y2√
1−y2

1−y2
2

1




∣∣∣∣∣∣∣

=

√
y2
1

1−y2
1−y2

2
+

y2
2

1−y2
1−y2

2
+ 1 = 1√

1−y2
1−y2

2

.

Der Flächeninhalt wird
∫

y2
1+y2

2≤1

1√
1−y2

1−y2
2

dy =

∫ 2π

ϕ=0

∫ 1

r=0

r√
1− r2

drdϕ = 2π
[
−
√

1− r2
]1

0
= 2π.

Beispiel 10.15 Die Sphäre S2 = {x ∈ R3; |x| = 1} kann man parametrisieren durch

s (ϕ, ψ) = (cosϕ sinψ, sinϕ sinψ, cosψ)

mit ϕ ∈ [0, 2π) und ψ ∈ [0, π). Man findet mit

∂s

∂ϕ
= (− sinϕ sinψ, cosϕ sinψ, 0) ,

∂s

∂ψ
= (cosϕ cosψ, sinϕ cosψ,− sinψ) ,
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dass

Vol
(3)
2 (s) =

∫

[0,2π)×[0,π)

√√√√det

(
∂s
∂ϕ
· ∂s
∂ϕ

∂s
∂ϕ
· ∂s
∂ψ

∂s
∂ψ
· ∂s
∂ϕ

∂s
∂ψ
· ∂s
∂ψ

)
d (ϕ, ψ)

=

∫

[0,2π)×[0,π)

√√√√det

(
(sinψ)2 0

0 1

)
d (ϕ, ψ)

=

∫ 2π

0

∫ π

0

sinψdψdϕ = 2π [− cosψ]π0 = 4π.

Dieses Ergebnis hat man erwartet.

Beispiel 10.16 Zum Schmücken eines Weihnachtsbaumes wäre es gut vorher den Flächeninhalt
zu kennen. Definieren wir den Weihnachtsbaum durch

W =

{
x ∈ R3; 0 ≤ x3 ≤ 2− 4

√
x2

1 + x2
2

}
,

so kann man die Oberfläche (ohne die untere Seite) parametrisieren
durch

Φ(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ, 2− 4r) .

Man bekommt

∂Φ

∂r
= (cosϕ, sinϕ,−4) und

∂Φ

∂ϕ
= (−r sinϕ, r cosϕ, 0)

und dass gilt: Flächeninhalt =

∫ 2π

ϕ=0

∫ 1/2

r=0

√√√√det

(
∂Φ
∂r
· ∂Φ
∂r

∂Φ
∂ϕ
· ∂Φ
∂r

∂Φ
∂r
· ∂Φ
∂ϕ

∂Φ
∂ϕ
· ∂Φ
∂ϕ

)
drdϕ

=

∫ 2π

ϕ=0

∫ 1/2

r=0

√
det

(
17 0

0 r2

)
drdϕ

= 2π
√

17

∫ 1/2

r=0

rdr = 1
4
π
√

17.

10.3 Parallelepipeden in höheren Dimensionen

Wenn man ein m-Bein {α1, α2, . . . , αm} in Rn hat, dann möchte man den m-dimensionalen
Hyperflächeninhalt des Parallelepipeds

P = {t1α1 + t2α2 + · · ·+ tmαm; 0 ≤ ti ≤ 1 mit 1 ≤ i ≤ m} (10.7)

definieren. Dies kann man, wenn man zusätzlich Einheitsvektoren u1, . . . , un−m ∈ Rn

festlegt, für die gilt, dass
{
αi · uj = 0 für 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n−m,
ui · uj = 0 für i 6= j.

(10.8)
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Weil das Lebesgue-Maß rotationsinvariant ist und außerdem gilt, dass λ(n) = λ(m)⊗λ(n−m),
findet man

Vol(n)
m (P ) = Vol(n)

n (P̃ ),

für

P̃ = {t1α1 + · · ·+ tmαm + tm+1u1 + · · ·+ tnun−m; 0 ≤ ti ≤ 1 mit 1 ≤ i ≤ n} .

Abbildung 10.7: Der Flächeninhalt des linken Parallelogramms zum Zweibein {α1, α2} gleicht
dem Volumen des rechten Parallelepipeds zum Dreibein {α1, α2, u1}, wenn u1 ein geschickt
gewählter Einheitsvektor ist.

Wenn wir

A =



| |
α1 . . . αm
| |


 und U =



| |
u1 . . . un−m
| |




schreiben, also die Vektoren als Spalten dieser Matrizen, dann folgt aus (10.8), dass
ATU = O und UTU = I; O ist die (n−m)×m-Nullmatrix und I die (n−m)× (n−m)-
Einheitsmatrix. Wir folgern:

Vol(n)
n (P̃ ) =

∣∣det
(
A U

)∣∣ =

√
det

(
AT

UT

)
det
(
A U

)

=

√
det

((
AT

UT

)(
A U

))
=

√
det

(
ATA ATU
UTA UTU

)

=

√
det

(
ATA O
O I

)
=
√

det (ATA) =

√
det
(

(αi · αj)ij
)
.

Lemma 10.17 Sei P definiert in (10.7). Dann gilt

Vol(n)
m (P ) =

√
det
(

(αi · αj)ij
)

mit (αi · αj)ij die m×m-Matrix der Skalarprodukte des m-Beins zu P .

10.4 Integral über eine Mannigfaltigkeit

Bei einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit werden Integrale über diese Mannigfaltigkeit
durch Approximation mit Polygonzügen definiert. Bei höher-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten werden Integrale definiert durch Approximation mit Hilfe von Parallelepipeden.
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Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rn parametrisiert durch y 7→ Φ (y) :
R ⊂ Rm →M ⊂ Rn mit

R = [a1, b1]× · · · × [am, bm] .

Man zerlegt R in jede Richtung in ` Scheiben

R =
`−1⋃

ki=0
1≤i≤m

[a1,k1 , a1,k1+1]× · · · × [am,km , am,km+1]

mit 4yi = bi−ai
`

und ai,k = ai + k4yi. Wir kürzen die Notation nochmals und setzen für
κ ∈ Nm

aκ = (a1,κ1 , a2,κ2 , . . . , am,κm) .

Man approximiert das Integral ähnlich wie in (10.6) durch
∫

M

f(x) dVm =

lim
`→∞

`−1∑

ki=0
1≤i≤m

f(Φ (aκ))

√
det

(((
Φ (aκ+ei)− Φ (aκ)

)
·
(

Φ
(
aκ+ej

)
− Φ (aκ)

))
ij

)

=

∫

D

(f ◦ Φ) (y)

√
det

(
∂Φ

∂yi
(y) · ∂Φ

∂yj
(y)

)

i,j

dy + lim
`→∞

O(1)

=

∫

D

(f ◦ Φ) (y)

√
det
(

(∂iΦ · ∂jΦ)ij

)
(y) dy.

Wir legen dieses Resultat mal fest in einer Definition, bei der wir allgemeinere Gebiete
zulassen:

Definition 10.18 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rn, die man mit D ⊂
Rm offen und der C1-Funktion Φ : D ⊂ Rm → Rn eindeutig beschreiben kann:

M = Φ (D) := {x = Φ (y) ∈ Rn; y ∈ D ⊂ Rm} .

� Die Funktion Φ heißt eine Parametrisierung von M .

� Das Integral von f über M definiert man durch
∫

M

f(x) dVm :=

∫

D

(f ◦ Φ) (y)

√
det
(

(∂iΦ · ∂jΦ)ij

)
(y) dy. (10.9)

� Die Matrix (∂iΦ (y) · ∂jΦ (y))ij nennt man die (erste) Fundamentalmatrix zu
der Parametrisierung Φ an der Stelle p = Φ(y).

Bemerkung 10.18.1 Die Matrix (∂iΦ (y) · ∂jΦ (y))ij ist eine m×m-Matrix; die Vektoren
∂iΦ (y) liegen in Rn mit n ≥ m. Der Faktor mit Wurzel und Determinant ist stetig in
D. Damit die rechte Seite in (10.9) als m-dimensionales Integral definiert ist, soll der
Integrand selbstverständlich integrierbar über D sein.

Bemerkung 10.18.2 Eine Mannigfaltigkeit, die man nicht mit einer Parametrisierung
Φ beschreiben kann, teilt man auf in Teilmannigfaltigkeiten, die mit einer Funktion zu
beschreiben sind und addiert diese Integrale für

∫
M
f(x) dVm. Bemerke, dass m − 1-

dimensionale Ränder Nullmengen in Rm sind und nicht zum Wert des m-dimensionalen
Integrals beitragen.
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Bemerkung 10.18.3 Wenn m = n, dann ist man zurück bei einer Transformation in
Rn und sollte die Formel in (10.9) mit der aus (9.5) übereinstimmen. Das passt auch,
denn nun laufen i und j von 1 bis n = m und gilt

√
det
(

(∂iΦ · ∂jΦ)ij

)
(y) =

√
det
(

(Φ′ (y))T (Φ′ (y))
)

=

√
det
(

(Φ′ (y))T
)

det (Φ′ (y)) = |det (Φ′ (y))| .

Bemerkung 10.18.4 Man soll noch zeigen, dass diese Definition nicht von der Para-
metrisierung abhängt. Wenn man zwei verschiedene Parametrisierungen k und h hat, für
die es einen Diffeomorphismus Ψ gibt derart, dass

h = k ◦Ψ,

so folgt das gewünschte Ergebnis aus dem Transformationssatz. Denn an der Stelle y gilt:

det
(

(∂ih · ∂jh)ij

)
|y

= det
(

(∇h)T (∇h)
)
|y

= det

((
∇ (k ◦Ψ)

)T (
∇ (k ◦Ψ)

))

|y
wegen der Kettenregel

= det

(((
(∇k) ◦Ψ

)
Ψ′
)T ((

(∇k) ◦Ψ
)

Ψ′
))

|y

denn für Matrizen gilt (AB)T = BTAT und (AB)C = A (BC)

= det

(
(Φ′)

T
(

(∇k) ◦Ψ
)T (

(∇k) ◦Ψ
)

Ψ′
)

|y
denn für quadratische Matrizen gilt det (AB) = det (A) det (B)

= det
(

(Ψ′)
T
)
|y

det

((
(∇k) ◦Ψ

)T (
(∇k) ◦Ψ

) )

|y
det (Ψ′)|y

= (det (Ψ′ (y)))
2

det
(

(∂ik · ∂jk)ij

)
|Φ(y)

.

Weil √
det

((
∂ik̃ · ∂j k̃

)
ij

)

|y
= |det (Ψ′ (y))|

√
det
(

(∂ik · ∂jk)ij

)
|Φ(y)

folgt der Term |det (Ψ′ (y))|, welcher nach dem Transformationssatz die beiden Integrale
übereinstimmen lässt. Für beliebige C1-Parametrisierungen h und k von M ist die Funk-
tion Ψ wohldefiniert durch

Ψ = kinv ◦ h
aber nicht unbedingt ein Diffeomorphismus.

Beispiel 10.19 Einen 4-dimensionalen Weihnachtsbaum könnte man sich vorstellen durch

W =

{
(x1, x2, x3, x4); 0 ≤ x4 ≤ 2− 4

√
x2

1 + x2
2 + x2

3

}
.

Die obere dreidimensionale Oberfläche wäre so parametrisiert durch

Φ(r, ϕ, θ) = (r cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θ, 2− 4r) .
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Man bekommt in Kurznotation

∂Φ(r, ϕ, θ)

∂(r, ϕ, θ)
=




cosϕ sin θ −r sinϕ sin θ r cosϕ cos θ
sinϕ sin θ r cosϕ sin θ r sinϕ cos θ

cos θ 0 −r sin θ
−4 0 0




und (
∂Φ(r, ϕ, θ)

∂(r, ϕ, θ)

)T (
∂Φ(r, ϕ, θ)

∂(r, ϕ, θ)

)
=




17 0 0
0 r2(sin θ)2 0
0 0 r2


 .

Es folgt, dass der 3-dimensionale Hyperflächeninhalt wie folgt ist:

Vol
(4)
3 (∂W ∩ [x4 > 0]) =

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

∫ 1/2

r=0

√√√√√det




17 0 0
0 r2(sin θ)2 0
0 0 r2


 drdθdϕ

=

∫ 2π

ϕ=0

∫ π

θ=0

∫ 1/2

r=0

√
17 r2 sin θ drdθdϕ = 1

6
π
√

17.

Abbildung 10.8: Artist’s impression of a 4d Xmas tree
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Analysis 3, Woche 11

Mannigfaltigkeiten II

11.1 Immersionen

Definition 11.1 Sei m ≤ n ∈ N und X ⊂ Rm offen. Eine Abbildung f ∈ C1 (X;Rn)
heißt Immersion, wenn für jedes x ∈ X die Matrix ∇f(x) injektiv ist.

Bemerkung 11.1.1 Man hat

∇f(x) =




∇f1(x)
...
...

∇fn(x)


 =




∂f1

∂x1
(x) · · · ∂f1

∂xm
(x)

...
. . .

...
...

. . .
...

∂fn
∂x1

(x) · · · ∂fn
∂xm

(x)




und ∇f(x) ∈ Mn×m. Man kann statt ∇f auch f ′ schreiben. Übrigens, wenn eine Matrix
in Mn×m injektiv ist, dann folgt m ≤ n.

Parametrisierungen von Mannigfaltigkeiten sind lokal oft Immersionen. Eine genaue
Aussage finden Sie im nächsten Theorem.

Theorem 11.2 Sei X ⊂ Rm offen und sei f ∈ Ck (X;Rn) mit k ≥ 1 eine Immersion.
Dann existiert für jedes x ∈ X eine Umgebung Ux ⊂ Rm derart, dass f(Ux) eine m-
dimensionale Ck-Mannigfaltigkeit von Rn ist.

Beweis. Sei x0 ∈ X und setze z0 = f(x0). Ohne Verlust der Allgemeinheit dürfen wir
annehmen, dass die ersten m Zeilen von ∇f(x0) eine injektive Matrix liefern:

M =




∂f1

∂x1
(x0) · · · ∂f1

∂xm
(x0)

...
. . .

...
∂fm
∂x1

(x0) · · · ∂fm
∂xm

(x0)


 .

Wir betrachten die Abbildung g ∈ C1 (X × Rn−m;Rn), definiert für x ∈ X ⊂ Rn und
y ∈ Rn−m durch

g (x, y) = f(x) + (0, y) .

Es folgt

∇g (x0, 0) =

(
M O
A In−m

)

115
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und det (∇g (x0, 0)) = det (M) 6= 0. Das Theorem über Umkehrfunktionen liefert offene
Umgebungen U(x0,0) in X × Rn−m und Uz0 in Rn und eine Umkehrfunktion

ginvers : Uz0 → U(x0,0).

Insbesondere gilt ginvers (Uz0 ∩ f(Ux0)) ⊂ X × {0, . . . , 0}. Wenn f ∈ Ck gilt, dann folgt
g ∈ Ck und weil ginvers ∈ C1, folgt aus

∇
(
ginvers

)
= (∇g)−1 ◦ ginvers

die Existenz der höheren Ableitungen bis Ck.

Ψ

f = Ψinv
|Ψ(Uα∩M)⇒

Satz 11.2⇐

f

Abbildung 11.1: Zu der lokalen Definition einer Mannigfaltigkeit: links mit Hilfe eines Diffeomor-
phismus und rechts mit einer Immersion.

Bemerkung 11.2.1 Dieses Theorem bedeutet nicht, dass f(X) eine Ck-Mannigfaltigkeit
ist. Es sagt nur aus, dass f(Ux) (lokal) eine Ck-Mannigfaltigkeit ist. Global können Selbst-
durchschneidungen auftreten. Siehe das nächste Beispiel.

Beispiel 11.3 Für a > 0 liefern die Abbildungen fa : (0, 2π)→ R2 mit

fa(x) =

(
(1 + a cosx) cosx
(1 + a cosx) sinx

)

die sogenannten Limaçons von Pascal. Sie werden auch Pascalsche Schnecken genannt.
Weil

∇fa(x) =

(
− (1 + 2a cosx) sinx
−a+ (1 + 2a cosx) cosx

)

folgt ‖∇fa(x)‖ = 0 nur, wenn sinx = 0. Denn wenn 1 + 2a cosx = 0, ist die zweite
Komponente nur dann auch gleich 0, wenn a = 0 gilt, und wir haben einen Widerspruch.
Also muss sinx = 0 gelten, und das heißt x = kπ mit k ∈ Z. Dann gilt cosx = (−1)k und
die zweite Komponente ist 0, wenn

−a+ (−1)k + 2a = 0.

Weil a nicht negativ ist, folgt dass k ungerade ist und a = 1. Das heißt, für a 6= 1 ist fa eine
Immersion und fa (x0 − ε, x0 + ε) ist für genügend kleines ε eine Mannigfaltigkeit. Für
a ∈ [0, 1) ist fa(R) sogar eine Mannigfaltigkeit. Für a > 1 gibt es Selbstdurchschneidungen.
Siehe Abbildung 11.2.
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Abbildung 11.2: Die Limaçon von Pascal mit a ∈
{

0, 1
4 ,

2
4 ,

3
4 , 1, . . . ,

9
4

}
. Für a = 1 ist fa keine

Immersion.

Beispiel 11.4 Die Sphäre S2 in R3:

S2 =
{
x ∈ R3; ‖x‖ = 1

}

kann man, mit Ausnahme von (0, 0, 1), mit Hilfe einer stereographischen Projektion be-
schreiben:

ϕ




x1

x2

x3


 =

(
2x1

1−x3

2x2

1−x3

)
,

oder genauer gesagt, mit der Inverse zu dieser Projektion. Man vergleiche dazu die ähnlichen
Dreiecke

41 = [(0, 1) , (x1, x3) , (0, x3)] und 42 = [(0, 1) , (y1, 0) , (0,−1)]

und findet so
y1

2
=

x1

1− x3

. Auch findet man so
y2

2
=

x2

1− x3

.

Hx1,x3L

Hy1,-1L

H0,1L

H0,-1L

H0,x3L

Abbildung 11.3: Die stereographische Projektion von dem Nordpol aus auf die tragende Ebene.
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Diese Abbildung ϕ ist C1 für x3 < 1 und ψ =
(
ϕ|S2

)invers
soll eine Immersion sein.

Wenn man

Φ




x1

x2

x3


 :=




2x1

1−x3
2x2

1−x3

1− x2
1 − x2

2 − x2
3




nimmt, dann wird Φ lokal ein Diffeomorphismus für x3 < 1 und

Φ
(
S2 \ {(0, 0, 1)}

)
= R2 × {0}.

Weil ψ = (Φinvers)|y3=0, ist ψ eine Immersion nach S2 \ {(0, 0, 1)}.
Man kann auch durch explizite Berechnung zeigen, dass ψ eine Immersion ist. Allererst

findet man ψ aus y1

2
= x1

1−x3
, y2

2
= x2

1−x3
und x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1. Es folgt

y2
1 + y2

2 = 4
x2

1 + x2
2

(1− x3)2 = 4
1− x2

3

(1− x3)2 = 4
1 + x3

1− x3

=
8

1− x3

− 4

und x3 = 1− 8
4+y2

1+y2
2
. Auch folgt

x1 = 1
2

(1− x3) y1 =
4y1

4 + y2
1 + y2

2

und x2 =
4y2

4 + y2
1 + y2

2

.

Also hat man

ψ

(
y1

y2

)
=




4y1

4+y2
1+y2

2
4y2

4+y2
1+y2

2

1− 8
4+y2

1+y2
2


 .

Man kann anschließend kontrollieren, dass ψ eine Immersion ist. Es gilt

∇ψ =




16−4y2
1+4y2

2

(4+y2
1+y2

2)
2 − 8y1y2

(4+y2
1+y2

2)
2

− 8y1y2

(4+y2
1+y2

2)
2

16+4y2
1−4y2

2

(4+y2
1+y2

2)
2

16y1

(4+y2
1+y2

2)
2

16y2

(4+y2
1+y2

2)
2




= 4

(4+y2
1+y2

2)
2




4− y2
1 + y2

2 −2y1y2

−2y1y2 4 + y2
1 − y2

2

4y1 4y2


 .

Um zu zeigen, dass ∇ψ Rang 2 hat, betrachten wir die folgenden Fälle:
Für y1 6= 0 folgt

det

(
−2y1y2 4 + y2

1 − y2
2

4y1 4y2

)
= −4y1

(
4 + y2

1 + y2
2

)
6= 0,

für y2 6= 0 folgt

det

(
4− y2

1 + y2
2 −2y1y2

4y1 4y2

)
= 4y2

(
y2

1 + y2
2 + 4

)
6= 0

und für y2
1 + y2

2 6= 4 folgt

det

(
4− y2

1 + y2
2 −2y1y2

−2y1y2 4 + y2
1 − y2

2

)
= 16−

(
y2

1 + y2
2

)2 6= 0.

Weil y1 = y2 = 0 impliziert, dass y2
1 + y2

2 6= 4, ist ψ : R2 → S2 \ {0, 0, 1} eine Immersion.

Beispiel 11.5 Sei 0 < r < R. Die C∞-Abbildung hR,r : R2 → R3 mit

hR,r (s, t) =




(R + r cos t) cos s
(R + r cos t) sin s

r sin t




liefert für alle 0 < r < R einen Torus. Siehe Abbildung 11.4.
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Abbildung 11.4: Graphische Darstellungen zu h2,1 und h1,2.

11.2 Lokale Karten und Parametrisierungen

Nicht alle Mannigfaltigkeiten lassen sich so leicht durch eine Parametrisierung definieren.
Auch wollen wir abstraktere Definitionen von Mannigfaltigkeiten zulassen, die nicht von
vornherein in einem euklidischen Raum Rn eingebettet sind.

Beispiel 11.6 Wir definieren M = [0, 2π]× R, wobei wir wie folgt Randpunkte identifi-
zieren:

(0, t) + (2π,−t) für t ∈ R.

Versucht man M als Oberfläche in R3 darzustellen, findet man das Möbiusband. Ein
Streifen von M , das heißt (s, t) ∈M mit |t| < t0, lässt sich in R3 als ein Band darstellen,
das man am Ende verdreht zusammengeklebt hat.

Abbildung 11.5: Ein Streifen aus dem Möbiusband. Das Möbiusband ist nicht orientierbar: es
gibt keinen auf dem ganzen Möbiusband stetigen Normalenvektor. Eine Definition von ‘orien-
tierbar’ folgt in 11.10.

Definition 11.7 Sei M ⊂ Rn eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Man nennt

{(ϕα, Uα) ;α ∈ A} mit ϕα ∈ C1 (Uα;Rm) und Uα ⊂ Rn offen

einen Atlas für M , wenn
⋃

α∈A
Uα ⊃ M , das heißt, M wird überdeckt von den Uα, und

wenn für jedes α ∈ A gilt:

� ϕα|Uα∩M ist injektiv;
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Abbildung 11.6: Wenn man mehr vom Möbiusband zeigt, wird es unübersichtlich. Hier findet
man das Bild, wenn man das Band in Abbildung 11.5 fortsetzt innerhalb eines Würfels um O.

�

(
ϕα|Uα∩M

)invers
: Vα →M mit Vα = ϕα (Uα ∩M) ist eine Immersion.

Bemerkung 11.7.1 ϕα|Uα∩M ist die Einschränkung von ϕα auf Uα ∩ M , das heißt,
ϕα|Uα∩M : Uα ∩M → Rm ist definiert durch ϕα|Uα∩M (x) = ϕα (x) für x ∈ Uα ∩M .

Abbildung 11.7: Einige der Funktionen ϕα|Uα∩M . Die Funktion ϕα ist definiert auf Uα.

Bemerkung 11.7.2 Das Paar
(
ϕα|Uα∩M , Uα ∩M

)
nennt man Karte.

Die Funktion
(
ϕα|Uα∩M

)invers
ist eine lokale Parametrisierung.

Bemerkung 11.7.3 Um die ganze Mannigfaltigkeit betrachten zu können, reicht eine
Karte meistens nicht aus. Denn wandert man zum Beispiel über den Torus, dann muss
man wahrscheinlich gelegentlich die Karte wechseln. Eine Mannigfaltigkeit kann übrigens
auch durch mehrere Atlanten beschrieben werden.

Bemerkung 11.7.4 Die Definition von Mannigfaltigkeit sagt uns, dass zu jedem x ∈M
lokal eine Karte existiert.

Beispiel 11.8 Die Sphäre S2 in R3:

S2 =
{
x ∈ R3; ‖x‖ = 1

}
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kann man mit zwei Karten beschreiben. Man nehme zum Beispiel für ϕ1 die stereographi-
sche Projektion von dem Nordpol aus auf die Fläche x3 = −1 und für ϕ2 die stereogra-
phische Projektion von dem Südpol aus auf die Fläche x3 = 1.

Oder man nimmt sphärische Koordinaten und verwendet, siehe Abbildung 11.8

� für ϑ ∈ [0, π):

(cos (ϕ) sin (ϑ) , sin (ϕ) sin (ϑ) , cos (ϑ)) 7→ (ϑ cos (ϕ) , ϑ sin (ϕ)) ,

� für ϑ ∈ (0, π]:

(cos (ϕ) sin (ϑ) , sin (ϕ) sin (ϑ) , cos (ϑ)) 7→ ((π − ϑ) cos (ϕ) , (π − ϑ) sin (ϕ)) .

Out[124]=

Abbildung 11.8: Zwei Karten reichen für S2.

11.3 Vektorfelder und Pfaffsche Formen

Wir wollen Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten definieren und benutzen können. Das
heißt, wir wollen Vektorfelder definieren, die an jeder Stelle der Mannigfaltigkeit tan-
gential zur Oberfläche zeigen. Wenn wir als Beispiel die n-dimensionale Sphäre Sn in
Rn+1 betrachten, dann kann man in jedem Punkt p tangential einen Vektor in Rn+1

anhängen. Tangential bedeutet aber, dass man diese Vektoren nur wählen darf aus einem
n-dimensionalen Unterraum von Rn+1.

11.3.1 Der Tangentialraum

Definition 11.9 Sei M eine m-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit in Rn (mit m ≤ n)
und sei p ∈ M . Sei ψ eine Immersion mit ψ(0) = p, die M lokal parametrisiert, und sei
R der Bildraum (Spaltenraum) von ∇ψ(0).

� Man nennt TpM = (p,R) den Tangentialraum an M im Punkt p.

� Ein Element (p, v) ∈ TpM nennt man Tangentialvektor.

� Die Vereinigung TM =
⋃
p∈M TpM nennt man das Tangentialbündel zu M .
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Abbildung 11.9: Ein Vektorfeld auf der Sphäre; die Vektoren sind tangential zu der Oberfläche.

TpM ist ein Vektorraum mit der folgenden Vektorraumstruktur:

s (p, v) + t (p, u) = (p, sv + tu) für s, t ∈ R und u, v ∈ R.
Das p steht nur da als Erinnerung, dass der Raum abhängt von p ∈ M . Der Raum TpM
ist ein m-dimensionaler Untervektorraum von TpRn = (p,Rn) und TpRn hängt nicht von
p ab.

Bemerkung 11.9.1 Wenn M in einer Umgebung von p ∈ M durch eine Immersion ψ
parametrisiert ist, dann ist der Tangentialraum TpM in p nicht abhängig von ψ.

Abbildung 11.10: Eine Mannigfaltigkeit ohne und mit einigen Elementen aus dem Tangential-
bündel.

Definition 11.10 Eine m-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit M in Rn heißt orientier-
bar, wenn es für jedes p ∈ M eine Basis {(p, v1) , . . . , (p, vm)} für TpM gibt, mit vi für
jedes i ∈ {1, . . . ,m} stetig abhängend von p.

Bemerkung 11.10.1 Wenn n = m + 1 gilt, dann folgt aus dieser Definition, dass M
orientierbar ist genau dann, wenn es einen stetigen Normalenvektor gibt auf M . Dies
wurde für das Möbiusband verwendet.
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Beispiel 11.11 Wenn man bei einem endlichen Zylinder in R3 die beiden Enden mit
gleicher Orientierung aneinander klebt, bekommt man einen Torus. Man kann sich das
vorstellen durch s, t ∈ [0, 2π] zu nehmen und den Zylinder in der y-Richtung ‘rund’ zu
legen in der x, y-Ebene:

vom Zylinder mit fa(t, s) :=




cos s
4t

sin s




zum Torus mit fb(t, s) :=




4 cos t+ cos t cos s
4 sin t+ sin t cos s

sin s


 .

Wenn man die Enden mit gegengesetzter Orientierung zusam-
menklebt, dann bekommt man die sogenannte Kleinsche Flasche.
In R3 führt dies zu einer selbstdurchschneidenden Oberfläche, al-
so global ist so etwas formal keine Mannigfaltigkeit, lokal schon.
Siehe Abbildung 11.11.

Abbildung 11.11: Der Zylinder, eine Darstellung der ersten drei Koordinaten von
{fc(s, t); s, t ∈ R} aus Beispiel 11.12 und eine Kleinsche Flasche

Beispiel 11.12 In R4 kann man eine zwei-dimensionale, nicht-orientierbare Mannigfal-
tigkeit bekommen, die so einen ‘falsch-herum’ verknüpften Torus darstellt. Für s, t ∈
[0, 2π] definiert man die Parametrisierung

fc(s, t) =




4 cos t+ cos (t/2) cos s
4 sin t+ sin (t/2) cos s

sin s
sin t


 .

Diese Parametrisierung fc : [0, 2π]2 → R4 ist eine Immersion auf (0, 2π)2, ohne Selbst-
durchtrennung und mit einem ‘falsch-herum’ anschließenden Rand.

� Die Immersion zeigt man wie folgt: Weil

∇fc(s, t) =




− cos(t/2) sin s −4 sin t− 1
2

sin(t/2) cos s
− sin(t/2) sin s 4 cos t+ 1

2
cos(t/2) cos s

cos s 0
0 cos t


 , (11.1)

kann es nur ein Problem mit der Immersion geben, wenn cos s = 0 = cos t. In dem
Fall hat man sin s = ±1 und t ∈

{
1
2
π, 3

2
π
}

. Wenn man diese Werte eingibt, so folgt
auch dann eine Matrix mit Rang 2:

∇fc(s, t) =




±1
2

√
2 ±4

±1
2

√
2 0

0 0
0 0


 . (11.2)
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� Keine Selbstdurchtrennung: Sei 0 ≤ si, ti < 2π. Wir verwenden, dass wenn sowohl
cos s1 = cos s2 als auch sin s1 = sin s2 gilt, dann folgt s1 = s2. Ähnliches gilt für ti.

– Aus fc(s1, t1) = fc(s2, t2) folgt aus der dritten und vierten Zeile, dass

sin t1 = sin t2 und sin s1 = sin s2 (11.3)

und dann auch mit der zweiten Zeile, dass

sin(t1/2) cos s1 = sin(t2/2) cos s2. (11.4)

– Schreibt man |fc(s1, t1)|2 = |fc(s2, t2)|2 aus, so folgt

16 + 8
(
cos t1 cos(t1/2) + sin t1 sin(t1/2)

)
cos s1 + 1 + (sin t1)2

= 16 + 8
(
cos t2 cos(t2/2) + sin t2 sin(t2/2)

)
cos s2 + 1 + (sin t2)2

und dies vereinfacht mit (11.3-links) zu

cos(t1/2) cos s1 = cos(t2/2) cos s2. (11.5)

– Wenn cos s1 = 0, dann folgt aus (11.4) und (11.5), dass auch cos s2 = 0. Mit
(11.3-rechts) folgt s1 = s2. Für cos s1 = cos s2 = 0 ergibt die erste Zeile von
fc(s1, t1) = fc(s2, t2), dass cos t1 = cos t2. Mit (11.3-links) folgt t1 = t2.

– Wenn cos s1 6= 0, dann folgt aus (11.4) und (11.5), dass auch cos s2 6= 0.
Außerdem gilt t1 = t2 = 0 oder cot(t1/2) = cot(t2/2), und, weil cot invertierbar
ist auf (0, π), dann auch t1 = t2. Für t1 = t2 folgt aus (11.4) und (11.5), dass
cos s1 = cos s2 und mit (11.3-rechts), dass s1 = s2.

Damit hat man die Injektivität gezeigt und es gibt keine Selbstdurchtrennung.

� Die Ränder schließen an:

fc(0, t) =




4 cos t+ cos(t/2)
4 sin t+ sin(t/2)

0
sin t


 = fc(2π, t) für t ∈ [0, 2π],

fc(s, 0) =




4 + cos s
0

sin s
0


 =




4− cos(π − s)
0

sin(π − s)
0


 = fc(π − s, 2π),

wenn wir fc für s ∈ R erweitern.

Von t = 0 zu t = 2π ist der Anschluss also ‘falsch’ herum.

� Die Parametrisierung fc ist auch definiert für t ∈ [2π, 4π]. Man kann sogar s, t ∈ R
eingeben und bekommt neben fc(s+ 2π, t) = fc(s, t) die Gleichung

fc(s, t+ 2π) =




4 cos t− cos (t/2) cos s
4 sin t− sin (t/2) cos s

sin s
sin t


 = fc(π − s, t).
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Man findet sogar, dass M = fc(R2) eine glatte Mannigfaltigkeit ist, aber man kann
zeigen, dass M nicht orientierbar ist. Zwar ist

[0, 2π)2 3 (s, t) 7→ ∇fc(s, t) ∈ R4

ein stetiges Zweibein, aber dieses Zweibein ist nicht stetig als Funktion auf M . Be-
merke, dass für p = fc(s, t) die Vektoren (v1, v2) = ∇fc(s, t) eine Basis bilden für
TpM .

Theorem 11.13 Sei M eine m-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit in Rn (mit m ≤ n)
und sei p ∈M .

� Für jede (p, v) ∈ TpM gibt es eine Kurve γ ∈ C1 ((−ε, ε) ;Rn) mit γ (−ε, ε) ⊂ M ,
γ(0) = p und γ′(0) = v.

� Wenn es eine Kurve γ ∈ C1 ((−ε, ε) ;Rn) gibt mit γ (−ε, ε) ⊂ M und γ(0) = p,
dann gilt (p, γ′(0)) ∈ TpM .

Beweis. Sei
(
ϕp, Up

)
eine Karte. Wir dürfen annehmen, dass ϕp(p) = 0. Wir nehmen

ψ :=
(
ϕp|Up∩M

)invers

: Rm →M.

� Sei TpM = (p,R). Setzen wir γ(t) = ψ (tξ) mit ξ ∈ Rm. Es folgt, dass γ(0) =
ψ (0) = p und γ′(0) = (∇ψ(0)) ξ. Weil ψ eine Immersion ist, ist (∇ψ(0)) : Rm → R
bijektiv und wir können ξ ∈ Rm finden mit (∇ψ(0)) ξ = v.

� Wenn es eine Kurve γ ∈ C1 ((−ε, ε) ;Rn) gibt mit γ (−ε, ε) ⊂ M und γ(0) = p,
dann gilt ψ

(
ϕp (γ(t))

)
= γ(t) und die Kettenregel liefert

γ′(0) = ∇ψ (0)
(
∇ϕp(p) γ

′
(0)
)
∈ R,

denn ∇ψ (0) : Rm → R.

11.3.2 Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Für Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten kommt man zur folgenden Definition:

Definition 11.14 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rn (mit m ≤ n). Eine
Abbildung v : M → TM mit v(p) = (p, v(p)) ∈ TpM nennt man Vektorfeld auf M .

11.3.3 Der Kotangentialraum

Wenn V ein Vektorraum ist, dann definiert man den dualen Vektorraum V ∗ als die Menge
aller stetigen linearen Abbildungen L : V → R. Ist V endlich dimensional, dann ist jede
lineare Abbildung stetig.

In dem Fall, dass V ein Unterraum von Rn ist mit {b1, . . . , bm} als eine Basis, dann
kann man jedes Element L ∈ V ∗ definieren, indem man es festlegt auf die Basiselemente:

Lbi = αi ∈ R.
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Für v =
∑m

i=1 cibi folgt dann aus der Linearität

Lv = L

(
m∑

i=1

cibi

)
=

m∑

i=1

ciLbi =
m∑

i=1

ciαi.

Nimmt man das Standardskalarprodukt zu Hilfe, kann man L in Matrixform schreiben
mit der Matrix zusammengestellt aus den Basisvektoren. Definieren wir

B =




b11 · · · bm1

b12 · · · bm2
...

...
b1n · · · bmn


 (11.6)

so findet man
L = (α1, . . . , αm)

(
BTB

)−1
BT . (11.7)

Denn tatsächlich gilt so, dass

L

(
m∑

i=1

cibi

)
= L


B




c1
...
cm





 = (α1, . . . , αm)

(
BTB

)−1
BTB




c1
...
cm


 =

m∑

i=1

ciαi

Man soll bemerken, dass die Unabhängigkeit von {b1, . . . , bm} impliziert, dass die m×
m-Matrix BTB invertierbar ist, denn aus dieser Unabhängigkeit folgt die Injektivität von
B und dann auch, dass BTB positiv definit ist

x ·BTBx = ‖V x‖2 > 0 für x ∈ Rm \ {0} .

Dann sind alle Eigenwerte von BTB strikt positiv und es folgt det
(
BTB

)
> 0.

Definition 11.15 Sei M eine m-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit in Rn und sei p ∈M .
Den Dualraum T ∗pM zu TpM nennt man den Kotangentialraum an M im Punkt p.

Auch hier wird in der Notation die Stelle p mitgenommen. Wenn TpM = (p, V ), dann
setzt man T ∗pM = (p, V ∗).

Definition 11.16 Sei M eine m-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit in Rn.

� Sei p ∈M . Ein Element (p, v) ∈ T ∗pM nennt man Kotangentialvektor.

� Die Vereinigung T ∗M =
⋃
p∈M T ∗pM nennt man das Kotangentialbündel zu M .

Wenn nun M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rn ist, dann sind TpM und
T ∗pM für jedes p ∈M auch m-dimensional.

11.3.4 Die Pfaffschen Formen

Nachdem wir das Kotangentialbündel definiert haben, folgen die Pfaffschen Formen.

Definition 11.17 Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rn. Eine Abbildung

α : M → T ∗M,

also α(p) = (p, α(p)) ∈ T ∗pM , nennt man eine Pfaffsche Form auf M .

Eine Pfaffsche Form nennt man auch Differentialform von Grad 1.
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11.4 Die Dualität zwischen Vektorfeldern und Pfaff-

schen Formen

Der Zusammenhang zwischen Tangentialraum, Kotangentialraum, Vektorfeld und Pfaff-
sche Form finden Sie erstmal in der nächsten Skizze.

B
B
B
B
BBM

�
�
�
�
���

Pfaffsche Form Vektorfeld

T ∗pM , TpM〈R R〉p → R

p ∈M

Sei ψ : Ux0 ⊂ Rm →M ⊂ Rn eine lokale Parametrisierung. Schreiben wir ψ(x0) = p ∈
M , dann findet man:

Lemma 11.18 Eine Basis für TpM ist {bi}mi=1, oder genauer {(p, bi)}mi=1, definiert durch

bi =

(
∂ψ

∂xi

)
(x0) ∈ Rn.

Die duale Basis für T ∗pM ist dann {(p, b∗i )}mi=1, wobei b∗i definiert ist durch

〈b∗i , bj〉p = δij.

Bemerkung 11.18.1 Auch hier ist δij das Kronecker Delta:

δij =

{
1 für i = j,
0 für i 6= j.

Die Dualität von Vektorfeldern und Pfaffschen Formen an der Stelle p wird bezeichnet
mit

〈·, ·〉p : T ∗pM × TpM → R.

Es folgt aus (11.7), mit ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T der i-te Basisvektor in Rm und (11.6),
dass für w = Bx mit

B = ∇ψ (x0) ,

also gilt (p, w) ∈ TpM , dass

〈b∗i , w〉p = eTi
(
BTB

)−1
BTw.

Will man diese Dualität weiter untersuchen, dann ist es notwendig die Stetigkeit oder
differenzierbare Abhängigkeit der Ortsvariablen ins Spiel zu bringen.

Definition 11.19 Sei M eine m-dimensionale Ck-Mannigfaltigkeit in Rn und sei q ∈
{1, 2, . . . , k}. Man sagt

f : M → R` liegt in Cq
(
M ;R`

)
,

wenn für jede lokale Parametrisierung ψ : U → M , also U ⊂ Rm offen, die außerdem
eine Immersion ist, gilt, dass f ◦ ψ ∈ Cq

(
U ;R`

)
.
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Für eine Ck-Mannigfaltigkeit braucht man ψ ∈ Ck(U) und f ◦ ψ hat im Allgemeinen
höchstens k Ableitungen. Daher kommt die Einschränkung q ≤ k. Wir erinnern nochmals,
dass g ∈ Cq

(
U ;R`

)
, wenn alle partiellen Ableitungen von g bis zur Ordnung q existieren

und stetig sind auf U .

Notation 11.20 Sei M ⊂ Rn eine Mannigfaltigkeit und ` ∈ N.

� Die Vektorfelder v : M → TM mit v(p) = (p, v(p)) ∈ TpM derart, dass

p 7→ v(p) ∈ C` (M ;Rn)

bezeichnet man mit V`(M).

� Die Pfaffschen Formen α : M → T ∗M mit α(p) = (p, α(p)) ∈ TpM derart, dass

p 7→ α(p) ∈ C` (M ;Rn)

bezeichnet man mit Ω`(M).

Bemerkung 11.20.1 Auf Vq (M) und Ωq (M) kann man eine skalare Multiplikation mit
Cq (M ;R)-Funktionen definieren. Für v ∈ Vq (M), α ∈ Ωq (M) und h ∈ Cq (M ;R) setzt
man

(hv) (p) = (p, h(p)v(p)) und (hα) (p) = (p, h(p)α(p)) ,

und findet hv ∈Vq (M) und hα ∈ Ωq (M).

Auch hier haben sich eigene Notationen durchgesetzt. Sei ψ : U0 ⊂ Rm → M ⊂ Rn

eine lokale Parametrisierung mit ψ(0) = p, und sei {e1, . . . , em} die Standardbasis für Rm.
Dann findet man {

∂

∂x1

ψ(0),
∂

∂x2

ψ(0), . . . ,
∂

∂xm
ψ(0)

}

als Basis für TpM . Lässt man die lokale Parametrisierung weg und behält man nur ψ(0) =
p, dann kann man verstehen, dass man oft

{
∂

∂x1

p,
∂

∂x2

p, . . . ,
∂

∂xm
p

}
(11.8)

als Basis für TpM schreibt.

� Ein Tangentialvektor an der Stelle p wird dann eine Linearkombination der Basisele-
mente:

v (p) = f1(p)
∂

∂x1

p+ · · ·+ fm(p)
∂

∂xm
p.

Für die zugehörige duale Basis für T ∗pM schreibt man

{dx1, . . . , dxm} . (11.9)

� Eine Pfaffsche Form α wird an der Stelle p dann beschrieben durch eine Linearkom-
bination dieser Basiselemente:

α (p) = g∗1(p)dx1 + · · ·+ g∗m(p)dxm.

Die Dualität zwischen Tangentialvektoren und Pfaffschen Formen wird dann wie folgt:

〈α, v〉p =

〈
g∗1(p)dx1 + · · ·+ g∗m(p)dxm, f1(p)

∂

∂x1

p+ · · ·+ fm(p)
∂

∂xm
p

〉

p

=
m∑

i=1

g∗i (p)fi(p).
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Multilineare Algebra

12.1 Antisymmetrische, multilineare Abbildungen

Die Determinante für n × n-Matrizen kann man auch auffassen als Abbildung von n
Vektoren in Rn nach R:

det : Rn × · · · × Rn

︸ ︷︷ ︸
n

→ R,

wenn man die Vektoren ~v1, . . . , ~vn als Spaltenvektor schreibt:

det (~v1, . . . , ~vn) := det



| |
~v1 . . . ~vn
| |


 .

So betrachtet ist die Determinante linear in jeder Komponente, das heißt, für jedes i ∈
{1, . . . , n} gilt

~vi 7→ det (~v1, . . . , ~vi, . . . , ~vn) ist linear.

Außerdem hat sie die folgende Eigenschaft: für 1 ≤ i < j ≤ n gilt

det (~v1, . . . , ~vi, . . . , ~vj, . . . , ~vn) = − det (~v1, . . . , ~vj, . . . , ~vi, . . . , ~vn) .

Wir wollen Abbildungen mit solchen Eigenschaften näher betrachten.

Sei V ein Vektorraum über R. Dann definiert man V ∗ als den Vektorraum der steti-
gen linearen Abbildungen L : V → R. Allgemeiner kann man multilineare Abbildungen
ω : V × V × · · · × V → R definieren. Im Zusammenhang mit Mannigfaltigkeiten spie-
len insbesondere die antisymmetrischen, multilinearen Abbildungen eine wichtige
Rolle.

Definition 12.1 Sei V ein Vektorraum über R und k ∈ N+. Eine Abbildung

ω : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k ×

→ R

1. heißt multilinear, wenn für jedes i ∈ {1, . . . , k} und jeden vj ∈ V mit j ∈
{1, . . . , k} \ {i} die Abbildung

vi 7→ ω (v1, . . . , vi, . . . , vk)

linear ist (für k = 2 sagt man auch bilinear);

129
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2. heißt antisymmetrisch, wenn für jedes i, j ∈ {1, . . . , k} mit i 6= j und jeden
v` ∈ V mit ` ∈ {1, . . . , k} gilt:

ω (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1 . . . , vj−1, vj, vj+1 . . . , vk)

= −ω (v1, . . . , vi−1, vj, vi+1 . . . , vj−1, vi, vj+1 . . . , vk) .

Das heißt, die Vertauschung zweier Vektoren in ω ändert das Vorzeichen.

So eine Abbildung ω, die diese beiden Eigenschaften hat, nennt man eine äußere
Form von Grad k. Die Menge aller äußeren k-Formen bezeichnet man mit Λk(V ∗).

Bemerkung 12.1.1 Für k = 0 setzt man Λ0(V ∗) = R. Für k = 1 ist multilinear iden-
tisch mit linear und die Antisymmetrie wird eine leere Bedingung. Dies bedeutet, dass
Λ1(V ∗) = V ∗. Für k = 2 führt die Antisymmetrie zu einer echten Einschränkung.

Lemma 12.2 Definiert man Addition und Multiplikation mit Skalaren wie üblich. Für
vi ∈ V und λ ∈ R setzt man

(ω1 + ω2) (v1, . . . , vk) = ω1(v1, . . . , vk) + ω2(v1, . . . , vk),

(λω) (v1, . . . , vk) = λ ω(v1, . . . , vk),

dann ist Λk(V ∗) ein Vektorraum über R.

Beweis. Direktes Ausschreiben zeigt die Multilinearität und die Antisymmetrie von ω1 +
ω2 und λω, wenn ω1, ω2 und ω diese Eigenschaften haben.

Beispiel 12.3 Sei V = R2. Dann kann man ω ∈ Λ1 (V ∗) = V ∗ darstellen durch

ω (x) = a1x1 + a2x2 mit a1, a2 ∈ R.

Jede lineare Abbildung hat diese Form. Die Antisymmetriebedingung ist eine leere Bedin-
gung bei nur einem Vektor x.

Wie ist Λ2 (V ∗) für V = R2? Wir nehmen x, y ∈ R2. Für ω ∈ Λ2 (V ∗) gilt wegen der
Multilinearität, dass

ω (x, y) = a11x1y1 + a12x1y2 + a21x2y1 + a22x2y2.

Wegen der Antisymmetrie folgt

a11 = ω

((
1
0

)
,

(
1
0

))
= −ω

((
1
0

)
,

(
1
0

))
= −a11,

also a11 = 0 und ebenso a22 = 0. Mit

a12 = ω

((
1
0

)
,

(
0
1

))
= −ω

((
0
1

)
,

(
1
0

))
= −a21,

folgt a12 = −a21. Das heißt

ω (x, y) = a12 (x1y2 − x2y1) = a12 det (x, y) .

Beispiel 12.4 Sei V = R3.
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� Die Abbildungen ω ∈ Λ1 (V ∗) = V ∗ werden dargestellt durch

ω (x) = a1x1 + a2x2 + a3x3 mit a1, a2, a3 ∈ R.

Es gilt dim (Λ1 (V ∗)) = 3 = dim(V ).

� Für ω ∈ Λ2 (V ∗) wird durch die Multilinearität die folgende Vorschrift vorgegeben:

ω (x, y) =
3∑

i,j=1

aijxiyj.

Wie bei R2 findet man a11 = a22 = a33 = 0 und a12 = −a21, a13 = −a31 und
a23 = −a32. Dies führt zu

ω (x, y) = xTAy

mit A ∈M3×3 (R) derart, dass A = −AT :

A =




0 a12 a13

−a12 0 a23

−a13 −a23 0


 .

Jede solche Abbildung und auch nur solch eine, erfüllt die Multilinearitätsbedingung
und ist auch antisymmetrisch:

ω (x, y) = xTAy =
(
xTAy

)T
= yTATx = −yTAx.

Es folgt, dass dim
(
Λ2
(
(R3)

∗))
= 3.

� Für ω ∈ Λ3 (V ∗) liefert die Multilinearität

ω (x, y, z) =
3∑

i,j,k=1

aijkxiyjzk.

Auch hier folgt aiik = aiki = akii = 0 für alle i, k ∈ {1, 2, 3} und sonst

a123 = −a213 = a231 = −a321 = a312 = −a132.

Es gilt

ω (x, y, z) = a123 (x1y2z3 − x2y1z3 + x1y3z1 − x3y2z1 + x3y1z2 − x1y3z2)

= a123 det (x, y, z) .

Weil nur eine Konstante zur Verfügung steht, folgt dim
(
Λ3
(
(R3)

∗))
= 1.

Sei {e1, . . . , en} eine Basis für V . Dann ist L ∈ V ∗ durch die Werte auf den Basisele-
menten festgelegt. Anders gesagt {ε1, . . . , εn} ⊂ V ∗ mit

εi (c1e1 + · · ·+ cnen) = ci für alle c1, . . . , cn ∈ R (12.1)

bildet eine Basis für V ∗. Dies bedeutet

dim
(
Λ1(V ∗)

)
= dimV ∗ = dimV = n.

Wegen der Linearität reicht es übrigens für (12.1), wenn man εi (ej) = δij setzt.
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Aus der Multilinearität folgt, dass jede k-multilineare Abbildung durch die Werte
angenommen auf {e1, . . . , en}k festgelegt ist. Die Antisymmetrie sorgt dafür, dass der
Wert unter Permutationen festliegt. Das heißt, ω ∈ Λk(V ∗) ist genau festgelegt, wenn alle

ci1,i2,...,ik := ω (ei1 , ei2 , . . . , eik) mit 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n

bekannt sind. Das heißt, man kann genau
(
n
k

)
Koeffizienten frei wählen und dies bedeutet

Λk(V ∗) ist
(
n
k

)
-dimensional.

Lemma 12.5 Für dimV = n hat man dim
(
Λk(V ∗)

)
=
(
n
k

)
.

Korollar 12.6 Für V = Rn hat man ω ∈ Λn(V ∗), genau dann, wenn

ω (v1, . . . , vn) = c det (v1, . . . , vn) .

Beweis. Die Determinante ist als Funktion der n Spalten multilinear und antisymme-
trisch. Weil dim (Λn((Rn)∗)) = 1 gilt, folgt, dass jedes Element in Λn((Rn)∗) ein Vielfaches
der Determinante ist.

12.2 Das äußere Produkt

Eine Permutation σ ist eine bijektive Abbildung auf {1, 2, . . . , k}. Schreibt man

σ =

(
1 2 3 4 5
3 2 1 5 4

)
,

dann gilt k = 5 und meint man σ(1) = 3, σ(2) = 2, σ(3) = 1 usw. Zählt man wie oft man
zwei Zahlen in der zweiten Zeile vertauschen muss um die Identität zu bekommen (hier
2), dann unterscheidet man gerade und ungerade Permutationen und setzt

sgn (σ) =

{
1 bei einer geraden Permutation σ,
−1 bei einer ungeraden Permutation σ.

Man kann zeigen, das die Zahl der Vertauschungen, die man braucht für eine bestimmte
Permutation, nicht abhängt welche paarweise Vertauschungen man benutzt. Man kann
sich festlegen, dass man nur nebeneinanderstehende Zahlen vertauscht. Schreiben wir σi,j
für die Vertauschung von i und j > i und nennen σi,i+1 ungerade, dann folgt, dass

σi,i+k+1 = σi+k,i+k+1 ◦ σi,i+k ◦ σi+k,i+k+1

und mit Induktion, dass auch σi,i+k mit k ≥ 1 dann ungerade ist.

Definition 12.7 Seien ω ∈ Λk(V ∗) und η ∈ Λm(V ∗). Das äußere Produkt ω ∧ η von
ω und η wird definiert durch

(ω ∧ η) (v1, . . . , vk+m) :=

1

k!m!

∑

σ∈Permk+m

sgn (σ)ω
(
vσ(1), . . . , vσ(k)

)
η
(
vσ(k+1), . . . , vσ(k+m)

)
. (12.2)

Hier ist Permk+m die Menge aller Permutationen von {1, . . . , k +m}.
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Bemerkung 12.7.1 Andere Namen für ∧ sind Dachprodukt, Keilprodukt und sogar Hut-
produkt. Wenn man interessiert ist an der abstrakten Struktur hinter diesem ∧-Produkt,
dann suche man in der Literatur nach Grassmann-Algebra.

Lemma 12.8 Für ω ∈ Λk(V ∗) und η ∈ Λm(V ∗) gilt ω ∧ η ∈ Λm+k(V ∗).

Beweis. Die Multilinearität sieht man direkt. Die Antisymmetrie folgt aus sgn (σij ◦ σ) =
−sgn (σ) und mit ein wenig Buchführung.

Beispiel 12.9 Für ω, η ∈ Λ1(V ∗) folgt

(ω ∧ η) (v1, v2) = ω (v1) η (v2)− ω (v2) η (v1) .

Für ω ∈ Λ1(V ∗) und η ∈ Λ2(V ∗) folgt

(ω ∧ η) (v1, v2, v3) = ω (v1) η (v2, v3)− ω (v2) η (v1, v3) + ω (v3) η (v1, v2) .

Theorem 12.10 (Rechenregel für das äußere Produkt)
Sei ω(i) ∈ Λk(V ∗), η ∈ Λ`(V ∗) und ν ∈ Λm(V ∗). Es gilt:

1. (ω1 + ω2) ∧ η = ω1 ∧ η + ω2 ∧ η;

2. ω ∧ η = (−1)k` η ∧ ω;

3. (ω ∧ η) ∧ ν = ω ∧ (η ∧ ν).

Beispiel 12.11 Für ω1, ω2, ω3 ∈ Λ1(V ∗) hat man

(ω1 ∧ ω2 ∧ ω3) (v1, v2, v3) = det




ω1 (v1) ω1 (v2) ω1 (v3)
ω2 (v1) ω2 (v2) ω2 (v3)
ω3 (v1) ω3 (v2) ω3 (v3)


 .

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus der Definition. Für die zweite soll man
bemerken, dass

(η ∧ ω) (v1, . . . , v`, v`+1, . . . , v`+k) = (ω ∧ η) (v`+1, . . . , v`+k, v1, . . . , v`)

und dass man mit k` Vertauschungen (v1, . . . , v`) vor (v`+1, . . . , v`+k) bekommt:

(ω ∧ η) (v`+1, . . . , v`+k, v1, . . . , v`) = (−1)k` (ω ∧ η) (v1, . . . , v`, v`+1, . . . , v`+k) .

Um die letzte Behauptung zu beweisen, muß man ein guter Buchhalter sein. Wenn man
bedenkt, dass

1

k!m!

∑

σ∈Permk+m

sgn (σ)ω
(
vσ(1), . . . , vσ(k)

)
η
(
vσ(k+1), . . . , vσ(k+m)

)
=

=
∑

σ∈Permk+m

σ(1)<σ(2)<···<σ(k)
σ(k+1)<σ(k+2)<···<σ(k+m)

sgn (σ)ω
(
vσ(1), . . . , vσ(k)

)
η
(
vσ(k+1), . . . , vσ(k+m)

)
,

bemerkt man, dass die Definition nur davon abhängt, welche k Kugeln sich in dem ω-
Beutel und welche m-Kugeln sich in dem η-Beutel befinden. Es wird über diese Verteilun-
gen summiert und nicht über die Folge in jedem Beutel. Weil es für die Verteilung egal
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ist, ob man erst in Häufchen mit k+` und m Kugeln verteilt und dann das k+` Häufchen
nochmals in ein k und in ein ` Häufchen aufteilt, oder gleich in drei Häufchen mit k, `
und m Kugeln, gilt

((ω ∧ η) ∧ ν) (v1, . . . , vk+`+m)

=
∑

σ∈Permk+`+m

σ(1)<σ(2)<···<σ(k)
σ(k+1)<σ(k+2)<···<σ(k+`)

σ(k+`+1)<σ(k+`+2)<···<σ(k+`+m)

sgn (σ)ω
(
vσ(1), . . . , vσ(k)

)
η
(
vσ(k+1), . . . , vσ(k+`)

)
ν
(
vσ(k+`+1), . . . , vσ(k+`+m)

)

= (ω ∧ (η ∧ ν)) (v1, . . . , vk+`+m)

und die dritte Behauptung.

Wir können sogar eine Basis für Λk(V ∗) konstruieren. Sei {e1, . . . , en} eine Basis für
V und sei {ε1, . . . , εn} die duale Basis für V ∗ wie in (12.1). Man nennt eine Teilmenge

I = {i1, i2, . . . , ik} ⊂ {1, 2, . . . , n}

ein geordneter k-Tupel aus {1, 2, . . . , n}, wenn 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n. Wir
definieren

εI = εi1 ∧ εi2 ∧ · · · ∧ εik . (12.3)

Theorem 12.12 Sei V n-dimensional und Tn,k die Menge aller geordneter k-Tupels aus
{1, 2, . . . , n}. Sei εI definiert in (12.3). Dann ist {εI ; I ∈ Tn,k} eine Basis für Λk(V ∗).

Beweis. Man betrachte die Überlegungen bei Lemma 12.5.

Seien V und W Vektorräume über R und sei L : W → V eine lineare Abbildung.
Mit dieser linearen Abbildung L lässt sich eine lineare Abbildung L∗ : Λk(V ∗)→ Λk(W ∗)
konstruieren:

(L∗ω) (w1, . . . , wk) = ω (Lw1, . . . , Lwk) .

Notation 12.13 Man sagt, eine äußere Form ω auf V lässt sich mit einer linearen Ab-
bildung L : W → V zurückziehen zu einer äußeren Form L∗ω in W .

W
L−→ V

Λk(W ∗)
L∗←− Λk(V ∗)

Schlussendlich wollen wir noch zeigen, dass ein inneres Produkt von einem Vektor
v ∈ V mit einer k-Form ω eine (k − 1)-Form liefert:

Definition 12.14 Sei v ∈ V und ω ∈ Λk(V ∗) mit k ≥ 1. Dann setzt man (v y ω) ∈
Λk−1(V ∗) durch

(v y ω) (v1, . . . , vk−1) = ω (v, v1, . . . , vk−1) für vi ∈ V.

Bemerkung 12.14.1 Zu v y ω sagt man
”
v eingehängt in ω”.

Man findet v y ω ∈ Λk−1(V ∗), weil die Multilinearität und die Antisymmetrie von
v y ω folgt aus der von ω.
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12.3 Ortsabhängige äußere k-Formen

Definition 12.15 Für die Standardbasis {e1, . . . , en} in Rn definiert man dxi ∈ Λ ((Rn)∗)
für v = v1e1 + · · ·+ vnen durch

dxi (v) = vi.

Eine Basis für Λk ((Rn)∗) ist dann

{dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik ; 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n} .

Das wiederum heißt, dass jede äußere k-Form ω die Gestalt

ω =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
ωi1i2...ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik (12.4)

hat. Wir können dann diese allgemeine Form von der Stelle x abhängen lassen, indem
man ωi1i2...ik als Funktion von x zulässt. Wegen der Antisymmetrie hat man

dxi1 ∧ dxi2 = −dxi2 ∧ dxi1

und man kann sich bei der Summierung ohne Verlust der Allgemeinheit beschränken auf
geordnete k-Tupel.

Notation 12.16 Für ωi1i2...ik ∈ C`(U) mit U ⊂ Rn offen, nennt man ω in (12.4) eine
äußere k-Form der Klasse C` auf U und schreibt

ω ∈ Ωk
` (U).

Vergleichen wir dies mit Notation 11.20, so findet man für k = 1, dass Ωk
` (U) = Ω`(U).

Bemerkung 12.16.1 Man erinnere sich, dass C`(U) die Menge der `-mal stetig-differen-
zierbaren Funktionen f : U → R ist.

Die einfachste Art, eine 1-Form zu definieren, ist wie folgt:

Definition 12.17 Das Differential von f ∈ C`+1(U) mit ` ≥ 1 für offenes U ⊂ Rn

definiert man durch

df =
∂f

∂x1

dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn.

Bemerkung 12.17.1 Da man eine Funktion auf U auch als Nullform auffassen kann,
gilt sozusagen Ω0

`+1(U) = C`+1(U).

Bemerkung 12.17.2 Für solche f ist df also eine Differentialform von Ordnung 1.

Für f ∈ C`+1(U) folgt df ∈ Ω1
`(U) und mit v = v1e1 + · · ·+ vnen gilt

df (v) = ∇f · v.

Genauer wäre es, wenn man schreiben würde df (p, v) = ∇f(p) · v.
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Analysis 3, Woche 13

Skalarprodukt und Volumenform

13.1 Allgemeines Skalarprodukt

Bis jetzt sind wir nur dem Standardskalarprodukt begegnet. Für V = Rn wird

〈·, ·〉 : V × V → R

definiert durch 〈x, y〉 =
∑n

i=1 xiyi. Wir möchten ein allgemeineres Skalarprodukt zulassen.
In der Physik ist man zum Beispiel interessiert an

〈〈



x1

x2

x3

t


 ,




y1

y2

y3

s




〉〉
:= x1y1 + x2y2 + x3y3 − ts.

13.1.1 Definition des Skalarproduktes

Definition 13.1 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Die Abbildung g : V × V → R
nennt man ein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt, wenn folgendes erfüllt ist:

1. (v1, v2) 7→ g (v1, v2) ist bilinear (siehe Definition 12.1);

2. g ist symmetrisch: g (v1, v2) = g (v2, v1);

3. g ist nicht-ausgeartet: Sei w ∈ V derart, dass g (v, w) = 0 für alle v ∈ V , dann gilt
w = 0.

Bemerkung 13.1.1 Wenn wir V = TpM betrachten, dann wird g im Allgemeinen auch
von der Stelle p ∈ M abhängen und man bekommt g : M × TpM × TpM → R. Für jede
p sollen die Bedingungen in Definition 13.1 erfüllt sein und als Funktion von p soll g
genügend nett sein.

Wenn B = {b1, . . . , bn} eine Basis ist für V , dann kann man eine Matrix MB(g) ∈
Mn×n (R) definieren durch

(MB(g))ij = g (bi, bj) . (13.1)

Für v =
∑n

i=1 xibi und w =
∑n

i=1 yibi gilt dann

g (v, w) =




x1
...
xn


 ·MB(g)




y1
...
yn


 . (13.2)

Wenn g symmetrisch ist, folgt MB(g) = MB(g)T .

137
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Lemma 13.2 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und sei g : V × V → R bilinear
und symmetrisch. Dann sind äquivalent:

1. g ist nicht-ausgeartet;

2. für jede Basis B für V gilt det (MB(g)) 6= 0;

3. es gibt eine Basis B = {b1, . . . , bn} mit
{
g (bi, bj) = 0 für alle i 6= j,

g (bi, bj) 6= 0 für alle i = j;

4. es gibt eine Basis B für V derart, dass

MB(g) =

(
In−m O
O −Im

)
=




1 0 · · · · · · · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1
. . .

...
...

. . . −1
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · · · · · · · 0 −1




; (13.3)

das heißt, MB(g) ist eine Diagonalmatrix mit nur 1 und −1 auf der Diagonalen.

Beweis. Sei B = {b1. . . . , bn} eine Basis für V und definiere MB(g) wie in (13.1). Die Ma-
trix MB(g) ist symmetrisch und symmetrische Matrizen sind orthogonal diagonalisierbar.
Das heißt, es gibt eine Transformationsmatrix S und eine Diagonalmatrix D derart, dass
S−1 = ST und

MB(g) = STDS. (13.4)

Auf der Diagonalen von D stehen die Eigenwerte von MB(g).
1⇒ 2. Schreiben wir v und w wie in (13.2), dann ist die dritte Bedingung in Definition

13.1 identisch mit
xTMB(g)y = 0 für alle x ∈ Rn =⇒ y = 0. (13.5)

Wenn MB(g) einen Eigenwert gleich 0 hat, dann gilt (13.5) nicht für einen zugehörigen
Eigenvektor y, der ja ungleich 0 ist. Also hat MB(g) keinen Eigenwert gleich 0. Da
det (MB(g)) dem Produkt der Eigenwerte gleicht, findet man det (MB(g)) 6= 0.

2⇒ 3. Sei D und S wie in (13.4) mit ST = S−1. Setzt man

b̃i =
n∑

j=1

Sijbj

so folgt aus der Bilinearität

(
MB̃(g)

)
ij

= g
(
b̃i, b̃j

)
=

n∑

`=1

n∑

k=1

Si`Sjkg (b`, bk) =
n∑

`=1

n∑

k=1

Si` g (b`, bk)
(
ST
)
kj

(13.6)

und aus der Definition von MB(g), dass

(13.6) =
n∑

`=1

n∑

k=1

Si` (MB (g))`k
(
ST
)
kj

=
(
SMB (g)ST

)
ij

=
(
SSTDSST

)
ij

= Dij.
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Für
{
b̃1, . . . , b̃n

}
als neue Basis folgt MB̃(g) = D, eine Diagonalmatrix mit den Eigenwer-

ten von MB(g) auf der Diagonalen.

3⇒ 4. Setzt man b̂i = |Dii|−1/2 b̃i, so folgt

g
(
b̂i, b̂j

)
= |Dii|−1/2 |Djj|−1/2 g

(
b̃i, b̃j

)
=

{
0 für i 6= j,

sgn (Dii) für i = j.

Durch eventuelles Umsortieren der b̂i kann man dafür sorgen, dass erst 1 und dann −1
auf der Diagonalen steht.

4 ⇒ 1. Sei w derart, dass g(v, w) = 0 für alle v ∈ V . Sei B̂ =
{
b̂1, . . . , b̂n

}
eine Basis

mit MB̂(g) wie in (13.3). Wir schreiben den Vektor w auf dieser Basis, w =
∑n

i=1 yib̂i,
und weil g (v, w) = 0 für alle v, gilt

xTMB̂(g)y = 0 für alle x ∈ Rn.

Es folgt, dass MB̂(g)y = 0 und dies ist mit MB̂(g) wie in (13.3) genau ±yi = 0 für alle
i ∈ {1, . . . , n}. Also gilt y = 0 und dann auch w = 0.

Bemerkung 13.2.1 Sei V , g und B wie im letzten Lemma. Nennen wir die Zahl der
positiven Eigenwerte p und die Zahl der negativen q, dann ist das Paar (p, q) die Signatur
des Skalarproduktes g auf der Basis B. Aus (13.3) folgt p+q = n. Man kann sogar zeigen,
dass diese Signatur unabhängig von der gewählten Basis ist.

Definition 13.3 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und sei g : V × V → R ein
nicht-ausgeartetes Skalarprodukt auf V .

1. Eine Basis B = {e1, . . . , en} derart, dass MB (g) wie in (13.3) ist, nennen wir eine
Standardbasis bezüglich g für V .

2. Die zugehörige Standardbasis für V ∗ ist dann {ε1, . . . , εn} ⊂ V ∗ mit

εi (ej) = δij =

{
1 für i = j,
0 für i 6= j.

Beispiel 13.4 Definieren wir g : R3 × R3 → R durch

g (x, y) = xT




4 1 1
1 4 1
1 1 −4


 y, (13.7)

dann bekommt man ein nicht-entartetes Skalarprodukt. Die Symmetrie von g folgt aus der
Symmetrie der Matrix. Weil die Determinante dieser Matrix gleich −66 ist, ist g nicht-
ausgeartet. Eine Standardbasis für R3 bezüglich dieses g ist dann, nach einigem Rechnen,

B =








1
6

√
6

−1
6

√
6

0


 ,




1√
89−5

(
√

89+11)√
445
4

+ 49
4

√
89

1√
89−5

(
√

89+11)√
445
4

+ 49
4

√
89

1√
445
4

+ 49
4

√
89



,




1√
89+5

(
√

89−11)√
445
4
− 49

4

√
89

1√
89+5

(
√

89−11)√
445
4
− 49

4

√
89

1√
445
4
− 49

4

√
89








.
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Vielleicht ist es mal lustig dies zu berechnen, jedoch selten sinnvoll. Es reicht zu wissen,
dass es so eine Basis gibt. Diese drei Vektoren sind übrigens Eigenvektoren der Matrix in
(13.7) mit einer passenden Skalierung. Man findet hier

MB (g) =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 . (13.8)

Statt diese Basis B jedoch explizit zu berechnen, findet man die Signatur von g, wenn man
bedenkt, dass wegen des Vorzeichens der Determinante der Matrix in (13.7) nur (p, q) =
(2, 1) oder (p, q) = (0, 3) zutreffen kann. Dazu erinnere man sich, dass die Determinante
das Produkt der Eigenwerte ist und bei −66 die Anzahl der negativen Eigenwerte 1 oder
3 sein muss. Weil

g (e1 + e2, e1 + e2) = 10 > 0

und weil für den größten Eigenwert der Matrix in (13.7) gilt, dass

λmax = sup
‖v‖6=0

g (v, v)

‖v‖2 ≥
g (e1 + e2, e1 + e2)

‖e1 + e2‖2 = 5,

gibt es mindestens einen positiven Eigenwert und bleibt nur (p, q) = (2, 1). Wegen Lemma
13.2 gibt es eine Basis B mit MB(g) wie in (13.8).

Beispiel 13.5 Man sieht, dass

g (x, y) = xT




4 1 2
1 4 −7
2 −7 16


 y,

kein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt gibt, weil die Determinante gleich 0 ist.

13.1.2 Skalarprodukt für den Dualraum

Definition 13.6 Ein Skalarprodukt g : V × V → R liefert ein zugehöriges Skalarprodukt
ḡ : V ∗ × V ∗ → R durch

ḡ (α, β) =
n∑

i=1

n∑

j=1

(
MB(g)−1

)
ij
α (bi) β (bj) für α, β ∈ V ∗. (13.9)

Hier ist B = {b1, . . . , bn} eine Basis für V .

Bemerke, weil det (MB(g)) 6= 0, dass die inverse Matrix MB(g)−1 existiert. Die Matrix
MB(g)−1 ist auch symmetrisch.

Wenn es aus dem Kontext klar ist, welche Basis B = {b1, . . . , bn} man hat, sieht man
oft die folgenden Schreibweisen:

gij = (MB(g))ij und gij =
(
MB(g)−1

)
ij
. (13.10)

Der Grund, dass man in (13.9) die inverse Matrix benutzt, ist das folgende Ergebnis:

Lemma 13.7 Die Definition von ḡ in (13.9) ist unabhängig von der Wahl der Basis.
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Beweis. Sei B̃ = {f1, . . . , fn} eine andere Basis und sagen wir für

F :=




F11 . . . F1n
...

...
Fn1 . . . Fnn


 gilt fi =

n∑

k=1

Fikbk.

Die Matrix F ist invertierbar und es gilt dass

(MB̃(g))ij = g (fi, fj) =
n∑

k=1

n∑

`=1

FikFj`g (bk, b`) =
(
F MB(g) F T

)
ij
.

Es folgt




α (f1)
...

α (fn)


 ·MB̃(g)−1




β (f1)
...

β (fn)


 =

n∑

k=1




F1k α(bk)
...

Fnk α(bk)


 ·MB̃(g)−1

n∑

`=1




F1k β(b`)
...

Fnk β(b`)




=


F




α (b1)
...

α (bn)





 ·

(
F MB(g) F T

)−1
F




β (b1)
...

β (bn)




=




α (b1)
...

α (bn)


 · F T

((
F T
)−1

MB(g)−1F−1
)
F




β (b1)
...

β (bn)




=




α (b1)
...

α (bn)


 ·MB(g)−1




β (b1)
...

β (bn)


 .

Dies ist genau

n∑

i=1

n∑

j=1

(
MB̃(g)−1

)
ij
α (fi) β (fj) =

n∑

i=1

n∑

j=1

(
MB(g)−1

)
ij
α (bi) β (bj)

und die Behauptung, dass die Definition in (13.9) nicht von der Basis abhängt.

Dieses Skalarprodukt wird wie folgt erweitert auf die Räume Λk(V ∗):

Definition 13.8 Sei g : V × V → R ein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt und B =
{e1, . . . , en} eine Basis für V . Dann definiert man das Skalarprodukt

ḡ : Λk(V ∗)× Λk(V ∗)→ R,

mit gij wie in (13.10), wie folgt:

ḡ (ω1, ω2) =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
1≤j1<j2<···<jk≤n

gi1j1gi2j2 . . . gikjk ω1 (ei1 , . . . , eik) ω2 (ej1 , . . . , ejk)

für ω1, ω2 ∈ Λk(V ∗). NB: Auch hier hängt ḡ nicht von der Basis ab.



142 6. März 2024 Woche 13, Skalarprodukt und Volumenform

13.1.3 Volumenform und Orientierung

In R2 und R3 können wir uns eine Vorstellung davon machen, was wir unter einer rechts-
oder linksorientierten Basis verstehen. In höheren Dimensionen haben wir keine Vorstel-
lung, die uns dabei helfen würde, links oder rechts zu unterscheiden. Wir können aber
schon alle Basen in zwei Klassen aufteilen. Seien Be = {e1, . . . , en} und Bd = {d1, . . . , dn}
zwei verschiedene Basen, dann gibt es eine Matrix F , die Be überführt in Bd :

di = Fi1e1 + · · ·+ Finen. (13.11)

Wenn det (F ) > 0 sagen wir, dass Be und Bd gleich orientiert sind; wenn det (F ) < 0
nennt man Be und Bd entgegengesetzt orientiert.

Definition 13.9 Sei V ein Vektorraum mit einem nicht-ausgearteten Skalarprodukt g
und sei B = {e1, . . . , en} eine Standardbasis wie in Definition 13.3 mit MB(g) wie in
(13.3). Dann nennt man dV ∈ Λn (V ∗), definiert durch

dV (v1, . . . , vn) = det




g (v1, e1) · · · g (vn, e1)
...

...
g (v1, en) · · · g (vn, en)


 , (13.12)

die Volumenform zu g.

Bemerkung 13.9.1 Diese Volumenform ist nicht ganz unabhängig von der gewählten
Standardbasis. Seien Be = {e1, . . . , en} und Bd = {d1, . . . , dn} beide eine Standardbasis.
Für F als in (13.11) gilt

g (ei, dj) =
n∑

k=1

Fjkg (ei, ek) = Fjig (ei, ei)

und

g (ei, dj) =
n∑

k=1

(
F−1

)
ik
g (dk, dj) =

(
F−1

)
ij
g (dj, dj) .

Also folgt Fji = (F−1)ij und das heißt F T = F−1. Weil

MBe(g) = F−1MBd(g)F = F TMBd(g)F

folgt mit der Signatur (p, q) auch, dass

(−1)q = det
(
MBe(g)

)
= det

(
F T
)

det
(
MBd(g)

)
det(F ) = (det(F ))2 (−1)q

und det(F ) = ±1. Dann gilt mit der Linearität, dass

det
(

(g (vi, dj))ij

)
= det(F ) det

(
(g (vi, ej))ij

)
= ± det

(
(g (vi, ej))ij

)
.

Das ±-Zeichen der so definierten Volumenform hängt also ab von der Orientierung der
Basis. Für alle Basen, die gleich orientiert sind, bekommt man die gleiche Form. Ist eine
Basis entgegengesetzt orientiert, so findet man zusätzlich ein Minus-Zeichen. Wenn man
zum Beispiel e1 und e2 in der Basis vertauscht, ändert sich die Orientierung.

Bemerkung 13.9.2 Auch hier wollen wir V = TpM betrachten und man würde, für
g : M × TpM × TpM abhängig von p, eine Volumenform dV (p; v1, . . . , vn) bekommen.
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Wenn {ε1, . . . , εn} die duale Basis auf V ∗ zu der Basis B wie in Lemma 13.2.4 ist, das
heißt εi (ej) = δij, dann gilt

dV = (−1)q ε1 ∧ ε2 ∧ · · · ∧ εn. (13.13)

Um (13.13) zu zeigen bemerke man, dass es reicht, wenn man (13.13) für Basisvektoren
beweist. Weil dim (Λn (V ∗)) = 1 gilt, hat eine Basis für Λn (V ∗) genau ein Element, zum
Beispiel ε1 ∧ ε2 ∧ · · · ∧ εn. Dann gilt, dass dV eine Konstante mal dieses Basiselement ist.
Testet man mit dem n-Tupel (e1, . . . , en) so findet man

dV (e1, . . . , en) = det
(
g (ei, ej)ij

)
= (−1)q = (−1)q (ε1 ∧ ε2 ∧ · · · ∧ εn) (e1, . . . , en) .

Beispiel 13.10 Wir betrachten M = R2/ ∼ mit (a1, a2) ∼ (b1, b2) wenn a1 − b1 ∈ 2πZ
und a2 − b2 ∈ 2πZ. Wir definieren das Skalarprodukt g : M × R2 × R2 für Konstanten
0 < r < R durch

g (p;x, y) := xT
(

(R + r cos (p2))2 0
0 r2

)
y. (13.14)

Eine Standardbasis wie in Definition 13.3 ist dann

B =

{(
(R + r cos (p2))−1

0

)
,

(
0
r−1

)}
.

Die zugehörige Volumenform (Flächenform wäre vielleicht passender) wird

dV (p; v1, v2) = det

(
g (p; v1, e1) g (p; v2, e1)
g (p; v1, e2) g (p; v2, e2)

)

= det

(
v11 (R + r cos (p2)) v21 (R + r cos (p2))

v12r v22r

)

= r (R + r cos (p2)) (v11v22 − v12v21)

= r (R + r cos (p2)) (dx1 ∧ dx2) (v1, v2) .

Wenn man M aufrollt mittels

M 3 (ϑ, ϕ) 7→ ψ

(
ϑ
ϕ

)
=




(R + r cosϕ) cosϑ
(R + r cosϕ) sinϑ

r sinϕ




dann sieht man, dass das Skalarprodukt in (13.14) für M genau die passende Volumenform
liefert für den Torus in Beispiel 11.3 mit den üblichen Koordinaten:

dV

((
ϑ
ϕ

)
; ·, ·
)

= r (R + r cos (ϕ)) (dϑ ∧ dϕ) .

Siehe Abbildung 13.1. Der Faktor r (R + r cos (ϕ)) ist genau derjenige, der erscheint, wenn
man ein Integral über den Torus definiert:

∫∫

Torusr,R

f dS =

∫ 2π

ϕ=0

∫ 2π

ϑ=0

(f ◦ ψ)

(
ϑ
ϕ

)
r (R + r cos (ϕ)) dϑdϕ.

Das Ganze ist kein Zufall, denn g in (13.14) ist absichtlich so konstruiert worden.
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Abbildung 13.1: Wie man aufr llen kann. Beispiel 13.10.

13.1.4 Hodge-Operator

Für den n-dimensionalen Vektorraum V gilt

dim (Λm (V ∗)) =

(
n

m

)
=

(
n

n−m

)
= dim

(
Λn−m (V ∗)

)
.

In der folgenden Definition wird eine bijektive Abbildung von Λm (V ∗) nach Λn−m (V ∗)
festgelegt. Diesen Hodge-Operator findet man in der algebraischen Geometrie.

Definition 13.11 Sei V ein Vektorraum mit einem nicht-
ausgearteten Skalarprodukt g und dV der Volumenform in
(13.12). Für ω ∈ Λm (V ∗) definiert man ∗ω ∈ Λn−m (V ∗)
als die eindeutige (n−m)-Form derart, dass

ω ∧ η = ḡ (∗ω, η) dV für alle η ∈ Λn−m (V ∗) .

Die Abbildung

∗ : Λm (V ∗)→ Λn−m (V ∗)

nennt man Hodge-Operator.
W.V.D. Hodge

Bemerkung 13.11.1 Dieser Hodge-Operator ist abhängig vom Skalarprodukt g. Eigent-
lich hätte man also ∗g schreiben müssen.

Dieser Hodge-Operator ist wohldefiniert und das sieht man wie folgt: Für ω ∈ Λm (V ∗)
und η ∈ Λn−m (V ∗) gilt ω ∧ η ∈ Λn (V ∗). Außerdem ist für jedes η ∈ Λn−m (V ∗) die
Abbildung

(η 7→ ω ∧ η) ∈ L
(
Λn−m (V ∗) ; Λn (V ∗)

)

linear. Weil ζ ∈ Λn (V ∗) bedeutet, dass ζ = c dV mit der Volumenform dV , gibt es eine
lineare Abbildung c von Λn−m (V ∗) nach R, also c ∈ (Λn−m (V ∗))∗, mit

ω ∧ η = c (η) dV für alle η ∈ Λn−m (V ∗) .

Weil ḡ ein nicht-ausgeartetes Skalarprodukt auf Λn−m (V ∗) ist, gibt es wegen Lemma 13.2
höchstens eine Form ν ∈ Λn−m (V ∗) mit

c (η) = ḡ (ν, η) für alle η ∈ Λn−m (V ∗) .
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Weil (Λn−m (V ∗))∗ und Λn−m (V ∗) die gleiche Dimension haben, gibt es auch genau eine
Form. Also ist ∗ω := ν tatsächlich wohldefiniert.

Lemma 13.12 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit einem nicht-ausgearteten Ska-
larprodukt g mit Signatur (p, q). Dann gilt

1. Sei {ei}ni=1 eine Standardbasis für V wie in Lemma 13.2.4 und seien εi ∈ Λ1 (V ∗)
derart, dass εi (ej) = δij. Für eine Permutation σ auf {1, . . . , n} mit

σ (1) < σ (2) < · · · < σ (m) und σ (m+ 1) < σ (m+ 2) < · · · < σ (n)

gilt

∗
(
εσ(1) ∧ εσ(2) ∧ · · · ∧ εσ(m)

)
=

(−1)q sgn (σ) gσ(m+1)σ(m+1) . . . gσ(n)σ(n)
(
εσ(m+1) ∧ εσ(m+2) ∧ · · · ∧ εσ(n)

)
.

2. Sei ω ∈ Λm (V ∗). Dann gilt

∗ ∗ ω = (−1)m(n−m)+q ω.

3. Seien ω, η ∈ Λm (V ∗). Dann gilt

ḡ (∗ω, ∗ η) = (−1)q ḡ (ω, η) .

Beweis. 1. Sei ik ∈ {1, . . . , n}. Wenn {i1, i2, . . . , in} keine Permutation von {1, . . . , n}
ist, dann gibt es zweimal die gleiche Zahl und es folgt

εi1 ∧ εi2 ∧ · · · ∧ εin = 0.

Die einzigen nicht-trivialen k-Formen εi1 ∧ εi2 ∧ · · ·∧ εin sind die, bei denen {i1, i2, . . . , in}
eine Permutation ist. Schreiben wir für die Permutation:

σ =

(
1 2 . . . m m+ 1 . . . n
i1 i2 im j1 . . . jn−m

)
. (13.15)

Dann gilt wegen (13.13), dass

εi1 ∧ εi2 ∧ · · · ∧ εim ∧ εj1 ∧ εj2 ∧ · · · ∧ εjn−m =

= sgn (σ) ε1 ∧ ε1 ∧ · · · ∧ εn = (−1)q sgn (σ) dV. (13.16)

Jede Permutation der letzten n−m Terme in εi1 ∧ · · · ∧ εim ∧ εj1 ∧ · · · ∧ εjn−m am Anfang
von (13.16) liefert ± (−1)q sgn (σ) dV . Man kann daraus schließen, dass es eine Zahl c gibt
derart, dass

∗ (εi1 ∧ εi2 ∧ · · · ∧ εim) = c εj1 ∧ εj2 ∧ · · · ∧ εjn−m
und darf dabei annehmen, dass j1 < j2 < · · · < jn−m. Weil

ḡ
(
εj1 ∧ εj2 ∧ · · · ∧ εjn−m , εj1 ∧ εj2 ∧ · · · ∧ εjn−m

)
= gj1j1gj2j2 . . . gjn−mjn−m

und gjkjk ∈ {−1,+1} gilt, folgt für

c = (−1)q sgn (σ) gj1j1gj2j2 . . . gjn−mjn−m ,
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mit Definition 13.8, dass

ḡ
(
∗ (εi1 ∧ εi2 ∧ · · · ∧ εim) , εj1 ∧ εj2 ∧ · · · ∧ εjn−m

)
dV

= cḡ
(
εj1 ∧ εj2 ∧ · · · ∧ εjn−m , εj1 ∧ εj2 ∧ · · · ∧ εjn−m

)
dV

= (−1)q sgn (σ)
(
gj1j1gj2j2 . . . gjn−mjn−m

)2
dV =

= (−1)q sgn (σ) dV

= sgn (σ) ε1 ∧ ε2 ∧ · · · ∧ εn
= εi1 ∧ εi2 ∧ · · · ∧ εim ∧ εj1 ∧ εj2 ∧ · · · ∧ εjn−m .

2. Für ω = εI = εi1 ∧ εi2 ∧ · · · ∧ εim mit I = {i1, i2, . . . , i3}, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n
und J das Komplement zu I, mit der Standardanordnung so wie es auch in (13.16) definiert
ist, und mit

σ̃ =

(
1 2 . . . n−m n−m+ 1 . . . n
j1 j2 . . . jn−m i1 . . . im

)

gilt, dass

∗ ∗ εI = ∗
(
(−1)q sgn (σ) gj1j1gj2j2 . . . gjn−mjn−mεJ

)

= (−1)2q sgn (σ) sgn (σ̃) gj1j1gj2j2 . . . gjn−mjn−mgi1i1gi2i2 . . . gimimεI

= (−1)(n−m)m (−1)q εI .

Man verwendet, dass sgn (σ) sgn (σ̃) = (−1)(n−m)m und

gj1j1gj2j2 . . . gjn−mjn−mgi1i1gi2i2 . . . gimim = 1p (−1)q .

Weil {εI ; I geordneter m-Tupel aus {1, . . . , n}} eine Basis für Λm(V ∗) bildet, ist der Be-
weis fast komplett. Man muss sich nur noch überlegen, dass mit zusätzlichen Funktionen
fI gilt, dass

∗


∑

|I|=m
fIεI


 =

∑

|I|=m
fI (∗εI) .

3. Sei ω, η ∈ Λm(V ∗). Dann gilt mit dem zweiten Ergebnis oben, dass

ḡ(∗ω, ∗η)dV = ω ∧ (∗η) = (−1)(n−m)m (∗η) ∧ ω

= (−1)(n−m)m ḡ(∗ ∗ η, ω)dV = (−1)q ḡ(η, ω)dV = (−1)q ḡ(ω, η)dV.

Wenn V = Rn betrachtet wird, ist der Hodge-Operator einfach zu definieren.

Lemma 13.13 Betrachten wir V = Rn mit dem Standardskalarprodukt g(v, w) =
∑n

i=1 viwi.
Für

ω = dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxim
und 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n findet man

∗ ω = sgn (σ) dxj1 ∧ dxj2 ∧ · · · ∧ dxjn−m
mit, wie in (13.15),

σ =

(
1 2 . . . m m+ 1 . . . n
i1 i2 im j1 . . . jn−m

)
.

Weil sgn (σ) = sgn (σ−1), folgt auch sofort, dass

∗ ∗ ω = ω. (13.17)
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13.2 Wieso?

Warum all dieses? Wir möchten das Werkzeug bereitlegen, um auch bei Mannigfaltig-
keiten zugehörende Integrale auf passende Weise festzulegen und gegebenenfalls auch zu
berechnen. Verwendet man Differentialformen, dann sieht die allgemeine Form des Satzes
von Stokes harmlos aus:

∫

M

dω =

∫

∂M

ω (13.18)

Hier istM eine glattem-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rn mit einer glatten (m− 1)-
dimensionalen Mannigfaltigkeit ∂M als Rand und soll ω ∈ Ωm−1

`+1 (M) gelten. Für dω folgt
dann dω ∈ Ωm

` (M).

In einer Dimension sieht dieser Satz übrigens wie folgt aus:
∫ b

a

dω = ω (b)− ω (a) . (13.19)

Wieso in (13.18) dann ein negatives Vorzeichen liefert, so wie es bei ω(a) in (13.19) steht,
muss durch die Definition vom Integral über ∂M geklärt werden.

13.3 Gradient, Divergenz und Rotation in Rn

Bevor wir uns auf Mannigfaltigkeiten begeben, erinnern wir nochmal an einige Differen-
tialoperatoren in Rn.

Definition 13.14 � Der Gradient für f ∈ C1 (Rn;R):

grad f = ∇f =




∂f
∂x1

∂f
∂x2

...
∂f
∂xn



∈ C0 (Rn;Rn) .

� Die Divergenz für v ∈ C1 (Rn;Rn):

div v = ∇ · v =
∂v1

∂x1

+
∂v2

∂x2

+ · · ·+ ∂vn
∂xn
∈ C0 (Rn;R) .

� Die Rotation für v ∈ C1 (R3;R3):

rot v = ∇× v = det




∂
∂x1

v1 e1
∂
∂x2

v2 e2
∂
∂x3

v3 e3


 =




∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3
∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2


 ∈ C0

(
R3;R3

)
.

Auf englisch: rot v = curl v.

� Der Laplace-Operator für f ∈ C2 (Rn;R):

∆f = div grad f = ∇ · ∇f =

(
∂

∂x1

)2

f +

(
∂

∂x2

)2

f + · · ·+
(

∂

∂xn

)2

f.
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13.4 Die klassischen Sätze von Gauß und Stokes

Der allgemeine Satz von Stokes liefert einige Spezialfälle, die wir hier betrachten werden,
erst einmal ohne Beweis. Als erstes beschreiben wir eine praktische Schreibweise für das
betreffende Integral in 3 Dimensionen.

Man nennt das Dreibein {a,b, c} ⊂ R3 positiv orientiert, wenn (a× b) · c > 0.

Lemma 13.15 Wenn ψ : A ⊂ R2 → R3 eine Immersion ist, M = ψ(A) eindeutig
parametrisiert ist, und wenn v ein Vektorfeld auf M ist und dσ das Oberflächendifferential,
dann gilt ∫∫

M

v · n dσ =

∫∫

A

(v ◦ ψ) (x, y) ·
(
∂ψ

∂x
× ∂ψ

∂y

)
dxdy.

Das Dreibein
{
∂ψ
∂x
, ∂ψ
∂y
,n
}

soll positiv orientiert sein; n ist ein stetiger Normaleneinheits-

vektor auf M .

Das Oberflächendifferential gehört zu der positiven Volumenform auf M , die wir später
noch genau definieren wollen. Als Notation für 2d-Volumenintegrale in 3d (Flächeninte-
grale) ist dσ oder dS üblich; Für Wegintegrale ist es ds.

Theorem 13.16 (Gauß1 in 3 Dimensionen) Sei U ⊂ R3 offen und beschränkt und sei
∂U ∈ C1. Sei v ∈ C1(Ū ;R3) und sei n der auswärts gerichtete Normaleneinheitsvektor
auf ∂U und dσ das Oberflächendifferential. Dann gilt

∫∫∫

U

∇ · v dλ =

∫∫

∂U

v · n dσ.

Theorem 13.17 (Gauß in n Dimensionen) Sei U ⊂ Rn offen und beschränkt und sei
∂U ∈ C1. Sei v ∈ C1(Ū ;Rn) und sei n der auswärts gerichtete Normaleneinheitsvektor
auf ∂U und dσ das Oberflächendifferential. Dann gilt

∫

U

∇ · v dλ =

∫

∂U

v · n dσ.

Korollar 13.18 Sei U ⊂ Rn offen und beschränkt und sei ∂U ∈ C1. Sei f, g ∈ C2(Ū)
und sei n der auswärts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf ∂U und dσ das Ober-
flächendifferential. Dann gilt

∫

U

((∆f) g − f (∆g)) dλ =

∫

∂U

(
∂f

∂n
g − f ∂g

∂n

)
dσ.

N.B. ∂f
∂n

= ∇f · n.

Bemerkung 13.18.1 Dieses Korollar ist auch bekannt als ein Satz von Green2.

1Carl Friedrich Gauß, 1777 – 1855
2George Green, 1793 – 1841
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Abbildung 13.2: Gauß, die Mühle von Green und Stokes. Green war Müller, hatte Zeit, wenn es
nicht wehte, und war Autodidakt. Seine Mühle in Nottingham gibt es noch; ein Porträt von ihm
scheint es nicht zu geben.

Theorem 13.19 (Stokes3 klassisch) Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in
R3. Sei v ∈ C1(Ū ;R3) und sei n ein stetiger Normaleneinheitsvektor auf M und dσ
das Oberflächendifferential. Dann gilt

∫∫

M

(∇× v (x)) · n dσ =

∫

∂M

v(x) · τds,

wobei der Tangentialvektor τ sich zu n links herum dreht. Siehe Abbildung 13.3.

3George Gabriel Stokes, 1819 – 1903
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Abbildung 13.3: Eine Abbildung zu Satz 13.19: M als graues Haarnetz, ∂M und τ in rot und
ein n in grün.
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Differentialformen

14.1 Differentialformen definieren

Definition 14.1 Sei M eine n-dimensionale C`-Mannigfaltigkeit in Rm. Wenn ω eine
äußere k-Form ist, die an jeder Stelle p ∈M nur auf TpM wirkt, also definiert wird durch
dy ∈ T ∗pM , nennt man ω eine Differentialform der Ordnung k auf M .

Diese Definition in eine Formel zu gießen liefert für eine k-Form:

ω =
∑

1≤i1<...<ik≤n
ωi1,...,ik(p) dyp,i1 ∧ . . . ∧ dyp,ik

mit {dyp,1, . . . , dyp,n} ⊂ T ∗pM eine Basis für T ∗pM , die jedoch a priori von p abhängt. Weil
in der Definition nicht nur in den Koeffizienten ωi1,...,ik(p), jedoch auch in dyp,i1 das p
erscheint, stellt sich heraus, dass man so nicht mit diesem Ausdruck arbeiten kann. Lokal
dürfen dyp,i nur auf einer kontrollierbaren Art von p abhängen. Dazu werden wir erst die
zurückgezogene Form einführen.

14.1.1 Differentialformen zurückziehen

p

f(p)

f
1

Abbildung 14.1: Links U ⊂ Rn und die Vektoren v1, v2; rechts f(U) und die Vektoren f ′(p)v1,
f ′(p)v2.

Sei U ⊂ Rn ein Gebiet, das heißt, U ist eine offene Teilmenge von Rn. Wenn f : U ⊂
Rn → Rm differenzierbar ist, dann gilt für jedes p ∈ U , dass f ′ (p) ∈ Mm×n (R). Hier ist

151
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f ′ (p) die Ableitung von f an der Stelle p, das heißt

lim
x→p
‖f(x)− f(p)− f ′ (p) (x− p)‖

‖x− p‖ = 0.

Die lineare Abbildung f ′ (p) : Rn → Rm ist als eine m× n-Matrix darstellbar.

Wenn f : U → M eine Immersion ist zu der Mannigfaltigkeit M und {e1, . . . , en}
ist eine Basis für Rn, dann folgt TpM = Span [f ′(p)e1, . . . , f

′(p)en]. Also kann man jeden
Vektor in TpM schreiben als f ′(p)v mit v ∈ Rn.

Definition 14.2 Sei U ⊂ Rn offen und sei f : U → M eine Immersion zu der n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M in Rm. Für jede Differentialform k-ter Ordnung ω auf
M , gibt es die von f zurückgezogene k-Form f ∗ (ω) auf U , definiert durch

f ∗ (ω) (v1, . . . , vk) = ω (f ′ (x) v1, . . . , f
′ (x) vk) für vi ∈ Rn.

Nicht nur ω bestimmt f ∗(ω). Wenn die Immersion f festgelegt ist, dann wird auch die
Differentialform ω eindeutig von der zurückgezogenen Form f ∗(ω) bestimmt.

Notation 14.3

� Wenn f ∈ C`+1 (U ;Rm) und f ∗(ω) ∈ Ωk
` (U), dann sagt man ω ∈ Ωk

` (f(U)).

� Wenn man M derart mit endlich vielen Immersionen fi ∈ C`+1 (Ui;Rm) überdecken
kann, dass f ∗i (ω) ∈ Ωk

` (Ui), dann schreibt man ω ∈ Ωk
` (M).

Lemma 14.4 Sei f ∈ C`+1 (U ;Rm) eine Immersion nach M . Dann gilt:

1. f ∗ (ω + η) = f ∗ (ω) + f ∗ (η) für ω, η ∈ Ωk
` (M);

2. f ∗ (gω) = (g ◦ f) f ∗ (ω) für ω ∈ Ωk
` (M) und g ∈ C0(M);

3. f ∗ (ω ∧ η) = f ∗ (ω) ∧ f ∗ (η) für ω ∈ Ωk1
` (M) und η ∈ Ωk2

` (M).

Beweis. Diese Aussagen folgen sofort aus der Definition.

Sei {e1, . . . , en} die Standardbasis auf Rn und sei {dx1, . . . , dxn} die zugehörige Stan-
dardbasis für (Rn)∗. Wenn n = m gilt, dann folgt

f ∗ (dxi) (v) = dxi (f
′ (p) v) =

n∑

j=1

∂fi(p)

∂xj
vj =

n∑

j=1

∂fi(p)

∂xj
dxj (v) (14.1)

und

f ∗ (dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn) = f ∗ (dx1) ∧ f ∗ (dx2) ∧ · · · ∧ f ∗ (dxn)

=
n∑

j=1

∂f1(p)

∂xj
dxj ∧

n∑

j=1

∂f2(p)

∂xj
dxj ∧ · · · ∧

n∑

j=1

∂fn(p)

∂xj
dxj

=
∑

σ∈Perm

∂f1(p)

∂xσ1

∂f2(p)

∂xσ2

. . .
∂fn(p)

∂xσn
dxσ1 ∧ dxσ2 ∧ · · · ∧ dxσn

=
∑

σ∈Perm

sgn (σ)
∂f1(p)

∂xσ1

∂f2(p)

∂xσ2

. . .
∂fn(p)

∂xσn
dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn

= det (f ′ (p)) dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn.
Man bemerke, dass det (f ′ (p)) der Faktor ist, der, abgesehen vom Vorzeichen, bei dem
Trafosatz erscheint.
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14.1.2 Differentialformen differenzieren

Sei {e1, . . . , en} die Standardbasis auf Rn und sei {dx1, . . . , dxn} die zugehörige Standard-
basis für (Rn)∗.

Definition 14.5 Sei ω ∈ Ωk
` (U) mit ` ≥ 1 wie in (12.4):

ω =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
ωi1i2...ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik , (14.2)

Das äußere Differential dω definiert man durch

dω =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
dωi1i2...ik ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

n∑

j=1

∂ωi1i2...ik
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik .

Es folgt dω ∈ Ωk+1
`−1 (U). Das heißt, d ist ein linearer Operator von Ωk

` (U) zu Ωk+1
`−1 (U).

Lemma 14.6 Es gilt:

1. d (ω + η) = dω + dη für ω, η ∈ Ωk
` (U) mit ` ≥ 1;

2. d (ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)k1 ω ∧ dη für ω ∈ Ωk1
` (U) und η ∈ Ωk2

` (U) mit ` ≥ 1;

3. ddω = 0 für ω ∈ Ωk
` (U) mit ` ≥ 2.

Wenn M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rm ist mit Immersion f ∈ C1 (U ;M),
dann gilt außerdem:

4. f ∗ (dω) = d (f ∗(ω)) für ω ∈ Ωk
` (U) mit ` ≥ 1.

Beweis. Das erste Ergebnis zeigt man sofort mit Hilfe der Definition. Mit diesem ersten
Ergebnis kann man die folgenden Beweise vereinfachen, denn ein Beweis für

ω = g dxi1 ∧ . . . ∧ dxik
reicht so, um das Ergebnis für

ω =
∑

1≤i1<...<ik≤n
ωi1...ik dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

zu bekommen.
Nehmen wir Teilmengen I, J ⊂ {1, . . . , n} und schreiben

dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxik für I = {i1, . . . , ik} ,
dxJ = dxj1 ∧ · · · ∧ dxj` für J = {j1, . . . , j`} ,

dann bemerke man für das zweite Ergebnis, dass

d (fdxI ∧ gdxJ) = d (fg dxI ∧ dxJ)

= (gdf + fdg) ∧ dxI ∧ dxJ
= gdf ∧ dxI ∧ dxJ + fdg ∧ dxI ∧ dxJ (14.3)
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Weil dg =
∑n

i=1
∂g
∂xi
dxi eine 1-Form ist, kommt bei jeder Vertauschung ein Faktor −1 und

es folgt:

(14.3) = df ∧ dxI ∧ gdxJ + (−1)k fdxI ∧ dg ∧ dxJ
= d (fdxI) ∧ gdxJ + (−1)k fdxI ∧ d (gdxJ) .

Für das dritte Ergebnis bemerke man, dass

d (d (fdxI)) =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj ∧ dxI

=
n∑

i=1

i−1∑

j=1

(
∂2f

∂xi∂xj
− ∂2f

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj ∧ dxI = 0.

Die letzte Behauptung folgt aus der Definition. Seien {y1, . . . , yn} lokale Koordinaten
auf TpM und sei ω = g dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk . Es gilt

dω = dg ∧ dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk
und weil

f ∗ (ω)[p]

(
v1, . . . , vk

)
= ω[f(p)]

(
f ′ (p) v1, . . . , f ′ (p) vk

)

= g[f(p)] (dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk)
(
f ′ (p) v1, . . . , f ′ (p) vk

)

folgt

d
(
f ∗ (ω)[p]

) (
v1, . . . , vk, vk+1

)
=

= d
(
g[f(p)] dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk

) (
f ′ (p) v1, . . . , f ′ (p) vk, f ′ (p) vk+1

)

=

(
n∑

i=1

(
∂g

∂yi

)

[f(p)]

dyi ∧ dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk

)
(
f ′ (p) v1, . . . , f ′ (p) vk, f ′ (p) vk+1

)

=

(
n∑

i=1

(
∂g

∂yi

)

[f(p)]

(dyi ◦ f ′ (p)) ∧ (dyj1 ◦ f ′ (p)) ∧ · · · ∧ (dyjk ◦ f ′ (p))
)
(
v1, . . . , vk, vk+1

)

=

(
n∑

i=1

n∑

j=1

(
∂g

∂yi

)

[f(p)]

(
∂fi
∂xj

)

[p]

dxj ∧ (dyj1 ◦ f ′ (p)) ∧ · · · ∧ (dyjk ◦ f ′ (p))
)
(
v1, . . . , vk, vk+1

)

=

(
n∑

j=1

(
∂ (g ◦ f)

∂xj

)

[p]

dxj ∧ (dyj1 ◦ f ′ (p)) ∧ · · · ∧ (dyjk ◦ f ′ (p))
)
(
v1, . . . , vk, vk+1

)

=
(
d (g ◦ f)[p] ∧ (dyj1 ◦ f ′ (p)) ∧ · · · ∧ (dyjk ◦ f ′ (p))

) (
v1, . . . , vk, vk+1

)

=
(
dg[f(p)] ∧ dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk

) (
f ′ (p) v1, . . . , f ′ (p) vk, f ′ (p) vk+1

)

= dω[f(p)]

(
f ′ (p) v1, . . . , f ′ (p) vk, f ′ (p) vk+1

)

= (f ∗ (dω))[p]

(
v1, . . . , vk, vk+1

)

und der Buchhalter wäre zufrieden.
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14.2 Geschlossene und exakte Differentialformen

Definition 14.7 Sei ω ∈ Ωk
` (U) mit ` ≥ 1.

� Diese k-Form ω heißt geschlossen, wenn dω = 0.

� Diese k-Form ω heißt exakt, wenn η ∈ Ωk−1
` (U) existiert mit dη = ω.

In Lemma 14.6 findet man, dass ddη = 0 gilt. Es folgt also für ω ∈ Ωk
2(U):

Wenn ω exakt ist, dann ist ω geschlossen. (14.4)

Manchmal sind geschlossene Differentialformen auch exakt. Für die Voraussetzungen
brauchen wir eine Bedingung am Gebiet.

Definition 14.8 Ein Gebiet U heißt sternförmig, wenn es a ∈ U gibt derart, dass für
jedes x ∈ U gilt, dass [a, x] ⊂ U .

Man erinnere sich an die Definition eines Intervalls in Rn:

[a, x] = {θa+ (1− θ)x; 0 ≤ θ ≤ 1} für a, x ∈ Rn.

Abbildung 14.2: Die schwarze Kurve umschließt ein sternförmiges Gebiet.

Theorem 14.9 (Das Lemma von Poincaré) Sei ` ≥ 1 und k ≥ 2. Sei U ⊂ Rn

sternförmig und offen. Dann gibt es für jede geschlossene k-Form ω ∈ Ωk
` (U) eine (k − 1)-

Form η ∈ Ωk−1
` (U) mit dη = ω.

Als Kurzfassung sagt man, dass für ω ∈ Ωk
1(U) folgendes gilt:

Wenn ω geschlossen ist und U sternförmig, dann ist ω exakt. (14.5)

Beweis. Sei

ω =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
ωi1i2...ik dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxik .
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Wir definieren

pω =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

k∑

`=1

(−1)`−1

(∫ 1

0

tk−1ωi1i2...ik (tx) dt

)
xi` dxi1 ∧ . . .

. . . ∧ dxi`−1
∧ dxi`+1

∧ . . . ∧ dxik .

Bemerke, dass hier angenommen wird, dass das Intervall [0, x] innerhalb U liegt. Das

heißt, U ist sternförmig mit 0 als Zentrum. Nur so ist
∫ 1

0
tk−1ωi1i2...ik (tx) dt wohldefiniert.

Bei einem anderen Zentrum benutze man eine zusätzliche Verschiebung.
Es folgt

d (pω) =

∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

k∑

`=1

(∫ 1

0

tk−1ωi1i2...ik (tx) dt

)
dxi1 ∧ . . .

. . . ∧ dxi`−1
∧ dxi` ∧ dxi`+1

∧ . . . ∧ dxik +

+
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

n∑

j=1

k∑

`=1

(−1)`−1

(∫ 1

0

tk
∂ωi1i2...ik
∂xj

(tx) dt

)
xi`dxj ∧ dxi1 ∧ . . .

. . . ∧ dxi`−1
∧ dxi`+1

∧ . . . ∧ dxik . (14.6)

Ähnlich gilt für

dω =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

n∑

j=1

∂ωi1i2...ik
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxik ,

dass

p (dω) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

n∑

j=1

(∫ 1

0

tk
∂ωi1i2...ik
∂xj

(tx) dt

)
xjdxi1 ∧ . . .

. . . ∧ dxi`−1
∧ dxi` ∧ dxi`+1

∧ . . . ∧ dxik+

−
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

k∑

`=1

(−1)`−1
n∑

j=1

(∫ 1

0

tk
∂ωi1i2...ik
∂xj

(tx) dt

)
xi` dxj ∧ dxi1 ∧ . . .

. . . ∧ dxi`−1
∧ dxi`+1

∧ . . . ∧ dxik .

Addiert man (14.6) und (14.2), dann findet man

d (pω) + p (dω)

=
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

(
k

∫ 1

0

tk−1ωi1i2...ik (tx) dt+
n∑

j=1

∫ 1

0

tk
∂ωi1i2...ik
∂xj

(tx) dt xj

)
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

=
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

(∫ 1

0

∂

∂t

(
tkωi1i2...ik (tx)

)
dt

)
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

=
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
ωi1i2...ik (x) dxi1 ∧ . . . ∧ dxik = ω.

Wenn ω geschlossen ist, hat man dω = 0, und es folgt p (dω) = 0. Wir finden so, dass
d (pω) = ω und, dass η = pω die gesuchte Differentialform ist.
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14.3 Standardvolumen

Wir haben schon zu einem Skalarprodukt g auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M in Rm die Volumenform dV ∈ Λn

(
T ∗pM

)
an jeder Stelle p ∈ M definiert. Siehe

(13.12). Wenn man ein Standardskalarprodukt auf TpM nimmt, das heißt für eine Ba-
sis {b1, . . . , bn} ⊂ TpM ⊂ Rm gilt g (bi, bj) = bi · bj = δij, dann schreiben wir auch hier
dM für diese Volumenform1.

Hier ist g also das Skalarprodukt auf TpM und · das Standardskalarprodukt auf Rm.
Das n-dimensionale Volumen vom Parallelepiped

P =

{ ∑

1≤i≤n
θivi; 0 ≤ θi ≤ 1

}
mit vi ∈ TpM ⊂ Rm

ist, mit den Koordinaten [vi]b auf b-Basis:

Voln(P ) = |det ([v1]b , . . . , [vn]b)| =

∣∣∣∣∣∣∣
det




v1 · b1 · · · vn · b1
...

...
v1 · bn · · · vn · bn




∣∣∣∣∣∣∣
.

Weil eine Differentialform multilinear ist, und wir diese Struktur erhalten wollen, werden
wir den Betrag nicht einschließen und wir setzen:

dM (v1, . . . , vn) = det




v1 · b1 · · · vn · b1
...

...
v1 · bn · · · vn · bn


 ,

anders gesagt, wenn man {β1, . . . , βn} ⊂ T ∗pM als Standardbasis dual zu {b1, . . . , bn}
nimmt, dann setzen wir:

dM = β1 ∧ β2 ∧ · · · ∧ βm.

Man bemerke, dass dM so nur definiert ist an der Stelle p, weil {b1, . . . , bn} eine Basis
für TpM bildet. An jeder Stelle p könnte man beliebig eine Basis definieren und beliebi-
ge Vorzeichenwechsel bei der Determinante bekommen. Das wäre nicht sehr schön. Wir
werden uns bemühen, dass die Abbildung p 7→ dMp eine stetige Funktion ist.

14.4 Integration von Differentialformen

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rm. Wir nennen

(ψ,U) mit U ⊂ Rn und ψ : U →M

eine reguläre Parametrisierung, wenn

� U◦ nicht leer und zusammenhängend ist mit U ⊂ U◦;

� ψ ∈ C1 (U ;Rm) mit ψ(U) = M ;

� ψ im Innern von U eindeutig ist und ψ|U◦ eine Immersion ist.

1Die Notation dM ist so üblich und bedeutet nicht, dass dM die Ableitung einer (m− 1)-Form M ist.
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Definition 14.10 Sei m > n und B := [a1, b1] × · · · × [an, bn] ⊂ Rn ein Block und sei
ψ ∈ C1 (B;Rm) eine reguläre Parametrisierung von M . Für ω ∈ Ωn

1 (M) gibt es genau
ein f ∈ C (B) mit

ψ∗ (ω) = f dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn (14.7)

und man setzt ∫

M,ψ

ω =

∫

B

f dλn.

Das rechte Integral ist das n-dimensionale Lebesgue-Integral.

ψ−→

Abbildung 14.3: Das Integral von ω ∈ Ωn
1 (M) auf M (rechts) wird definiert durch das

Zurückziehen auf B (links).

Bemerkung 14.10.1 Dieses Integral hängt ab von der Parametrisierung ψ und der An-
ordnung der Koordinaten x1, . . . , xn. Für das Integral in Rn definiert man

∫

B

f dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn :=

∫

B

f dλn

aber nur für die Anordnung x1, . . . , xn. Wenn man Folge vertauscht, kann man einen
anderen Wert bekommen. Zum Beispiel sieht man in R2, dass die nächsten beiden Zeilen
nicht identisch sind:∫

U

f dx2dx1 =

∫

U

f dx1dx2 =

∫

U,I

f dx1 ∧ dx2 und

∫

U,I

f dx2 ∧ dx1 =

∫

U,I

f (−dx1 ∧ dx2) = −
∫

U,I

f dx1 ∧ dx2.

Bemerkung 14.10.2 Diese Abhängigkeit von der Parametrisierung ist nicht so schlimm,
wie sie aussieht, denn folgendes gilt:

Lemma 14.11 Sei n < m und M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rm mit ψ ∈
C1
(
B;Rm

)
und ψ̃ ∈ C1

(
B̃;Rm

)
zwei verschiedene reguläre Parametrisierungen. Dann gilt
∫

M,ψ

ω = ±
∫

M,ψ̃

ω. (14.8)

Beweis. Wenn beide Parametrisierungen regulär sind, dann ist φ : B̃ → B, definiert
durch φ = ψinv ◦ ψ̃, eine Transformation von B̃ auf B. Weiter gilt

ψ̃
∗

(ω) (v1, . . . , vn) = ((ψ ◦ φ)∗ (ω)) (v1, . . . , vn)

= ω
(
(ψ ◦ φ)′ v1, . . . , (ψ ◦ φ)′ vn

)

= ω ((ψ′ ◦ φ)φ′v1, . . . , (ψ
′ ◦ φ)φ′vn)

= (f ◦ φ) (dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn) (φ′v1, . . . , φ
′vn)

= (f ◦ φ) det (Dφ) (dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn) (v1, . . . , vn) .
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Das heißt
ψ̃
∗

(ω) = (f ◦ φ) det (Dφ) (dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn)

und liefert uns ∫

M,ψ̃

ω =

∫

B̃

f ◦ φ det (Dφ) dλk

Wegen der Transformationsformel für Integrale in Rn gilt
∫

B

f dλk =

∫

B̃

f ◦ φ |det (Dφ)| dλk,

und weil det (Dφ) ein festes Vorzeichen hat, das heißt, entweder gilt det (D(x)φ) > 0 für
alle x ∈ B̃ oder det (D(x)φ) < 0 für alle x ∈ B̃, folgt (14.8).

Wenn ψ und ψ̃ eine ähnliche Orientierung haben, das heißt sign (det (Dφ)) = 1, dann
folgt ∫

M,ψ

ω =

∫

M,ψ̃

ω.

14.5 Bedeutung des Integrals

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rm. Man möchte, dass

�

∫

M,ψ

1 dM den n-dimensionalen Flächeninhalt von M darstellt, und

�

∫

M,ψ

g dM die n-dimensionale Masse von M mit Gewichtung g darstellt.

Bemerkung 14.11.1 Beim zweiten Punkt ist g : M → R eine Gewichtsfunktion, die
man Dichte oder Massendichte nennt.

Teilt man M auf in sehr kleine Teilstücke Mi, mit i ∈ {, . . . , N}, und nimmt man an,
dass p 7→ TpM als auch g stetig sind, so findet man für pi ∈Mi, dass

∫

Mi,ψ

g dM ≈ g (pi) Voln (Mi) , (14.9)

und wenn man über diese Teile summiert, sollte man die übliche Approximation vom
Integral mit Riemann-Summen finden:

∫

M,ψ

g dM =
∑

i

∫

Mi,ψ

g dM ≈
∑

i

g (pi) Voln (Mi)

Stimmt dies überein mit unseren bisherigen Überlegungen?

Wenn ψ : U ⊂ Rn → Rm mit M = ψ (U) eine reguläre Parametrisierung ist, kann
man dM zurückziehen auf U und bekommt

ψ∗ (dM) = (β1 ◦ ψ′) ∧ (β2 ◦ ψ′) ∧ · · · ∧ (βn ◦ ψ′)
= f dRn = f dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn. (14.10)

Man sollte sich nur noch überlegen, wie die Funktion f zu definieren wäre. Siehe Abbildung
14.4.
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ψ

TpM

Abbildung 14.4: In rot eine Basis {e1, e2} für TpM und in grün die Standardbasis in R2; ψ geht
hinauf und ψ∗ zieht die Differentialform ε1 ∧ ε2 zurück zu f dx1 ∧ dx2.

Um eine passende n-Form in (14.10) zu bekommen, anders gesagt, um die Funktion
f zu bestimmen, gehen wir voran wie bei Definition 10.18. Da findet man, dass f(x) =
det ([ψ′]b) passt, mit [ψ′]b die Vektoren ∂ψ

∂x1
, . . . ∂ψ

∂xn
in b-Koordinaten geschrieben:

f(y) = det ([ψ′]b) = det




∂ψ
∂x1
· b1 · · · ∂ψ

∂xn
· b1

...
...

∂ψ
∂x1
· bn · · · ∂ψ

∂xn
· bn




= ±

√√√√√√det




∂ψ
∂x1
· b1 · · · ∂ψ

∂x1
· bn

...
...

∂ψ
∂xn
· b1 · · · ∂ψ

∂xn
· bn


 det




∂ψ
∂x1
· b1 · · · ∂ψ

∂xn
· b1

...
...

∂ψ
∂x1
· bn · · · ∂ψ

∂xn
· bn




= ±

√√√√√√√√
det




∑n
i=1

(
∂ψ
∂x1
· bi
)(

∂ψ
∂x1
· bi
)
· · · ∑n

i=1

(
∂ψ
∂x1
· bi
)(

∂ψ
∂xn
· bi
)

...
...∑n

i=1

(
∂ψ
∂xn
· bi
)(

∂ψ
∂x1
· bi
)
· · · ∑n

i=1

(
∂ψ
∂xn
· bi
)(

∂ψ
∂xn
· bi
)




= ±

√√√√√√det




∂ψ
∂x1
· ∂ψ
∂x1

· · · ∂ψ
∂x1
· ∂ψ
∂xn

...
...

∂ψ
∂xn
· ∂ψ
∂x1

· · · ∂ψ
∂xm
· ∂ψ
∂xn


. (14.11)

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass ∂ψ
∂xi
∈ TpM für p = ψ (x) und dass {b1, . . . , bn} ∈

Rm eine Orthogonalbasis für TpM bildet.
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Diese Formel in (14.11) ist unabhängig von der lokalen Basis {b1, . . . , bn}. Das Vorzei-
chen hängt ab von der Orientierung der Parametrisierung. Nehmen wir an f = det ([ψ′]b) >
0, und setzen für die Standardkoordinaten in Rn

∫

U

F (x) dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn :=

∫

U

F (x) dx1dx2 . . . dxn

dann kann man das Integral von g über die Mannigfaltigkeit M durch Zurückziehen
definieren:

g dM = (g ◦ ψ) ψ∗ (dM) = (g ◦ ψ)

√√√√det

((
∂ψ

∂xi
· ∂ψ
∂xj

)

ij

)
dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

Kommen wir zurück auf die Verteilung von M in Teilstücke (14.9). Wenn Mi = ψ (Ui)
und pi = ψ (qi), so folgt

g (pi) Volm (Mi) ≈ (g ◦ ψ) (qi)

√√√√det

((
∂ψ

∂xi
(qi) ·

∂ψ

∂xj
(qi)

)

ij

)
Voln (Ui)

und wenn wir über den Index i summieren, finden wir
∫

M,ψ

g dM ≈
∑

i

g (pi) Voln (Mi)

≈
∑

i

(g ◦ ψ) (qi)

√√√√det

((
∂ψ

∂xi
(qi) ·

∂ψ

∂xj
(qi)

)

ij

)
Voln (Ui)

≈
∫

U

(g ◦ ψ) (x)

√√√√det

((
∂ψ

∂xi
(x) · ∂ψ

∂xj
(x)

)

ij

)
dx1dx2 . . . dxn.

Die Notation A ≈ B bedeutet hier, dass, wenn wir M als disjunkte Vereinigung von
{Mi,ε}Nεi=1 nehmen, mit Mi,ε derartig, dass maxi {|p− p̃| ; p, p̃ ∈Mi,ε} < ε, dann folgt für
die zugehörigen Größen A = Aε und B = Bε, dass

ε→ 0 impliziert |Aε −Bε| → 0.

Das Ergebnis können wir wie folgt beschreiben:

Theorem 14.12 (Allgemeiner Transformationssatz) Wenn M ⊂ Rm eine n-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit ist, die durch ψ ∈ C1 (U ;Rm) mit U ⊂ Rn eindeutig parametri-
siert wird, dann findet man für g : M → R, dass

∫

M,ψ

g dM = ±
∫

U

(g ◦ ψ) (x)

√√√√det

((
∂ψ

∂xi
(x) · ∂ψ

∂xj
(x)

)

ij

)
dx1dx2 . . . dxn.

Wenn die Standardvolumenform dM ‘positiv orientiert’ ist, also

dM (ψ′e1, ψ
′e2, . . . , ψ

′en) > 0,

dann kann man ± ersetzen durch +.
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Lemma 14.13 Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rm und sei dM die Volu-
menform. Sei N ⊂M eine (n− 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Nehme an n (x) ∈ TpM
ist ein Normaleneinheitsvektor zu TpN , das heißt n (x) · τ = 0 für alle τ ∈ TpN und
n (x) · n (x) = 1. Dann ist

dN = (n y dM)|TN

eine Volumenform auf N .

Bemerkung 14.13.1 Wenn man eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M einschränkt,
bekommt man meistens einen Rand, der eine m − 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.
Dieses Lemma gibt eine Möglichkeit, beide zugehörigen Volumenformen zu vergleichen.

Bemerkung 14.13.2 Auch −n (x) hat die gleichen Eigenschaften und die zugehörige
Volumenform wäre − (n y dM)|TM . Wenn man keine Orientierung festlegt, hat man a-
priori genau diese zwei Möglichkeiten. Eigentlich gibt es immer zwei Volumenformen, die
sich dann aber auch nur unterscheiden durch das Vorzeichen.

Bemerkung 14.13.3 Wenn N ⊂M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit ist mit k < n,
dann gibt es n − k Vektoren n1 (x) , . . . ,nn−k (x), die eine orthogonale Basis für TpN
erweitern zu einer Basis für TpM und dN = (n1 y n2 y . . . y nn−k y dM)|TN .

Beweis. Sei {b1, b2, . . . , bn−1} eine orthonormale Basis für TpN . Dann kann man diese
Basis mit n (x) erweitern und findet mit {n (x) , b1, . . . , bm−1} eine orthonormale Basis für
TpN . Es gilt für vi ∈ TpN mit i = 1, . . . , n− 1, dass

(n y dM) (v1, . . . , vn−1) = dM (n, v1, . . . , vn−1)

= det




n · n v1 · n · · · vn−1 · n
n · b1 v1 · b1 · · · vn−1 · b1

...
...

. . .
...

n · bm−1 v1 · bm−1 · · · vn−1 · bm−1




= det




1 0 · · · 0
0 v1 · b1 · · · vn−1 · b1
...

...
. . .

...
0 v1 · bn−1 · · · vn−1 · bn−1




= det




v1 · b1 · · · vn−1 · b1
...

. . .
...

v1 · bn−1 · · · vn−1 · bn−1


 = dN (v1, . . . , vn−1) .

14.6 Grad, Div und Rot auf Mannigfaltigkeiten

In diesem Paragraph ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit in Rm und dM eine
zugehörige Standardvolumenform.

Definition 14.14 Für ein Vektorfeld v : M → TM wird die zum Vektorfeld duale
Differentialform ωv vom Grad 1 definiert durch

∗ ωv = v y dM. (14.12)
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Bemerkung 14.14.1 Weil der Hodge-Operator bijektiv ist, ist diese Definition eindeutig.
Umgekehrt gilt auch, dass es zu jeder 1-Form ω genau ein Vektorfeld v : M → TM gibt
derart, dass v y dM = ∗ω gilt.

Für M = Rn mit der Standardbasis {e1, . . . , en} und mit {dx1, . . . , dxn} als der dazu-
gehörigen Dualbasis, findet man

v y dM = (v1e1 + · · ·+ vnen) y dx1 ∧ · · · ∧ dxn
= v1dx2 ∧ · · · ∧ dxn − v2dx1 ∧ dx3 ∧ · · · ∧ dxn + · · ·+ (−1)n−1 vndx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

=
n∑

i=1

(−1)i−1 vi
∧

j∈{1,...,n}
j 6=i

dxj,

wenn wir die folgende Notation verwenden:
∧

j∈{1,...,n}
j 6=i

dxj = dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.

Weil sgn (σ) = (−1)n−i gilt für

σ =

(
1 . . . i− 1 i . . . n− 1 n
1 . . . i− 1 i+ 1 . . . n i

)
,

findet man
∗

∧

j∈{1,...,n}
j 6=i

dxj = (−1)n−i dxi,

und folgt
ωv = ∗ ∗ ωv = ∗ (v y dM) = v1dx1 + v2dx2 + · · ·+ vndxn. (14.13)

Definition 14.15 Für f ∈ C1 (M ;R) wird der Gradient grad f : M → TM definiert
durch

ωgrad f := df.

Die Form df hat Grad 1. Für den Standardfall M = Rn, wie auch oben, folgt

df =
n∑

i=1

∂f

∂xi
dxi

und mit (14.13) findet man den Gradienten für den Standardfall wie in Definition 13.14,
nämlich

grad f =

(
∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

, . . . ,
∂f

∂xn

)
.

Definition 14.16 Für v ∈ C1 (M ;TM) wird die Divergenz div v : M → R definiert
durch

(div v) dM := d (v y dM) .
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Weil dM eine n-Form ist, ist v y dM eine (n− 1)-Form und d (v y dM) wieder eine
n-Form. Weil die äußeren n-Formen auf T ∗xM mit n-dimensionalem M an sich einen ein-
dimensionalen Raum bilden, gibt es genau eine Funktion f : M → R mit d (v y dM) =
fdM und diese Funktion nennt man div v.

Wenn M = Rn findet man auch hier die Standarddivergenz zurück. Weil

dM(v, w2, . . . , wn) = det (v, w2, . . . , wn) ,

folgt

d (v y dM) = d

(
n∑

i=1

(−1)i−1 vi
∧

j 6=i, 1≤j≤n
dxj

)

=
n∑

i=1

(−1)i−1
n∑

k=1

dvi
dxk

dxk ∧
∧

j 6=i, 1≤j≤n
dxj

=
n∑

i=1

(−1)i−1 dvi
dxi

dxi ∧
∧

j 6=i, 1≤j≤n
dxj =

(
n∑

i=1

dvi
dxi

)
n∧

j=1

dxj

=

(
n∑

i=1

dvi
dxi

)
dM = (div v) dM.

Definition 14.17 Sei M eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit und v ∈ C1 (M ;TM).
Dann wird die Rotation2 rot v : M → TM definiert durch

∗ωrot v := dωv.

Bemerkung 14.17.1 So ist dωv eine 2-Form, die man über eine Untermannigfaltigkeit
M̂ von M von Dimension 2 integrieren kann. Eine Mannigfaltigkeit M̂ nennt man eine
Untermannigfaltigkeit von M , wenn M̂ ⊂M und dim(M̂) < dim(M).

Nehme M = R3 mit der Standardbasis {e1, e2, e3} und M∗ mit der Standardbasis
{dx1, dx2, dx3}. Dann folgt via (14.13) für v = v1e1 + v2e2 + v3e3, dass

dωv = d (v1dx1 + v2dx2 + v3dx3) = dv1 ∧ dx1 + dv2 ∧ dx2 + dv3 ∧ dx3

=

(
∂v1

∂x2

dx2 +
∂v1

∂x3

dx3

)
∧ dx1 +

(
∂v2

∂x1

dx1 +
∂v2

∂x3

dx3

)
∧ dx2 +

(
∂v3

∂x1

dx1 +
∂v3

∂x2

dx2

)
∧ dx3

=

(
∂v3

∂x2

− ∂v2

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 −

(
∂v1

∂x3

− ∂v3

∂x1

)
dx1 ∧ dx3 +

(
∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2.

Mit Lemma 13.13 findet man

ωrot v = ∗ ∗ ωrot v = ∗ dωv

=

(
∂v3

∂x2

− ∂v2

∂x3

)
dx1 +

(
∂v1

∂x3

− ∂v3

∂x1

)
dx2 +

(
∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

)
dx3

und es folgt rot v wie in Definition 13.14.

2Auf Englisch schreibt man ∇× v = curl v.
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Lemma 14.18 Sei v ∈ C2(R3;R3) und f ∈ C2(R3;R). Es gilt

1. div (rot v) = 0,

2. rot (grad f) = (0, 0, 0)T .

Beweis. Man kann beides direkt berechnen. Alternativ verwende man das dritte Ergebnis
von Lemma 14.6 und findet mit dM die Standard-Volumenform in R3 und die Definitionen
von Rotation und Divergenz, dass:

div (rot v) dM = d (rot v y dM) = d (∗ωrot v) = ddωv = 0.

Das zweite Ergebnis folgt aus

∗ωrot(grad f) = dωgrad f = ddf = 0.

Es folgt ωrot(grad f) = 0 und rot (grad f) = (0, 0, 0)T .

Man kann diesen zweiten Beweis sogar erweitern für M eine 3-dimensionale Mannig-
faltigkeit und v ∈ C2 (M ;TM), beziehungsweise f ∈ C2 (M ;R).

Lemma 14.19 Sei U eine sternförmige offene Menge von R3 und v ∈ C1 (U ;R3).

1. Wenn rot v = 0, dann existiert f ∈ C1 (U ;R) mit v = grad f ;

2. Wenn div v = 0, dann existiert w ∈ C1 (U ;R3) mit v = rotw.

Beweis. 1. Wenn rot v = 0, hat man dωv = 0 und ων ist geschlossen. Poincaré sagt, dass
eine Funktion f existiert mit df = ωv. Es gilt v = grad f .

2. Wegen der Annahme folgt d (v y dM) = (div v) dM = 0. Dann ist die 2-Form
v y dM geschlossen und mit Poincaré ist v y dM exakt und es gibt eine 1-Form ω derart,
dass dω = v y dM . Für eine differenzierbare 1-Form gibt es w ∈ C1 (R3;R3) derart, dass
ω = ωw. Weil

∗ωrotw = dωw = v y dM = ∗ ωv
gilt, folgt ωrotw = ωv und rotw = v.
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Analysis 3, Woche 15

Gauß und Stokes

15.1 Integrale und Randintegrale

Wenn M n-dimensional ist, und durch ψ wie in Definition 14.10 parametrisiert wird,
also ψ (B) = M , dann ist ψ (∂B) eine (n− 1)-dimensionale Menge. Wir wollen für ω ∈
Ωn−1

1 (M) ein ‘orientiertes’ Randintegral definieren.

ψ−→

Abbildung 15.1: Das Integral von ω ∈ Ωn−1
1 (M) auf ‘∂M ’ wird mit Vorzeichen definiert.

Definition 15.1 Sei B := [a1, b1]× · · · × [an, bn] ⊂ Rn ein Block und sei ψ ∈ C1 (B;Rm)
eine reguläre Parametrisierung von M . Man setzt

B(i,0) = [a1, b1]× · · · × [ai−1, bi−1]× {ai} × [ai+1, bi+1]× · · · × [an, bn] ,

B(i,1) = [a1, b1]× · · · × [ai−1, bi−1]× {bi} × [ai+1, bi+1]× · · · × [an, bn] .

Sei ψ(i,j) = ψ|B(i,j)
und M(i,j) = ψ

(
B(i,j)

)
. Dann definiert man für ω ∈ Ωn−1

1 (M)

∫

∂(M,ψ)

ω =
n∑

i=1

(−1)i+1

(∫

M(i,1),ψ(i,1)

ω −
∫

M(i,0),ψ(i,0)

ω

)
. (15.1)

Für mehr allgemeine n-dimensionale Mannigfaltigkeiten M , die sich parametrisieren
lassen durch endlich viele solcher Blöcke, kann man diese Definition anwenden für die
Summe der Blöcke. Dann sollen jedoch die folgenden Bedingungen erfüllt sein:

167
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x1

x2

Abbildung 15.2: (15.1) in R2: Randintegrale mit positivem Vorzeichen in rot; mit negativem in
blau.

Out[61]=

x1
x2

x3

x1
x2

x3

Abbildung 15.3: (15.1) in R3: Randintegrale mit positivem Vorzeichen in rot; mit negativem in
blau.

Bedingung 15.2 Es gibt endlich viele reguläre Parametrisierungen {(ψi, Ui) ; 1 ≤ i ≤ N}
mit Ui ⊂ Rn offen und derart, dass es abgeschlossene Blöcke Bi ⊂ Ui gibt mit

�

⋃
1≤i≤N

ψi (Bi) = M ,

� ψi (B
◦
i ) ∩ ψj

(
B◦j
)

disjunkt, und,

� wenn ψi (Ui) ∩ ψj (Uj) 6= ∅, dann soll für φji = ψi ◦ ψinvj gelten, dass

sgn
(
det
(
Dφji

))
= 1.

Diese letzte Bedingung bedeutet, dass die Orientierung sich nicht ändert. Um überhaupt
von Orientierung sprechen zu können, muss die Mannigfaltigkeit orientierbar sein. Nur
orientierbare Mannigfaltigkeiten haben eine (stetige) Volumenform, denn Folgendes gilt:

Lemma 15.3 Eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist orientierbar (Def. 11.10)
nur dann, wenn sie eine stetige Differentialform vom Grad m besitzt, die nirgends ver-
schwindet.

Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, dann definiert man für ω ∈ Ωk
1 (M) mit Mi =

ψi (Bi) ∫

M,{ψi}Ni=1

ω =
N∑

i=1

∫

Mi,ψi

ω. (15.2)

Ein Integral wie in (15.2) über das Möbiusband ist so nicht wohldefiniert.
Für ω ∈ Ωn−1

1 (M) definiert man

∫

∂(M,{ψi}Ni=1)
ω =

N∑

i=1

∫

∂(Mi,ψi)

ω. (15.3)
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Man soll bemerken, dass bei anliegenden Mi und Mj das Integral über den gemeinsamen
Rand wegfällt, da dieses Randteil mit entgegengesetzten Vorzeichen aufgeführt wird.

Abbildung 15.4: Gemeinsame Ränder von Mi und Mj liefern keinen Beitrag im Randintegral,
weil sie entgegengesetzte Vorzeichen haben.

Man könnte denken, dass man mit Blöcken nur eckige Teile von Mannigfaltigkeiten
erreichen kann. Anhand von Abbildung 15.5 sieht man, dass dies nicht so ist.

Abbildung 15.5: Eine halbe Sphäre kann man mit 5 ,,Rechtecken” eindeutig parametrisieren.

15.2 Beweis des Stokesschen Satzes

Theorem 15.4 (Stokes (fast) allgemein) Sei M eine k-dimensionale orientierbare
Mannigfaltigkeit in Rn und sei ω ∈ Ωn−1

1 (M). Sei {(ψi, Bi) ; 1 ≤ i ≤ N} eine Parame-

trisierung für M =
⋃

1≤i≤N
ψi (Bi) wie in Bedingung 15.2, dann gilt

∫

M,{ψi}
dω =

∫

∂(M,{ψi})
ω.

Bemerkung 15.4.1 Vielleicht sollte man
∫
∂(M,{ψi}) ω|T∂M statt

∫
∂(M,{ψi}) ω schreiben.

Beweis. Es reicht, wenn wir diesen Satz beweisen für eine Mannigfaltigkeit M , die nur
eine Parametrisierung (ψ,B) braucht. Für die Form ω gibt es f1, . . . , fn ∈ C1 (B;R)
derart, dass

ψ∗ (ω) =
n∑

i=1

fi dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn.
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Man erhält unter Verwendung von dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi, also auch dxi ∧ dxi = 0, dass

ψ∗ (dω) = d (ψ∗ (ω)) =
n∑

i=1

dfi dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

=
n∑

i=1

n∑

j=1

∂fi
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

=
n∑

i=1

∂fi
∂xi

dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

=

(
n∑

i=1

(−1)i+1 ∂fi
∂xi

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Setzen wir B = [a1, b1]× · · · × [an, bn],

B̃i = [a1, b1]× · · · × [ai−1, bi−1]× [ai+1, bi+1] · · · × [an, bn]

und dx′i = dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxn. Es folgt mit Fubini und dem Hauptsatz der Integral-
rechnung, dass

∫

M,ψ

dω =

∫

B

(
n∑

i=1

(−1)i+1 ∂fi
∂xi

)
dλn =

n∑

i=1

(−1)i+1

∫

B̃i

(∫ bi

ai

(
∂fi
∂xi

)
dxi

)
dx′i

=
n∑

i=1

(−1)i+1

∫

B̃i

(f (x1, . . . xi−1, bi, xi+1, . . . , xn)− f (x1, . . . xi−1, ai, xi+1, . . . , xn)) dx′i

=
n∑

i=1

(−1)i+1

(∫

M(i,1),ψ

ω −
∫

M(i,0),ψ

ω

)
=

∫

∂(M,ψ)

ω.

Da wir eine eindeutige Parametrisierung M =
⋃

1≤i≤N
ψi (Bi) angenommen haben, ist man

fertig, wenn man die Idee in Abbildung 15.4 verstanden hat.

Der Satz gilt auch für nette Mannigfaltigkeiten, die sich nicht unbedingt direkt mit
Blöcken parametrisieren lassen, sondern noch eine zusätzliche Approximation brauchen.
Durch das Zurückziehen ist man in Rn und dann kommt man weiter mit dem üblichen
Lebesgue-Integral.

15.3 Beweis des Integralsatzes von Gauß

Der Satz von Gauß in Rn (Satz 13.17) sagt Folgendes:

Sei U ⊂ Rn offen und beschränkt und sei ∂U ∈ C1. Sei v ∈ C1(Ū ;Rn) und
sei n der auswärts gerichtete Normaleneinheitsvektor auf ∂U und dσ = d (∂U)
das Oberflächendifferential. Dann gilt

∫

U

∇ · v dRn =

∫

∂U

v · n dσ.

Beweis des Satzes 13.17. Fassen wir U ⊂ Rn auf als Mannigfaltigkeit. Weil

v y dx1 ∧ · · · ∧ dxn =
n∑

i=1

(−1)i+1 vi dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn
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gilt, findet man

d (v y dx1 ∧ · · · ∧ dxn)

=
n∑

i=1

(−1)i+1
n∑

j=1

∂vi
∂xj

dxj ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

=
n∑

i=1

(−1)i+1 ∂vi
∂xi

dxi ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn

= (∇ · v) dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
Es folgt mit Stokes, dass

∫

U

∇ · v dλ =

∫

U,I

∇ · v dRn =

∫

U,I

d (v y dx1 ∧ · · · ∧ dxn)

=

∫

∂(U,I)

(v y dx1 ∧ · · · ∧ dxn)|Tx(∂U) .

Wenn man den auswärtigen Normaleneinheitsvektor an der Stelle x mit n (x) bezeichnet,
hat man

v = (v · n) n + w

mit w tangential an ∂U . Es folgt

(v y dx1 ∧ · · · ∧ dxn)|Tx(∂U)

= (v · n) (n y dx1 ∧ · · · ∧ dxn)|Tx(∂U) + (w y dx1 ∧ · · · ∧ dxn)|Tx(∂U) .

Man bedenke, dass n Vektoren {w, u1, . . . , un−1} in einem (n− 1)-dimensionalen Teil-
raum, hier der Tangentialraum Tx (∂U), linear abhängig sind, und dann folgt aus der
Antisymmetrie der Differentialform, dass

(w y dx1 ∧ · · · ∧ dxn) (u1, . . . , un−1) = (dx1 ∧ · · · ∧ dxn) (w, u1, . . . , un−1) = 0.

Man findet ∫

∂(U,I)

(v y dx1 ∧ · · · ∧ dxn)|Tx(∂U)

=

∫

∂(U,I)

(v · n) (n y dx1 ∧ · · · ∧ dxn)|Tx(∂U) =

∫

∂U

(v · n) d (∂U) . (15.4)

Mehr allgemeiner zeigt man:
∫

(U,ψ)

div v dU =

∫

∂(U,ψ)

(v · n) d (∂U) .

Hier kann U sogar eine Mannigfaltigkeit sein.

Für Korollar 13.18 bemerke man, dass

div (g grad f − f grad g) = (∆f) g − f (∆g) .

Es folgt, dass
∫

U

((∆f) g − f (∆g)) dλ =

∫

U

div (g grad f − f grad g) dRn

=

∫

U

(g grad f − f grad g) · nd (∂U) =

∫

∂U

(
∂f

∂n
g − f ∂g

∂n

)
d (∂U) .
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Beispiel 15.5 Sei

K = {(x, y, z) ; 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 und 0 ≤ z ≤ 1}

und v (x, y, z) = (3x, xy, 2xz) . Wir berechnen

∫

K

(∇ · v) dV =

∫ 1

x=0

∫ 1

y=0

∫ 1

z=0

(3 + x+ 2x) dzdydx

=

∫ 1

x=0

∫ 1

y=0

(3 + 3x) dydx =

∫ 1

x=0

(3 + 3x) dx = 41
2

und

x

y

z

∫

∂K

(v · n) dσ =

(∫

Links

+

∫

Vorne

+

∫

Rechts

+

∫

Hinten

+

∫

Oben

+

∫

Unten

)
(v · n) dσ

=

∫ 1

x=0

∫ 1

z=0




3x
0

2xz


 ·




0
−1
0


 dxdz +

∫ 1

y=0

∫ 1

z=0




3
y
2z


 ·




1
0
0


 dydz +

+

∫ 1

x=0

∫ 1

z=0




3x
x

2xz


 ·




0
1
0


 dxdz +

∫ 1

y=0

∫ 1

z=0




0
0
0


 ·



−1
0
0


 dydz +

+

∫ 1

x=0

∫ 1

y=0




3x
xy
2x


 ·




0
0
1


 dxdy +

∫ 1

x=0

∫ 1

y=0




3x
xy
0


 ·




0
0
−1


 dxdy

=

∫ 1

y=0

∫ 1

z=0

3dydz +

∫ 1

x=0

∫ 1

z=0

xdxdz +

∫ 1

x=0

∫ 1

y=0

2xdxdy = 3 +
1

2
+ 1 = 41

2
.

Der Satz von Gauß hat es also richtig vorhergesagt.

15.4 Beweis des klassischen Stokesschen Satzes

Die klassische Formulierung des Satzes von Stokes lautet:

Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in R3. Sei v ∈ C1(Ū ;R3) und
sei n ein stetiger Normaleneinheitsvektor auf M und dσ das Oberflächendifferential.
Dann gilt ∫∫

M

(∇× v) · ndσ =

∫

∂M

v · τds,

wobei der Tangentialvektor τ sich zu n links herum dreht.

Beweis von Satz 13.19. Man hat

∇× v =




∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3
∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2


 .

Definieren wir die Differentialform ω von Grad 1 durch

ω = v1dx1 + v2dx2 + v3dx3 (15.5)
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Abbildung 15.6: In der klassischen Fassung des Stokesschen Satzes verhalten sich der Norma-
lenvektor (in grün) und die tangentiale Richtung (in rot) wie Finger und Daumen der rechten
Hand. Siehe auch Abbildung 13.3.

dann folgt

dω =
∂v1

∂x2

dx2 ∧ dx1 +
∂v1

∂x3

dx3 ∧ dx1 +
∂v2

∂x1

dx1 ∧ dx2+

+
∂v2

∂x3

dx3 ∧ dx2 +
∂v3

∂x1

dx1 ∧ dx3 +
∂v3

∂x2

dx2 ∧ dx3

=

(
∂v3

∂x2

− ∂v2

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 +

(
∂v1

∂x3

− ∂v3

∂x1

)
dx3 ∧ dx1+

+

(
∂v2

∂x1

− ∂v1

∂x2

)
dx1 ∧ dx2. (15.6)

Wie in (15.4) hat man für ein Vektorfeld z = (z1, z2, z3)T , dass

∫∫

M

z · ndσ =

∫∫

M

z1 dx2 ∧ dx3 + z2 dx3 ∧ dx1 + z3 dx1 ∧ dx2.

So findet man für ω aus (15.5), also mit dω wie in (15.6), aus dem allgemeinen Satz von
Stokes, dass mit passender Parametrisierung gilt

∫∫

M

(∇× v) · ndσ =

∫

M,ψ

dω =

∫

∂(M,ψ)

ω

=

∫

∂(M,ψ)

(v1dx1 + v2dx2 + v3dx3) =

∫

∂M

v · τds.

Die Parametrisierung für den zweiten Schritt führt dazu, dass der Normaleneinheits-
vektor n und der tangentiale Vektor τ eine feste Orientierung haben.
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Beispiel 15.6 Sei v (x, y, z) = (y2, x, z2) und

M =
{

(x, y, z) ; z = x2 + y2 ≤ 1
}
.

Wir nehmen n nach oben gerichtet und berechnen

∫∫

M

(∇× v) · ndσ und

∫

∂M

v · τds.

Zum ersten Integral brauchen wir

-1

0

1

-1
0

1

0

0.5

1

1.5

∇× v =




∂v3

∂y
− ∂v2

∂z
∂v1

∂z
− ∂v3

∂x
∂v2

∂x
− ∂v1

∂y


 =




0− 0
0− 0
1− 2y




und n. Parametrisieren wir M durch ψ (x, y) =




x
y

x2 + y2


 folgt

∂ψ

∂x
=




1
0

2x


 ,

∂ψ

∂y
=




0
1
2y


 und

∂ψ

∂x
× ∂ψ

∂y
=



−2x
−2y

1


 ;

∂ψ
∂x
× ∂ψ

∂y
ist ein Vektor orthonormal auf ∂M . Normalisieren und die richtige Richtung

nehmen führt einen zu

n =
±∂ψ
∂x
× ∂ψ

∂y∥∥∥∂ψ∂x ×
∂ψ
∂y

∥∥∥
=

1√
4x2 + 4y2 + 1



−2x
−2y

1


 .

Es folgt1

∫∫

M

(∇× v) · ndσ =

∫∫

M




0− 0
0− 0
1− 2y


 · 1√

4x2 + 4y2 + 1



−2x
−2y

1


 dσ

=

∫∫

x2+y2≤1

1− 2y√
4x2 + 4y2 + 1

√
det

(
1 + 4x2 4xy

4xy 1 + 4y2

)
dxdy

=

∫∫

x2+y2≤1

(1− 2y) dxdy = π.

1Beim Normalisieren fanden wir
(√

4x2 + 4y2 + 1
)−1

und bei dσ den Faktor
√

4x2 + 4y2 + 1. Dass

so etwas kein Zufall ist, sieht man, wenn man zurückgeht zu der Ableitung von

√
det

((
∂ψ
∂xi
· ∂ψ∂xj

)
ij

)
.

Es ist dann auch einfacher ndσ gemeinsam zu berechnen:

ndσ “=” ±
(
∂ψ

∂x
× ∂ψ

∂y

)
dxdy. (15.7)

Die Gänsefüßchen stehen da, weil man hier ein Integral über eine Mannigfaltigkeit zurückzieht auf das
Parametrisierungsgebiet. Genauer wäre zu schreiben, mit v ein Vektorfeld auf M , dass

∫

M=ψ(U)

v · ndσ = ±
∫

U

(v ◦ ψ (x, y)) ·
(
∂ψ

∂x
× ∂ψ

∂y

)
dxdy.



15.4 Beweis des klassischen Stokesschen Satzes 175

Wir finden auch mit (x, y, z) = (cosϕ, sinϕ, 1), dass

∫

∂M

v · τds =

∫ 2π

ϕ=0




(sinϕ)2

cosϕ
1


 ·



− sinϕ
cosϕ

0


 dϕ

=

∫ 2π

ϕ=0

(
− (sinϕ)3 + (cosϕ)2) dϕ = π.

Stokes hätte nur einmal gerechnet.
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