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Variationsrechnung

Einfiihrung

1.1 Die Brachistochrone als Beispiel

Eines der ersten Beispiele, bei der Variationsrechnung gehol-
fen hat ein konkretes Problem zu l6sen, ist die Brachistochro-
ne. Wie man nachschlagen kann, heifit SpaytoTos (brachis-
tos) kiirzeste und yporvos (chronos) Zeit. Die Frage ist, wie
man auf die schnellste Art nur durch die Schwerkraft von
(20, 2z0) nach (xy,21) kommt (mit z; < zp), wenn man iiber
einer Kurve zwischen diesen beiden Punkte fahrt. Diese Kur-
ve soll man bestimmen. In moderner Sprache: Welche Achter-
bahn ohne Reibung geht am schnellsten?

Welche dieser beiden Punkte es genau sind, ist unwichtig,
aber um konkret zu bleiben nehmen wir (0,0) und (6, —1).
Man startet mit Geschwindigkeit 0. Welche Kurve sorgt fiir
die schnellste Verbindung?

Das Problem trennt sich in drei Teilprobleme:
I Die physikalische Herleitung. Diese Herleitung gehort

nicht direkt zu Variationsrechnung, aber werden wir hier
machen zur Illustration.

Kapitel 1

IT Das eigentliche variationelle Problem.

IIT Die Losung der Differentialgleichung. Bei diesem Beispiel
sollte man die Losung, wenn man eine Vorlesung zu DGL
gehort hat, schon bestimmen koénnen.

Abbildung 1.1: Welche Achterbahn fithrt am schnellsten zum Ziel?



Physikalische Herleitung
Die Energiegleichung
Epot + Ekin =0
bringt
mgh + im ('Uf + vg) =0, (1.1)

wobei h die Hohe, m die Masse, ¥ = (v, v3) die Geschwindig-
keit und g¢ die Gravitationskonstante ist.

Weil v; = dt, gilt fiir die Zeit von x = 0 bis x = 6 mit Hilfe

der inversen Funktion x +— ¢ (x), dass
6

T = £(6) — £ (0) :/6t’(:v)dx: L

0o U1
Schreibt man an der Stelle z fiir die Hohe h = —u(x), und
nimmt man die Geschwindigkeiten nach rechts und nach unten
positiv, so folgt vy = v'(x)vy und

5] = /12 + 02 = /1 + (W (2)) v

Mit (1.1)) finden wir

1 1) 1+ @)

vy Vi + 3 V2gu(x)
Die Zeit T'(u), die man braucht um tiber die Kurve (x,u(x))
von (0,0) nach (6,1) zu kommen, betrédgt so

/ @) zgu (1.2)

wobei man sich beschrinkt auf Kurven, fiir die gilt u(0) =0
und u(6) = 1. Man nennt eine Funktion 7', die auf Funktionen
wirkt, ein Funktional.

Kapitel 1, Einfiihrung

Variationelle Betrachtungen

Das Funktional 7" (u) ist eine Funktion von Funktionen und
wir wollen eine Funktion u finden, die dieses 7" minimal macht.
Weil man innerhalb von T" eine Ableitung von u findet, neh-
men wir an, dass wir differenzierbare Funktionen brauchen.
Um sicher zu sein, dass das Integral existiert, nehmen wir so-
gar an, dass u stetig differenzierbar ist.

Wenn man eine solche minimierende Funktion » hat, kann
man versuchen einige Eigenschaften zu finden. Eine grobe
Herleitung geht wie folgt: Stort man die minimierende Kurve
u ein wenig, sagen wir durch 7 ¢(z), wobei ¢ eine Storungs-
funktion und 7 € R ein Parameter ist, dann soll gelten

T(u+71p) = T(u).

Wenn man 7 — T (u + T7¢) ableiten kann, folgt fiir dieses u
und fiir alle ¢, die erlaubt sind, weil diese Funktion fiir 7 = 0
ein Minimum haben soll, dass

%T(U—FTQO):OHH'T:O.

Da u(0) = 0 und u(6) = 1 erhalten bleiben sollen fiir u + 7¢,
miissen die Randwerte ¢(0) = ¢(6) = 0 gelten. Es folgt mit ei-
nigen direkten, jedoch technisch miithsamen Rechenschritten:

0 1+ (w/(z) + ¢/ (2))°
a7_T(u—i-Tg0 \/_87'/ \/ D)+ 7o) dx

_ 1 (W (z)+7¢' (2)) ,
T Vg xr
V29 /0 <\/“(l“)+w(w)\/1+(u’(z)+wf(m))2 ¥'(z)

1
(W@t @)?)?
2u(z)+ro(x)) 3 ple) ) do.




1.1 Die Brachistochrone als Beispiel
Man definiert

oT(uip) = (g Tlus o)) =

=0

6 9 1
1 o/ (x) / (1+(' (x))?) 2
— r)— ~——F—p(x) | de, (1.3
V29/0 (x/u(a:n/u(u/(x))?@() 2(u(z)) #() (13)

und nennt ¢ — 97 (u; @) in die erste Variation von T’
an der Stelle u.

Wir suchen also u derart, dass 0T (u; ¢) = 0 fiir alle passen-
den . Wenn wir jetzt annehmen, dass u sogar zweimal stetig
differenzierbar ist, konnen wir partiell integrieren und finden

6 ’ / 2
0= v (2) (g) — Y @F ) dx
A(%Mwww>2wﬁw>

6

()
x
[\/uu)\/u(u'(x)ﬁ 3 ﬂ 0

6 1
u/(x) 1+ ())?
— — x)dx.
/0 ( (\/u<x>\/1+(u'<z>)2) 2(u(z)) ) #(7)
Verwenden wir ¢(0) = ¢(6) = 0, so folgt

6 /
. u'(z) N I+ (2))? dr =0
/0 ( (\/u<x>\/1+<u'<x>>2) 2(u(z))? )w(x) L=

Lemma 1.1.1 Wenn v € C (a,b) derartig ist, dass

[S[Y

+

b
/ v(z) p(x) de =0 fir alle p € C° (a,b), (1.5)

dann gilt v = 0 auf (a,b). Hier ist C§° (a,b) die Menge al-
ler unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die aufSerdem
einen kompakten Trager innerhalb (a,b) haben.

Dieses Lemmal|l.1.1]ist eine einfache Version vom sogenann-
ten Hauptlemma der Variationsrechnung.

Fir (1.4) folgt mit diesem Lemma, dass

/
! 14 (w)?
- “ - () —0,  (L6)
Va1 + (w)? 2u’/?

wenn man annimmt, dass der Ausdruck zwischen den Klam-
mern in (|1.4)) stetig ist.

Bemerke, dass die erste Variation des Funktionals T" so eine
Differentialgleichung geliefert hat.

Losung der Differentialgleichung

Um die Geschichte zu vervollstdndigen, zeigen wir hier noch
kurz, wie man ([1.6)) mehr oder weniger explizit 16sen kann.

Mit (1.6]) findet man

1 + (UI)Q U, /
N u pr—
Vi Vi1 + (@)’
/
1 + (u/)2 Ul /
2u3/? 2 w=0,
Vay/1+ ()
und weil
1+ (UI)2 u 1

— u =

Ve N+ @y



gilt, folgt
1

Viy/1+ (')’

Daraus wird eine trennbare Differentialgleichung:

= ¢, mit ¢; € RT.

Yo =41

A —u
mit Anfangswert u(0) = 0. Substituieren wir u = 3¢i (1 — &),
so folgt

1, [1—¢, 1, ¢6-1
j:]_:—— 2 ) /:_ 2— /
2N T3¢ ~ 24 1_525
1 /
:50% (— 1 — &% + arccos (€)

und mit z = 0 fiir £ =1, dass

tr = %cf (—\/ 1 — & + arccos (5)) :

Bedenkt man, dass x > 0 und setzt man s = arccos (§), so
folgt eine Losung in Parameterform, nédmlich eine Zykloide:

(2)=a(;zm0)

Witzigerweise haben wir unterwegs einige Annahmen ge-
macht, ndmlich dass die Losung zweimal stetig differenzier-
bar ist, die im Nachhinein betrachtet nur teils erlaubt waren.
Zwar sind t — x (t) und t — u(z(t)) stetig differenzierbar
und das ist sehr angenehm, wenn man auf der Achterbahn
fahrt, jedoch ist x — wu (z) nicht differenzierbar in 0.

Aufgabe 1.1 Welche Kurve macht die schnellste Verbindung,
wenn man anfingt mit Geschwindigkeit |v] = 17

Kapitel 1, Einfiihrung

Abbildung 1.2: Aus dieser Familie sucht man sich jetzt die Funk-
tion, bei der die Randbedingung u(6) = —1 erfiillt ist ...

1 2 3 4 5 6

Abbildung 1.3: ... und sollte diese Funktion finden.

1.1.1 Zweck und Ziel der Variationsrechnung

Gegeben sei ein Funktional J : B +— R

J(u) = /QF(x,u(a:),Du(:v)) dx. (1.7)

Hier sind Q C R™, B ={u :  — R passende Funktionen} und
F: QxR xR"+— R eine geniigend glatte Funktion. Mit D
ist die Ableitung gemeint; im mehr-dimensionalen Fall wére
es der Gradient.

Die generische Aufgabe in der Variationsrechnung
st es, eine solche Funktion u zu finden, dass J in



1.2 Raume stetiger Funktionen

u einen stationdren Punkt hat. Meistens sucht man
ewn Minimum und das passt genau zum Prinzip der
minimalen Energie aus der Physik.

Das Finden einer solchen Funktion besteht meistens nicht
aus der Konstruktion einer expliziten Formel, sondern be-
schéftigt sich eher mit Existenz, Eindeutigkeit und moglichen
Regularitatseigenschaften einer solchen Losung.

Grob gesagt gibt es zwei Richtungen in der Variationsrech-
nung:

e Die klassische Variationsrechnung:

Das Funktional Minimum?

1 T
(Partielle) Differentialgleichung —  Regulédre Losung

e Die direkten Methoden der Variationsrechnung:

Das Funktional Regularitét?
\J T
Minimum mit Hilfe

der Funktionalanalysis Schwache Losung

Eine reguldre Losung ist eine Funktion, die die Differential-
gleichung im klassischen Sinne erfiillt. Bei vielen Anwendun-
gen existiert so eine Losung nicht. Eine schwache Losung ist
eine Verallgemeinerung des Losungsbegriffes, die breitere An-
wendungsmoglichkeiten hat aber bei der machmal die Werte
nicht punktweise definiert sind.

Man kann mit Numerik die Losungen bei variationellen Pro-
blemen versuchen zu approximieren. Fiir eine Differentialglei-
chung, die man bei der klasssischen Variationsrechnung ver-
sucht zu finden, sind Finite Differenzen eine oft verwendete
Methode. Wahrenddessen werden Finite Elemente oft verwen-
det bei diskreten Approximationen in den direkten Methoden.

1.2 Ré&ume stetiger Funktionen

WEeil in der Variationsrechnung Funktionale betrachtet wer-
den, braucht man genaue Absprachen iiber die Funktionen-
rdume auf dem diese Funktionale wirken. Wir fangen an mit
stetigen Funktionen, die definiert sind auf (einer Teilmenge
von) R"™. Man verwendet in der Notation das C von conti-
nuous und einen Index fiir spezielle Bedingungen.

Notation 1.2.1 Sei A eine Menge.

1. C(A) = {u:A— R;u stetig} ist der Vektorraum der
stetigen Funktionen von A nach R.

2. Cp(A) = {ue C(A) und ||u|| < oo} ist der Raum der
beschrdnkten stetigen Funktionen. Dieser Teilraum von
C(A) ist derart, dass es fir jedes u ein M, € R gibt mit
lu(x)| < M, fir alle x € A.

3. Co(A) = {u e C(A) und supp(u) € A°}, also der Teil-
raum von C(A) der Funktionen u fir die der Tréger

supp(u) = {u () # 0}

kompakt innerhalb von A° liegt.



4. CO(A) = {'LL € C(A) und hmxﬁaA oder ||z||—oco U(ZL‘) = 0}
1st der Vektorraum der stetigen Funktionen u, die ‘am
Rand’ 0 werden: Wenn {x,}, .y C € eine Folge ist mit

lim z, = 2" € 0Q oder lim ||z,|| = oo,
n—oo n—oo

dann gilt lim u (z,) = 0.
n—oo

021

02 04 \zﬁé\/ﬁ 10
—o2f

12}
10}
o8l
o6l
04l

02

L L L L
02 04 06 08 10

Abbildung 1.4: Graphen typischer Funktionen aus C3((0,1)),
C.(]0,1]) bzw. Cy([0,1]).
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Bemerkung 1.2.2 In der Literatur sind die Notationen nicht
eindeutig. Manchmal wird mit C(A) eigentlich Cy(A) gemeint
und mit Cyo(A) oder Cy (A) der Raum C.(A). Manchmal
macht man Unterschiede fiir A kompakt, A offen und be-
schrinkt und A offen und unbeschrdankt.

Wenn nur bekannt ist, dass A C R", dann hat C'(A) noch
wenig Struktur. Wenn jedoch A kompakt ist, dann weiss man,
dass jede stetige Funktion auf A beschrankt und gleichméaflig
stetig ist. Auf ein Kompaktum ist das Supremum einer ste-
tigen Funktion auch das Maximum. Weil das Supremum so
endlich ist, kann man so eine Norm definieren und sogar be-
weisen, dass dieser normierte Raum gute Eigenschaften hat:

Theorem 1.2.3 Sei 2 C R" ein b_eschrdnktes Gebieltl Dann
ist der normierte Vektorraum (C(Q), || . @ ) mit Norm de-
finiert durch

lulleg) = llullo = sup|u(z)|
e

sogar ein Banachraum.

Bemerkung 1.2.4 || . || : X — [0,00) heifit eine Norm auf
X, wenn

1 |lullx >0 und ||ul|y =0 u=0 fir alle w € X;

2. |leu|lx = || |ullx fir allew € X und ¢ € R (oder C);

'Die Menge Q C R™ heifit ein Gebiet (in Englisch domain), wenn
Q offen und zusammenhéngend ist. Beschrénkt heifit Q C Bgr(0) fiir
eine Zahl R. Mit € ist der Abschluss von {2 gemeint, also mit Rand:

Q=0QuUoN.



1.2 Raume stetiger Funktionen

3. lu+vlly < llull + llolly fir alle u,v € X.

Bemerkung 1.2.5 FEin normierter Vektorraum ist vollstindig,
wenn jede Cauchy-Folge auch konvergent ist mit Grenzwert
i dem Raum. Finen wvollstindigen normierten Vektorraum
nennt man Banachraum.

Beweis. Zuerst soll man zeigen, dass (C’(Q), Il - ||C(Q)) ein

normierter Vektorraum ist, und der erste Schritt dabei ist, zu
zeigen, dass die Norm wohldefiniert ist. Sei u € C'(€2). Weil Q
kompakt ist, existiert max,q |u (z)| in R und

Die weiteren Eigenschaften der Norm zeigt man sofort.
Die Vollsténdigkeit von <C Q, - | C(Q)) braucht mehrere
Schritte.

e Eine Cauchy-Folge konvergiert punktweise: Nehmen wir
eine Cauchy-Folge {uy}, . und sei ¢ > 0. Dann gibt es
N. € N derart, dass n,m > N, impliziert ||u, — ], <
e. Dann ist auch {uy, ()}, oy eine Cauchy-Folge, diesmal
in R, und weil R vollsténdig ist, existiert

U(z):= lim u, (z).

n—oo

e Der Limes ist stetig: Nehmen wir an, U ist nicht stetig auf
Q. Dann gibt es x € Q, g9 > 0, und eine Folge {z,}, .y
mit lim,, oo 2, = x und |U (x,) — U (x)| > €. Im ersten
Schritt legen wir n; € N wie folgt fest: n; ist derart,
dass fiir n,m > ny gilt ||u, — un| < €o0/4. Weil u,,

stetig ist, gibt es Jp derart, dass fiir |z, — x| < Jp gilt
|tn, () — un, (z)| < o/4. Man findet fiir |z, — 2| < Jo
und alle k,m > nq, dass

ke (2n) — um ()] <
< Jug (2n) = Uny (@0)] + |ty (20) — Up, (2)]
+ |ty (2) =t ()| < 3e0.
Nehmen wir nun ein solches x,, mit |z, — z| < §p und weil
ug (z,) — U (x,) fir &k — oo und weil auch wu,, () —
U (z) fiir m — oo, folgt |U (z,) — U (z)| < 3&o, ein Wi-
derspruch.

e U ist der punktweise Limes. Ist es auch der Limes in der

Norm? Zu zeigen ist, dass lim, o [|[U — un|| = 0. Auch
dies folgt aus der Dreiecksungleichung: fiir jedes x €
findet man

U (z) = un (2)] < |U (@) = tm (2)] + [um (2) — un ()]
<|NU (%) = tm (2)] + ||t — unl| -

Sei ¢ > 0, nehme N derart, dass fiir n,m > N folgt
|wm — un|| < 3e. Als Néchstes blist man m auf, um
U () — um (z)] < 3¢ zu finden. Fiir jedes z € Q und
n > N folgt |U (z) — u, (z)| < €, also auch ||U — u,|| < e.

Es sei nochmals bemerkt, dass Normkonvergenz eine stér-
kere Bedingung ist als die punktweise Konvergenz. Betrach-
ten Sie die Funktionenfolge {uy}, .y C C'[0,1] definiert durch
Up (2) = 770522 Bs gilt lim w, (z) = 0 fiir alle 2 € [0, 1] aber

n—oo
auch
i _ - =1
Tim Ju, =0 = [un (3)] = 5-



Diese Folge konvergiert nicht beziiglich der Norm. Wenn ein
Grenzwert u,, beziiglich der Norm existieren wiirde, wiirde
aus ||tuso — up|| — 0 folgen, dass |us () — u, ()| — 0 und
man findet, dass auch nur u, = 0 als Grenzwert in Frage
kéme.

Abbildung 1.5: Die Funktionenfolge z — —2%— konvergiert nicht

: 1+n2z?
in der [|[|(fo,17-Norm.

Aufgabe 1.2 Wieso st || . ||, keine Norm fiir die stetigen
Funktionen auf ein unbeschrinktes 27

Aufgabe 1.3 Sei Q@ C R" ein unbeschrinktes Gebiet. Ist
eine Norm fiir C,, (Q) ?

[

1.3 Réiume differenzierbarer Funktionen

Fiir einen Multiindex «, das heifit o = (g, g, ..., a,) € N,
setzt man fiir x € R™

¢ = aftxy?.ooann,
O\ 0\™ a\"
pr = (£} (£) .. ,
8:101 8:62 axn
la] = a1 +as+ -+ .

Um die Formulierungen fiir ein und allemal festzulegen, geben
wir die folgenden Definitionen. Auch hier ist €2 ein Gebiet in
R™; € ist die zugehorige abgeschlossene Menge.

Kapitel 1, Einfiihrung

Definition 1.3.1 Vektorraume stetiger und differenzierbarer
Funktionen auf offenen Mengen.
1 B .  u 1st differenzierbar und
LY = {“'Q%R D e Q) firi=1,...,n

u ist differenzierbar und

k _ . .
2 ¢ (m—{“'g_)R SLe CHNQ) firi=1,...,n

N——

Bemerkung 1.3.2 Manchmal sieht man auch C*(£2)
Nis CF(Q). Mit C(Q) sind die Funktionen in C*()
gemeint, die einen kompakten Trager innerhalb 0 haben.
Manchmal findet man diese Funktionen in der Literatur auch

notiert als C§° ().

Definition 1.3.3 Vektorriume stetiger und differenzierbarer
Funktionen auf abgeschlossenen Mengen.

1. CY(Q) = {u : Q — R; u ist differenzierbar und
Jg; € C(Q) mitg—; =g; in Q firi= 1,...,n}.

2. CkQ) = {u : Q — R; u ist differenzierbar und
dg; € C*1(Q) mit g—; = g; in Q) firi= 1,...,n}.

Auch hier kann man wieder die Buchstaben b, ¢ oder 0 unten
anhéngen. Zum Beispiel definiert man, wenn €2 beschrénkt ist,

Cy(Q) = {u € C'(Q); upq =0 und [Vl o0 = O} :

Schreibt man C°(Q2), dann ist C'(Q) gemeint.



1.3 Raume differenzierbarer Funktionen

Auf Intervallen braucht man auch mal Funktionen, die ste-
tig und stiickweise differenzierbar sind. Zum Beispiel

C’;c[a,b]: {fueC'a,b;Fa=ay<ar < - <ap1=b
mit U|ja;,0;,,] € C? [a;, a;41] fiir i = 0,...,k}.

Lemma 1.3.4 Sei Q ein beschrinktes Gebiet in R". Einige
normierte Vektorrdume sind:

(Cl(Q), | - ||C1(Q)> als die stetig differenzierbaren Funk-

tionen mit der Norm definiert durch

lellenay =l + > |
=1

und iterativ:

0
ox;

Y
o0

2. (C’k(Q), | - ||Ck(0)) als die k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen mit der Norm definiert durch

n
el ey =l + > |
=1

Die Ableitungen sind hier wie in Definition definiert.
Man kontrolliert sofort, dass die Eigenschaften einer Norm
erfiillt sind fiir || . [|cr(q)-

Theorem 1.3.5 Se_z' Q) ein beschrinktes Gebiet in R™ und k €
N. Dann ist (C*(Q),]| . Hck(ﬁ)) ein Banachraum.

o)
ox;

(1.8)

o
Ck=1(Q)

Um dieses Ergebnis zu beweisen, verwendet man Theorem
[1.2.3] Zusitzlich soll man jedoch noch zeigen, dass

: 0 d (..
fi (e @) = 5 (i ).

Abbildung 1.6: Die Funktion f mit f(z) = z%sin (%) fir x €
[—1,1] \ {0} und f(0) = 0 ist zwar differenzierbar, weil jedoch
die Ableitung nicht stetig ist, folgt f ¢ C'([~1,1]). Oben ist f
dargestellt und unten f’.
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1.4 Holder-Raume

Zwischen C*(Q) und C**1(Q) liegen auch noch die Hélder-
Réume :

Definition 1.4.1 Fiir v € (0,1] und u : Q — R definiert man
die Seminorn{:

|u(z) — uly)]
u], = sup ————— 1.9
[ ]’Y x#yeQ |ZE - y|’y ( )
1. 0% (Q) = {u : Q — R; u stetig und [ul,, < oo} :
RS B Cue CHQ) und
2. CF(Q) = {u.ﬂ—)R, Do € COND) fir ol =k |

Bemerkung 1.4.2 C%1(Q) sind die Lipschitz-stetigen Funktio-
nen.

Lemma 1.4.3 Sei Q) C R™ ein beschrdnktes Gebiet mit 0S) €
C%!. Sei k € N und o, 8 € (0,1) mit a < 3. Dann gilt

CkH(Q) C Ck’l(Q) C C"“"B(Q) - C”‘”‘“(Q) - Ck(Q)
und alle Inklusionen sind strikt.

Bemerkung 1.4.4 Man sagt 0Q € C%', d.h. der Rand ist
gleichmdf$ig Lipschitz, wenn es endlich viele cartesische Ko-

k
ordinatensysteme (xgm), e ,a:ﬁ{”)) qibt, so dass:
m=1

2Eine Seminorm ist nichtnegative und erfiillt Eigenschaft 2 und 3
einer Norm wie in Bemerkung[1.2.4]

Kapitel 1, Einfiihrung
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Abbildung 1.7: Oben f (z) = (max (0,))*/? und unten f'. Es gilt
fehs (-1,1]) und f' € C%3 ([~1,1)).

k
1. 0 C U B, mit
m=1

B, = U {x(m) e R"; agm) < xgm) < b<m)} ,

1

2. QN B, = {x(m) c Bm;w(m) (xgm)’ o 7C(/,gm)) < gpgm)}’

und

3. M e CON R firm=1,... k.

Beweis. Um die Inklusionen zu zeigen, benutzt man fiir kon-



1.5 Differenzierbarkeit eines Funktionals

Abbildung 1.8: Auf dem Gebiet links, das die Lipschitz-Bedingung
bei der Spitze in (0,0) nicht erfiillt, sind C'(Q)-Funktionen nicht
unbedingt C%1(Q)-Funktionen, wie die differenzierbare Funktion
|z|? Arg(z1 + iz2) rechts zeigt. Man nehme z und y symmetrisch
an gegeniiberliegenden Stellen an dem Schlitz und 148t die beiden
zur Spitze gehen. Wenn der Schlitz geniigend spitz ist, dann wird
der zugehorige Differenzenquotient beliebig grofi.

vexe Gebiete die folgenden Ungleichungen:

|u(z) —u(y)]

< |Vu(0)] fir ein 6 € |x,y
und

u(z) —uly) _ |ulz)—uly)
|z —y[® 2 —yl’

Wenn ein Gebiet nicht konvex ist, jedoch schon diese Lip-
schitzbedingung erfiillt, dann gibt es eine Konstante C5 > 0
so, dass es fiir jedes Paar z,y € Q mit |xr —y| < ¢ einen

11

Polygonzug FP,, von z nach y innerhalb € gibt mit Lénge
lyy < C'lx —yl. Es folgt, dass

u(z) = u(y)l

< C|Vu ()| firein 0 € P,,.
O < C19ue) y

Beispiele, die zeigen, dass die Inklusionen strikt sind, be-
kommt man fiir Funktionen auf [—1,1], indem man den Ex-
ponent p in x — max (0, z)” geschickt wihlt. [

Das néchste Ergebnis werden wir nicht beweisen.

Theorem 1.4.5 Sei 2 ein beschrinktes Gebiet in R", k €
N und v € (0,1]. Dann ist der normierte Vektorraum
(CH(Q), || . vy ), mit der Norm definiert durch

lullora@ = D 1Dl + Y D], (1.10)

|o|<k |o|=F
ein Banachraum. Man nennt C*V(Q) den Holder-Raum der

Ordnung (k,7).

1.5 Differenzierbarkeit eines Funktio-
nals

Wie man bei der Brachistochrone gesehen hat, war es der erste
Schritt, um ein Minimum fiir

J(u) = /QF(x,u(x),Du(x)) dx (1.11)

zu finden, die Gleichung = J(u + 7¢)|,— = 0 anzuschauen.
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Definition 1.5.1 Das Funktional J : X — R heifit Gateaux-
differenzierbar in u € X, wenn

1. B%J(u + T) =0 existiert fiir alle ¢ € Xy und
2. J'(u) = (p %J(u + T¢)jr=0 : Xo — R) stetig ist.

Hier ist Xg C X so gewdhlt, dass p € Xo impliziert, dass
wenn u € X eine zuldssige Funktion ist, auch u + ¢ eine
zuldssige Funktion ist.

Statt J'(u) (¢) schreibt man auch 9.J (u; ¢).

Bemerkung 1.5.2 Bedingung 2. soll man wie folgt lesen: ¢
J'(u)(p) : Xo — R st stetig. Es hat nichts mit maoglicher
Stetigkeit von u — J'(u) zu tun. Manchmal wird Bedingung 2.
auch weggelassen und bekommt dann eine schwdchere Version
von Gateauz-Differenzierbarkeit.

Bemerkung 1.5.3 Wenn u und u+ ¢ beide die gleichen Rand-
bedingungen erfiillen missen, dann kann es sein, dass ¢ am
Rande gleich 0 sein muss, wie wir bet der Brachistochrone ge-
sehen haben. In dem Fall liegt ¢ in einem Teilraum Xy C X.

Definition 1.5.4 Hat man zusdtzlich, dass ¢ +— 0J (u;p) :
Xo — R eine (stetige) lineare Abbildung ist derart, dass die
Bedingung

i [t @) = J(w) — 07 (u; )|

=30 in X el x

=0,

erfillt iwst, dann heifit J : X — R Fréchet-differenzierbar
m .

Kapitel 1, Einfiihrung

Bemerkung 1.5.5 Gateaux-differenzierbar kann man  be-
schreiben wie: J st in u differenzierbar in jede Richtung
e mit J'(u)(—¢) = —J'(u)(p) und diese Richtungsablei-
tungen sind stetig abhdngig von der Richtung. In endlich
dimensionalen Rdaumen ist Fréchet-differenzierbar die ibliche
Differenzierbarkeit.



Variationsrechnung

Die erste Variation

2.1 Definition der ersten Variation

Wenn man eine stationére Stelle, wie zum Beispiel ein Mini-
mum fiir das Funktional in sucht, dann wiirde man, wie
bei Funktionen, die Stelle suchen, wo die Ableitung gleich 0
ist. Das schauen wir uns als Néchstes genauer an.

Sei Q CR*und F : Q2 x RxR" = R eine Funktion und
sei J als Funktion von C! (Q) nach R definiert durch

J () = /QF(x,u (2), Vu(2)) da. 2.1)

Wenn eine Funktion u € C* (Q) das Funktional J minimiert,
dann findet man ein Minimum fiir jede passende Stérungs-
richtung ¢ € C* (Q) Das bedeutet, dass die Funktion

T—J(u+71p):R—>R (2.2)

ein Minimum hat fiir 7 = 0 und wenn J Gateaux-
differenzierbar ist, bedeutet das, dass die Funktion in (2.2))

13
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in 0 einen stationdren Punkt hat, also gilt

0
EJ(U + TQO)‘T:() = 0.
Dies ist die Ableitung von J an der Stelle v in Richtung ¢
und die berechnet man wie folgt:
0 J —-J
—J(u+ TY)jr=0 = lim (ut7¢) (u) =
or 70 T

lim F(;c,u(x)—l—ﬂo(x),Vu(a:)—l—TVgo(;c))—F(x,u(;v),Vu(a:))d:l: _ (*>
T—0 Q T

Wenn man fiir ein konkretes F' begriinden kann, dass man den
Limes und das Integral vertauschen kann, folgt

(*) = / lim Fle.u(e) o). Vule)rVe(e)-Fau).Vu@) g,
Q T—
= /Q (Fu(m, U, Vu())|, 0y P(@) + Fp(,u(2), D)), gy th(x))da:

mit F,(x,u,p) = (6%1}7’(3:, Uy )y, %F(QJ, u,p)).
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Kurzgefasst wird dies

0
EJ(U + TQO)‘T:() =

/Q(Fu(.r, u, Du)p + F,(x,u, Du) - Dy) dx. (2.3)

Es ist iiblich, dass man fiir die Variablen aus €2 x R x R™ die
Notation (z,u,p) verwendet.

Definition 2.1.1 Wenn das Funktional ¢ — 0J(u;p), defi-
niert durch

0
aJ(u; ) == EJ(U + TY) =0

existiert, heifit es die erste Variation von J. In dem Fall nennt
man 0J(u; @) die erste Variation in der Richtung ¢.

Bemerkung 2.1.2 Damit und eine Bedeutung ha-
ben, braucht man Folgendes:

1. Die Ableitungen Vu und Vo sind wohl-definiert, zum
Beispiel fir u,o € C' (). Auch der Raum W' (1),
den wir in Kapitel[J] betrachten werden, kinnte reichen.

2. Das Integral in st wohldefiniert und erlaubt

lim [ ... dx:/lim ... dx.
7—0 Q QT—>O

3. Die Funktion (u,p) — F (z,u,p) ist differenzierbar und
das Integral in 1st wohldefiniert.

Kapitel 2, Die erste Variation

4. Die Funktion ¢ ist so gewdhlt, dass eine Randwertbedin-
gung fir u auch fiir u+T1p erfillt ist. Wenn zum Beispiel
u auf dem Rand von § vorgegeben wird, dann soll p =0
auf OS2 gelten.

Bemerkung 2.1.3 Wir haben hier D fiir Ableitung verwendet.
In einer Dimension gilt Dy = ¢'; in mehreren (n > 2) Di-
mensionen gilt Dy = V¢, wobei V der Gradient ist. Das
Symbol V wird ,nabla” genannﬂ:
0
ox1
V= :

OTn ¥

Der Spaltenvektor V¢ wird aus Platzgrinden oft
als Zeilenvektor geschrieben.

Es gibt auch die Divergenz V - :

U1 (%1,...,56%) .
V - = .(.I'l,...,iCn).

Un (X1, ..., Tp) i=1

Fir ¥V - schreibt man oft auch einfach V und aus dem Kon-
text muss man herausfinden, ob Gradient oder Divergenz ge-
meint 1St.

Wenn die Funktion u ein Minimum von J liefert und J
Gateaux-differenzierbar ist, dann folgt 0.J(u; @) = 0 oder an-
ders gesagt, es gilt die Identitét

/Q (Fu(z,u, Du)p + F,(x,u, Du) - Dy) dx = 0. (2.4)

INabla soll ein hebriisches Wort fiir eine Art von Harfe sein und diese
Harfe sieht aus wie V.



2.1 Definition der ersten Variation

Abhéngig vom Problem gilt fiir alle Funktionen ¢ €
CH(Q) oder p € CL() oder sogar nur fiir ¢ € C>®(Q). Die
Integralgleichung fiir alle ¢ aus der Klasse der Testfunk-
tionen wird die schwache Form der Euler-Lagrange Gleichung
fiir J genannt.

Wie gesagt, die Klasse von Funktionen ¢ ist abhéngig vom
Problem, zum Beispiel von den Randwerten. Bei der Brachi-
stochrone waren die Randwerte von u festgelegt und es wére
@ € CH(Q) N Cy(Q) passend. C(Q) ist eine Teilmenge davon
und wir werden zeigen, dass diese Funktionen meistens schon
reichen, um vom Variationsproblem zur Differentialgleichung
zu gelangen.

Wenn wir annehmen, dass die betreffenden Funktionen ge-
niigend glatt sind, kann man (2.4) mit dem Satz von Gauf
partiell integrieren:

/ (Fu(z,u, Du)p + F,(x,u, Du) - Dp) dx
0

:/ F,(xz,u, Du) ¢ vdo +
o0N

/Q (Fu(x,u,Du) — zil di (gi(l‘ u Du))) o dr. (2.5)

mit 7 dem auswartigen Normalenvektor. Wenn ¢ = 0 gilt auf
09, ist das Randintegral gleich 0 und es folgt aus (2.442.5)),
dass

/Q <Fu(:c,u,Du) - Z;: di <g§;(:€ u Du))> o dr=0

Nehmen wir an, die Formel zwischen den Klammern ist stetig,
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dann folgt

“~ d (OF
Fy(z,u, Du) — ZZI iz, (gpz (x,u Du)) =0, (2.6)
die sogenannte starke Form der Fuler-Lagrange Gleichung fiir

J.

Bemerkung 2.1.4 Man kann (2.6) weiter ausschreiben. In ei-
ner Dimension wird es

F, (z,u,u)—=Fpy (2, u,u')—u'F,, (2, u,u')—u" F,p (z,u,u’) =0

und in mehreren Dimensionen

(x,u, Du) ZF o (@, u, Du) — Zum Fyou(z,u, Du)

— Zumix]. Fpp,(x,u,Du) =0 (2.7)
2

mit uw = u (x) ete.

2.1.1 Intermezzo zu Gaufl

Die ein-dimensionale partielle Integration

/ f(@)d (@)de = [f(2)g(@)]L ~ / f(@)g(x)da

fithrt via den Satz von Fubini-Tonelli, der besagt

/ w(zy, .. xn)d(Ty, .. x,) =
[al,bl]x...[an,bn}

b by
/ / w(xy, ..., xn)de, ... dry,
an al
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also mehrdimensionales Integral gleicht wiederholte ein-
dimensionale Integrale, zu

/ / xl; (xb )dl’ldl’
r’'eA

/ [u(zy, 2" )v(zy, m')]zlza dr’ —
z'€A

L EA/ {El’ (xl’ )dfﬂdx (28)

Das erste Integral nach dem Gleichheitszeichen in (2.8)) ist
ein (n — 1)-dimensionales Integral und wird ein Randintegral,
wenn man auch allgemeinere Gebiete zuldsst. Dies fithrt zu
dem folgenden Ergebnis:

Theorem 2.1.5 (Satz von GauB3) Sei U der auswdirtige Nor-
malenvektor auf 0. Dann gilt fir einmal stetig differenzier-
bare Funktionen u,v : 2 — R, dass

/ 88” d:):—/ U V; da—/ ou 4y dg.
z; ox;
Q o0 Q

Hier gehort de zu dem n-dimensionalen Integral und do zu
dem (n — 1)-dimensionalen Fldchenintegral.

Man kann es auch formulieren fiir @ : Q — R” und verwen-
det dann die Divergenz:

/IU-Vvdx:/ v(w-ﬁ)da—/v(v-w’)dx
Q o9 0

und mit A =V -V =3" 92 und zweimaligem Anwenden,
dass

/Auvdx:/ (Vuv—u Vo) - ﬁda—l—/uAvdz.
Q ) Q

Kapitel 2, Die erste Variation

.

Abbildung 2.1: Um von nach Gaufl zu gelangen vergleicht
man den Flécheninhalt vom Quadrat Fy ganz links mit denen der
beiden Parallelepipeden F; und Fp links und rechts am skizzierten
Stab. Man findet, wenn die linke oder die rechte Seite nicht gerade

dind: ro= (= (1)) 2= (e (1)) B

und dies fithrt hier bei dem Randintegral zu
»dr! = dxydrs = —ve1dog = vy doy©

mit ¥ dem auswirtigen Normalenvektor.

Abbildung 2.2: Q) mit einem auswértigen Normalenvektor



2.2 Das erste Hauptlemma der Variationsrechnung

Weil Vu -7 = % gilt, kann man die letzte Gleichung auch wie
folgt schreiben:

/Auvd$:/ (@v—u@)da%—/uAvdx.
Q 90 aV 31/ Q

Fiir Beweise suche man in der Literatur nach Gaufl und Green.

2.2 Das erste Hauptlemma der Variati-
onsrechnung

Schon ein paar Mal haben wir aus einer Integralgleichung mit
Testfunktionen eine punktweise Gleichung hergeleitet. Wir
formulieren das als Néchstes. Auch hier ist {2 ein Gebiet in
R™, das heifit, 2 ist offen und zusammenhéngend.

Lemma 2.2.1 Sei u € C(Q) und nehme an, dass

/ u(z)p(x) de =0 fir alle p € C(Q). (2.9)
Q
Dann gilt u = 0.

Bemerkung 2.2.2 Dieses Lemma gilt auch noch unter wesent-

lich schwéicheren Bedingungen. Statt u € C()) reicht schon
ue LP(Q).

Beweis. Nehme an, u (zg) > 0 gilt fiir ein zy € Q. Weil u stetig
ist, gibt es eine Umgebung B.(x¢) := {x € R"; |z — 2| < £}
mit Bs.(z9) C Qund u(z) > Ju (z9) > 0 auf B.(z¢). Definiere
die Testfunktionen

_J 7= i 2 € B.(x), 2.10
p(x) { 0 fir x € Q\ B:(z0). (210
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Man zeigt, dass ¢ € C2°(£2) und weil
/u(x)gp(x) dx :/ u(z)p(z) dx
Q Bs($0)

> u(xo)/ o(x) dx >0
B.(z0)

N[ =

gilt, folgt der Widerspruch. |

Abbildung 2.53: Q) , Be (z0), Ba: (z¢) und Testfunktion ¢.

Aufgabe 2.1 Zeige, dass die Funktion ¢ aus in C(2)
liegt.

2.3 Satz beim Minimierungsproblem

Theorem 2.3.1 Sei F € C?(Q xR xR") und definiere fiir
u € CY(Q) das Funktional

J (u) = /QF (,u, Du) da.

Sei C C CH(Q) derart, dass es fiir jedes u € C und ¢ € C(Q)
ein e >0 gibt mit u+tp € C fir allet € (—¢,¢).
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Wenn J : C =R ein globales Minimum in u hat und 6 €
C?*(Q2), dann erfiillt i die Euler-Lagrange Gleichung:

Fiir alle z € Q gilt
V- Fy(z,u(x), Du(x)) — Fy(x,a(z), Du(x)) = 0. (2.11)

Beweis. Man folge der Geschichte vom Paragraph und
benutze Lemma 2.2.71 n

2.4 Minimalfliche
Wenn man den Flacheninhalt einer durch
U (2,y) = (z,y,u(r,y)) : Q CR* 5 R

parametrisierten Oberfliche betrachtet, dann wird dieser In-
halt gegeben durch

ovov  ovov
= [ (B s )asdy
Q Dy dr Oy Oy

Man berechnet sofort, dass

ov ov
I = (1,0,u,) und 8_y =(0,1,u,),

und findet
owor 0w ow
i (Gl Bl ) = (1+a2) (1+0) )
5% oy oy
=1+ |Vul*.

Kapitel 2, Die erste Variation

= / \/ 1+ |Vl dzdy.
Q

Nehmen wir an, diese Oberflache ist fixiert am Rand 0f2 durch
u="v.
Die erste Variation an der Stelle u ist

0 Vu-V
EI (u+ 7'30)|T:0 = / dedy.
Q41+ |Vl

Also folgt

Weil v am Rand fixiert ist, kdnnen wir nur im Innern variieren.
Nehmen wir ¢ € C ! (Q) N Cy (Q), so folgt fiir ein Minimum
u e C?(Q), dass

o—/ Vu Ve dxdy——/V- _ VU dady,
Q

/14 [Vaul?

Dies liefert die Differentialgleichung fiir eine Minimalflache:

v. Y« ) _,

\/ 14 [Vaul?

Fiir radialsymmetrische Randwertprobleme findet man eine
gewohnliche Differentialgleichung, die man sogar explizit l6sen
kann.

2.5 Eine Folge vom Hauptlemma der Va-
riationsrechnung
Obwohl wir hier an einer Dimension interessiert sind, geben

wir das néchste Lemma gleich fiir ein Gebiet (2 in mehreren
Dimensionen.



2.5 Eine Folge vom Hauptlemma der Variationsrechnung

Abbildung 2.4: Bild zu der Minimalfliche zwischen zwei horizon-
talen Ringen, zentriert um die z-Achse.

Lemma 2.5.1 Seiu e C (Q) und nehme an, dass fiir alle p €
Ce(Q)undi=1,...,n gilt

/Qu(z)g;i () dz = 0. (2.12)

Dann gibt es c € R mit u = c.

Bemerkung 2.5.2 Wenn man wiisste, dass u € C" (Q) gilt,
konnte man partiell integrieren und findet dann, dass

&%m¢mwm=—[g@ﬁwmwmzo

Mit Lemma bekime man 2%(z) = 0 und auch, dass
i = u(T1,. .., Ty ..., X,) konstant wire. Wenn dies in jede
Richtung gilt, folgt das gewiinschte Ergebnis.

Beweis. In einer Dimension geht es wie folgt: Fixiere irgend-
eine Funktion x € C*(R), die die folgenden Eigenschaften
hat:

x) =0 fiir x < &, z)=1firz> 2
x(x) <1 x@) 0 (2.13)
und x'(x) > 0 fir z € R.
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Abbildung 2.5: ein Bild von x.
Sei ¢ € C2° (a,b) und definiere

x b
wie) = [ etslds = x (22) [ ets)as.
Dann folgt ¢(a) = 0 = 1 (b) und sogar, dass der Triager von

Y innerhalb (a,b) liegt. Also gilt auch ¢ € C° (a,b). Weiter

hat man

0= / " w2

und es folgt mit Lemma [2.2.1], dass

b
u(x) = ﬁ/ X (ﬁ) u(s)ds = konstant.

In mehreren Dimensionen betrachtet man erst ein Rechteck
R innerhalb Q, und setze R := [a,b] x R C R x R""'. Fiir
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¢ € C*(R) nimmt man analog wie vorher,

x1 b
¢(x1,:p’):/ gp(s,x’)ds—x(%)/ (s, x')ds.

Auch der Trager von 1 liegt innerhalb R und auf &hnliche Art
wie vorher folgt, dass u nicht von x; abhéngig ist, denn

b
uw(zy, o) = ﬁ/ X (Z:Z) u(s,x')ds.

Genauso ist v auch nicht abhéngig von den anderen Variablen;
also gilt u = ¢ auf jedem Rechteck. Weil §2 offen und zusam-
menhéngend ist, kann man € fiillen mit offenen Rechtecken
und es folgt, dass u konstant ist auf 2. ]

Aufgabe 2.2 Konstruiere eine explizite Funktion x derart,

dass erfillt ist.

2.6 Regularitit in einer Dimension

In der Formulierung des Theorems stort die Annahme @ €
C%*(Q). Fiir J braucht man ja nur v € C(Q) und es wire
schoner, wenn diese Eigenschaft folgen wiirde aus der Tatsa-
che, dass u ein Minimum ist.

2.6.1 Ein Satz von C! zu C?

In einer Dimension kénnen wir zeigen, dass ein Minimum in
C' ([a, b]) unter einigen Annahmen beziiglich des Funktionals
automatisch in C? ([a, b]) liegt. Wir schreiben I = (a, b).

Kapitel 2, Die erste Variation

Theorem 2.6.1 Sei F € C* (I xR x R). Fiir u € C*(I) be-
trachten wir das Funktional

J(u) = /F(x,u,u/) dx.
I
Sei C C CY(I) derart, dass es fiir jedes u € C und ¢ € C=(I)
ein € > 0 gibt mit u +tp € C fir alle t € (—¢,¢).

Wenn J : C — R ein globales Minimum @ € C'(I) hat und
F,, (z,a(x), @ (z)) # 0 gilt, dann folgt & € C*(I).

Bemerkung 2.6.2 Wenn man den Beweis genau anschaut,
sieht man, dass es schon reicht, statt F € C? ([ X R X R)
anzunehmen, dass

F.F, Fy Fpp, Fpu, Fppy € C (I xR x R).

Bemerkung 2.6.3 In C steckt man die Randwerte. Wenn
u(a) =1 und u (b) =2, dann nimmt man

C={ueC'(I)u(a)=1, u(b)=2}.

Beweis. Wie vorher zeigt man, dass fiir das Minimum die fol-
gende Gleichung erfiillt ist fiir alle ¢ € C°(1)

b
/ (Fy (z,a,0") ¢ + F, (x,0,4") ¢") dz = 0.

Weil wir nicht wissen, dass ' differenzierbar ist, konnen wir
nicht partiell integrieren wie bei der Herleitung der starken
Euler-Lagrange Gleichung. In einer anderen Richtung partiell
integrieren geht schon und wir finden dann:

b
/ (Fp (x,u(zx),d(z)) — f; F, (s,u(s), @ (s)) ds) o' (z) de = 0.
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Mit Lemma gibt es eine Konstante ¢ so, dass fiir alle
r el

F, (z,a(x), ' (x)) — / F, (s,a(s), @' (s))ds=c. (2.14)

Wegen der Stetigkeit gilt (2.14) sogar auf I. Setzen wir

q(x)=c+ /m F, (s,a(s),d'(s)) ds.

Weil F, und @, stetig sind, gilt = — F, (v, u(z), @' (z)) €
C(I) und es folgt ¢ € C'(I). Durch (2.14)) findet man

(x = F, (z,a(z), @ (z))) € C*(I). (2.15)

Weil man auch angenommen hat, dass F,, (x, @(z), @'(z)) #

0, kann man fiir jedes x¢ € I die Gleichung

Fy (z,(x),p) —q(z) =0 (2.16)

implizit 16sen in einer Umgebung von (xq, pp) mit py = @' (),
sagen wir p = P (x) ist derart, dass F, (z,u(x), P (z))—q (x) =
0. Der Satz iiber implizite Funktionen besagt sogar, dass P €
C' ((xg — €, 20 +€)) fiir € > 0 geniigend klein und dass das
Folgende gilt fiir all diese = € (zg — €,z + €):

P'(z) =
Fy (2,u(x),0 (z)) = Fpe (2,0(), P () = Fpu (2,8(x), P(z)) @ (z)
Fpp(m’a(m)7p($)) ’
Weil p = P(z) die eindeutige Losung von in der Nihe

von (g, pp) ist und weil p = @/(z) eine Losung von ([2.16)) ist,
folgt
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und @' € C' ((wg — &, 30 +¢)) fiir jedes 29 € I. Wir finden,
dass @ € C*(I). Um zu zeigen, dass @ € C%(I) gilt, kann man
sich iiberlegen, dass es auch eine einseitige Version des Satzes
iiber implizite Funktionen gibt, die man in den Randpunkten
anwenden kann. ]

Etwas eigenartig in dem Beweis ist schon, dass erst bewiesen
wird, dass

(x = Fy (z,a(x), ' (2))) € C* (D),
obwohl man apriori bloB @' (z) € C°(I) hat. Im Nachhinein

folgt dann erst, dass @' (z) € C*([I).

2.6.2 Einige Beispiele, mit und ohne Regularitét

Beispiel 2.6.4 Fiir die eingespannte Saite oder Wischeleine
der Linge (, die durchhdangt durch eine Kraftdichte f, wird
folgendes Funktional verwendet:

J(u):/og( 1+u’(a:)2—1—f(a;)u(x)>d:c. (2.17)

Abbildung 2.6: Die Wischeleine wird parametrisiert durch z —

(z, u(x)).
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Die elastische Energie, gespeichert in der ausgedehnten Sai-
te oder Leine, ist proportional zu der zusdtzlichen Ldnge. Die
durch diese Ausdehnung verursachte zusdtzliche Ldnge der
Kurve wird gegeben durch

/OK( T+ (@2 1) dr.

Fiir die Energie durch die Auslenkung verwendet man lokal
die Energiedichte, bei der gilt Kraft x Weg:

¢
0
Mit der obigen Schreibweise hat man

F(z,u,p)=+/14+p>—1—f(z) u

und es folgt

1
F,(r,u,p) = —— = > 0.
Pp( ) (1+p2)3/2

Fir f € C0,€] kann man Theorem mit Bemerkung
anwenden und man findet, dass ein C' [0, {]-Minimierer
in C? [0, /] liegt.

Beispiel 2.6.5 Ein Funktional, das ein vereinfachtes Modell

fiir eine Saite beschreibt, bei der seitwdrts Krdfte ausgetibt
werden, ist

¢
J(u) :/0 (3 (2)? = f(z)u(z)) da. (2.18)
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055 0212

Vo2 +1 -1

0.5 1

Dieses Funktional folgt aus , wenn man fir kleine p

approximiert durch
V1i+p?—1r1p°

Die FEuler-Lagrange Gleichung in schwacher Form fiir
151

¢

| W@ @)~ fayete)is =0

0

und aus u' (x) = ¢ — [ f(s)ds folgt sogar fir f € C°[0,4],

dass u € C*0,/]. Bei festgelegten Endpunkten, zum Beispiel
u(0) = u(f) = 0 findet man sogar eine explizite Losungsformel

¥4
u(z) = / min(z,y) (1 - max(z,y)/0) f(y)dy.  (2.19)

Aufgabe 2.3 Zeige, dass die Funktion in eine Losung
von der zu gehorenden Fuler-Lagrange Gleichung ist.

Beispiel 2.6.6 Die Konfiguration bei einem Kristall sorgt da-
fur, dass die Funktion F fir die Energie nicht ein Minimum
hat, sondern mehrere. So eine Funktion ist

F(u,p) = (1—[pP)".
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Hp)

Abbildung 2.7: Skizze zu p — (1 — p2)2.

In dem eindimensionalen Gebiet (—1,1) ist das zugehirige
Funktional wie folgt:

1 1 9
ﬂw:/me@Mﬂ@Mx:/ Q—mmmﬁdx
—1 -1
(2.20)
Wir sind interessiert an u derart, dass

J(@) =inf {J(u); we C'[-1,1]NCy [-1,1]}.

Man sieht, dass p — F(p) = (1 —]92)2 2wet Minima hat,
namlich fir p = +1. Auferdem hat man F (p) > 0 und es
folgt so direkt, dass J(u) > 0. Setzt man 0J (u;p) = 0, so

folgt

1

01 ()=~ [ (1= W@)*) (@ (@) d =0,

-1
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und (1 — (u’(x))Q) uw'(x) = c. Dies ist ein Polynom dritten
Grades in v (z) und als Lisungen findet man u'(x) = é.
Hier ist ¢ eine Nullstelle des Polynoms t — (1 —1*)t — c.
Es folgt uw(x) = ¢éx + b, und durch die Randbedingungen
u(—1) = u(1) =0 folgt u(x) = 0. Weil

1
ﬂm:/ | dp =2
-1
und es Funktionen v gibt mit J(v) < 2, ist die Null-Funktion
jedoch nicht das Minimum. Wir betrachten dazu die Funktio-
nen u,, definiert durch

1+ fdrx<g—i,
up(z) =< 1= —na® fir|z] <5,
1—=x ffdrx>%.

-1 S 1
2n

Man zeigt direkt, dass u, € C*'[—1,1] N Cy[—1,1] und man
hat auferdem J(u,) — 0 fir n — oo. Es gilt namlich, dass

1

T 1
0<J(u,) = / (1- (Qnm)Z)Qd:E < —.
a1 n
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Weil fiir jede Funktion u € C'[—1,1] gilt, dass J (u) > 0, ist
{un},en eine Minimalfolge. Der Limes uo, definiert durch

Uso () := lim wu,(x) =1 — |2, (2.21)

n—oo

liegt aber nicht in C* [—1,1].

Ubrigens, obwohl F,,(u,p) = 4(3p> — 1) zwar ein festes
Vorzeichen hat fir p € {—1,1}, kann man Theorem
nicht anwenden, weil us, ¢ C*[—1,1].

Abbildung 2.8: Zwei Funktionen u aus C%! ([—1,1]), die ([2.20) mi-
nimieren, wenn man eine schwache Version der Ableitungen u'(+)
erlaubt.

Wenn man zeigen kann, dass das Integral J(us,) = 0 fiir

J aus (2.20) und u., wie in (2.21]) wohldefiniert ist, zum Bei-
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spiel wenn v’ € L*(—1,1), konnte man u,, als Losung zulas-
sen. Dann miisste man jedoch festlegen, wie eine Ableitung
u' € L*(—1,1) definiert ist und welchen Losungsbegriff man
hat. Ableitungen und Losungen punktweise betrachten, reicht
dann nicht mehr.



Variationsrechnung

Rand- und Nebenbedingungen

Es tont trivial, aber die einfachste Art wie Randbedingun-
gen auftreten ist, dass man sie vorschreibt. In einem Anfénger-
kurs Differentialgleichungen hat man fast nur solche Beispiele.
Auch bei der Brachistochrone haben wir Losungen gesucht,
bei denen u(0) = 0 und u(6) = 1 erfiillt sein soll. Damit hat
man nur im Inneren des Gebietes zu variieren und es folgt,
angenommen die Funktionen sind geniigend regulér, eine Dif-
ferentialgleichung im Inneren des Gebietes.

3.1 Natiirliche Randbedingungen

Wir konnen ein Funktional

J(u) = / F(z,u, Vu)dz (3.1)

Q

betrachten fiir Funktionen in
{fueC'(Q); u=0aufI'}, (3.2)

wobei I' nur ein Teil von 0 ist. Wenn wir v auf 0Q\I" nicht
vorschreiben, dann sollte man w auch da variieren. Also erlau-
ben, dass ¢ # 0 gilt auf Q\I'. Wenn wir das Minimum wieder

25

Kapitel 3

@ nennen, wird die schwache Euler-Lagrange Gleichung wie
folgt fiir alle ¢ € C°(€Q2) mit ¢ = 0 auf I':

0= / (Fu(:c, u, Vu)p + F,(z,u, Vu).Vgo) dx
0

Angenommen die betreffenden Funktionen sind geniigend re-
guldr, dann liefert die partielle Integration

0= / U Fy(z,u,Vu) ¢ do+
OO\T

/ (Fu(x, u, Vu) =V, - Fp(z, u, Vu)) @ dxr. (3.3)
Q
Weil C2°(Q2) eine Teilmenge ist von

{eeC™(Qsp

gilt (3.3) auch fiir p € C(Q). Fiir solche ¢ € C°(Q) ist das
Randintegral identisch 0 und ({3.3]) vereinfacht sich zu

:Oauff},

0= / (Fu(x, u,Vu) — V, - Fy(z,u, Vu)) p dx.
Q
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Lemma liefert uns dann, dass
Fu(z,u,Vu) =V, - Fy(z,u, Vu) = 0.

Wenn wir das nun haben, folgt, dass das zweite Integral in
(3.3) gleich 0 ist. Deshalb gilt auch, diesmal fiir p € C*°(€2)
mit supp(p) C Q\ I', dass

0= / V- Fy(x,u,Vu) ¢ do. (3.4)
OO\T

Wenn der Rand C* ist, dann kann man jedes ¢ € C°(0Q\T')
erweitern zu einem ¢ € C°(§) mit supporty C Q\T'. Also gilt
auch fiir alle solche ¢ und man kann Lemma auf
0N\ T verwenden. So findet man eine zweite Randbedingung,
némlich

V- Fy(r,u,Vu) =0 auf 0Q\ T

Das Minimierungsproblem fiir J fiihrt uns zum Folgenden:

Proposition 3.1.1 Sei F' und u gentigend oft differenzierbar.
Dann erfillt ein Minimum u von mit den Randbedin-
gungen in das folgende Randwertproblem:

Fu(z,u,Vu) =V, - Fy(z,u, Vu) =0 in Q,
u=0 aufl, (3.5)
V- Fy(x,u,Vu) =0 auf 0Q\T.

Die zweite Gleichung in (3.5)) ist die gegebene Randbedin-
gung und die letzte Gleichung ist die zum Minimierungspro-
blem gehorende natiirliche Randbedingung.

Kapitel 3, Rand- und Nebenbedingungen

Beispiel 3.1.2 Betrachten wir nochmals das vereinfachte Mo-
dell der Saite in Beispiel [2.6.4):

J(u) = 1 %(u')2—fu dx.
[ Ger-ra)

Statt an beiden Enden u vorzuschreiben, konnen wir zum Bei-
spiel u(1) freilassen. Freilassen bedeutet hier nicht einfach ein
Ende loslassen, denn dann erwartet man nicht, dass das Mo-
dell noch verniinftig ist. Man kann sich jedoch vorstellen, dass
das rechte Ende x = x, = 1 vorgeschrieben wird ohne u (x.)
vorzuschreiben. Man kann sich dieses Problem mechanisch
vorstellen durch eine Saite, die am linken Ende befestigt ist,
und am rechten Ende mit etnem Knoten versehen ist, der sich
nur in vertikaler Richtung frei bewegen ldsst. Dieser Knoten
konnte zum Beispiel durch eine schmale Spalte zuriickgehalten
werden. Mathematisch heifit es, dass wir J minimieren tiber
Funktionen in {u € C*[0,1]; uw(0) = 0}. Man findet mit den
obigen Argumenten das folgende Randwertproblem:

—u" = fin (0,1),
u(0) =0,
v (1) =0.

Die Randbedingung u (0) = 0 ist gegeben und u'(1) = 0 ist die
natirliche Randbedingunyg.

Aufgabe 3.1 Zu einer Seifenblase zwischen einem halben Ring
und ewner glatten Wand, die durch einen konstanten einseitig
grofieren Druck nach oben ausgedehnt ist, gehort das folgende
Minimierungsproblem.:

J(u) = /Q (\/1 + |Vul]* —p u> dz.



3.2 Nebenbedingungen

Dabei nehmen wir Q = {(z1,79) € R%; 22 + 23 < 1 und x; > 0}.
Die zuldssigen Funktionen sind

C={ueC"(Q);u(z)=0 firzeQmi |z|=1}.

1. Beschreibe das Randwertproblem, das die Euler-Lagrange
Gleichung bringt.

2. Bemerke, dass die Fortsetzung u(x1, ) = u (1|, x2) ei-
nem radialsymmetrischen Problem unterliegt.

3. Finde eine radialsymmetrische Lésung.

Abbildung 3.1: Auf einem Teil des Randes beim Modell einer Sei-
fenblase zwischen Ring und glatter Wand ist die Randbedingung
nicht festgelegt.

Aufgabe 3.2 Die Frage, die bei der Brachistochrone erscheint,
kann man auch wie folgt dndern: Statt zu fragen, wie man mit
der Achterbahn am schnellsten von (0,0) zu (6,—1) kommt,
konnte es einem auch egal sein, auf welcher Héhe man fiir
x = 6 ankommt. Durch welche Kurve ist man am schnellsten
von (0,0) bei x =67

3.2 Nebenbedingungen

Statt Randbedingungen kann man anderen Bedingungen be-
gegnen. Ein paar Beispiele folgen.
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3.2.1 Die Vorhangschiene

Ein einfaches Modell, das die Energie fiir einen elastischen
Stab beschreibt, der eine seitwérts gerichtete Kraft mit Dichte
f empfindet, ist

J(u) = /11 (% (W")? = f u) dx.

Nimmt man an, der Stab ist am Rand eingespannt und in der
Mitte durch einen Ring fixiert, die kleine Drehungen zulésst,
dann sind die folgenden Funktionen passend:

21 y . w1 =u(0) = u(1) =0,
C = {uEC [—1,1]; uw' (1) =u'(1)=0 }

Dieses Funktional erscheint, wenn man ein einfaches Modell
fiir das Durchbiegen einer Vorhangschiene sucht.

Abbildung 3.2: In der Mitte der Vorhangschiene ist die Hohe fixiert.
Hier ist iibrigens an den Enden u = u’ = 0 angedeutet.

Die schwache Form der Euler-Lagrange Gleichung ist

1
0= / (u" " — f @) dx fiir alle Testfunktionen ¢.
—1

Die erste Frage, die sich aufdréangt, ist folgende: Welche Test-
funktionen soll man eigentlich benutzen? Der erste Ansatz
wére, die Funktionen ¢ auch, genau wie u selber, in C zu neh-
men. Vielleicht reicht es aber, diesen Raum einzuschréanken,
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dhnlich wie wir vorher C'2° (©2) benutzt haben. Wir zeigen mal
ein paar Versuche.

Schreiben wir u, = Ujjo und u, = Uy, - Die Differenti-
algleichung folgt aus

e Auf den ersten Blick kénnte man vermuten, dass man 0 / ! (
= u
0

testen soll mit p € C*°[—1, 1], fiir die gilt, dass der Tra-
ger die Stellen {—1,0, 1} nicht enthélt. Daraus wiirde fiir
einen Minimierer in C* [—1, 1] folgen

{ u" = f in (_ )
u(—1) =u' (- 1) =u(0) =u(l) = (1) =0.

Leider hat man da eine Bedingung zu viel fiir ein wohl-
gestelltes ProblemE]. Wenn man die Bedingung « (0) = 0
weglésst, hat man fiir jedes f € C'[—1,1] die Losung

“(93>:/11—12<8—(3—wy)(2+x2+y2)+

(v =)z =) f () dy

und u (0) = 0 ist nur erfiillt, wenn

1
1! — [ p)dr = [uly]y + / (u" = f) pdx =
0

:—ﬂﬂm¢«»+l<wm—ﬁ¢m (3.6)

und &dhnliches fiir u,. Wir finden mit den vorgegebenen
Randbedingungen

s tin (L0
w(0) = e (=1) = 1 (~1) = 0.

und

{ w” = fin (0,1),
ur(0) = 1y (1) =, (1) =0,

Vierter Ordnung und drei Bedingungen bedeutet, dass
links und rechts noch eine Bedingung, also insgesamt zwei
Bedingungen, fehlen fiir eine eindeutige Losung. Man w-
re geneigt wegen hier «(0) = 0 zu setzen und dhn-
liches fiir links. Man kann jedoch ¢'(0) links und rechts

1
| sl rwan=o
-1 nicht unabhéngig wahlen. Schreibt man links und rechts
gemeinsam aus, so folgt nur u;(0) = «/(0). Nimmt man

e Nachdem dieser Ansatz fehlgeschlagen ist, konnte man
an, dass u € C’2 [—1, 1], dann folgt zusétzlich, dass

sich iiberlegen, ob man das Problem nicht in zwei Pro-

bleme zerlegen sollte: eins auf [—1,0] und eins auf [0, 1]. W(0) = /(0) und u!/(0) = " (0)
¢ - Yr ¢ - Yr :

!'Hadamard nannte drei Kriterien fiir ein wohlgestelltes Problem: ) ] ) )
' . . Diese 8 Bedingungen sind ausreichend.
— Existenz: es soll mindestens eine Losung haben.

— Eindeutigkeit: es soll hochstens eine Lésung haben.

Aufgabe 3.3 Wir betrachten das Problem der Vorhangschie-

— Robustheit: kleine Anderungen im Problem geben kleine Anderun- ne, die in der Mitte und an den beiden Enden nur fiziert wird:

gen bei der Losung.

uwelC ={ueC®[-1,1]; u(-1) =u(0) = u(l) =0} .



3.3 Lagrange-Multiplikator

Wir nehmen an, dass f € C'[—1,1] und dass der Minimierer
folgende Figenschaften hat:

u(—1) =0, u(0) =0, u(l) =0,
Uj-1,0] € ct [—1,0], u € C? [—1,1], Uo,1] € Ok [O, 1],
(3.7)

und wir testen mit Funktionen in ¢ € Cy.

1. Zeige, dass man so zwei Differentialgleichungen vierter
Ordnung bekommt, eine auf [—1,0] und eine auf [0, 1],
mit insgesamt 8 Bedingungen.

Ubrigens kann man sogar zeigen, dass dieses Problem fiir
jedes f € C'[—1,1] genau eine Ldsung hat, die er-
fullt.

2. Was passiert, wenn man u € C*[—1,1] in er-
setzt durch uw € C3[—1,1] und testet mit Funktionen in

{ee Co[=11]; p(=1) = p(0) = p(1) = 0} 7

3.2.2 Ein Funktional als Nebenbedingung

Einen anderen Typ von Bedingung findet man im folgenden
Beispiel:

Beispiel 3.2.1 Welche Kurve von Linge 3, die (—1,0) und
(1,0) verbindet, ergibt den mazimalen Flicheninhalt zwischen
der horizontalen Achse und dieser Kurve?

Wenn man diese Kurve schreiben kann durch xr +—
(z,u(x)), mit u eine nicht-negative differenzierbare Funktion,
dann kann man das Problem wie folgt formulieren: Finde das
Mazimum von

J(u) = /_l u(z)dz

1
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unter der Bedingung

Abbildung 3.3: Die Losung von Beispiel ist ein Kreisbogen.

3.3 Lagrange-Multiplikator

Beispiel 3.3.1 Wenn man das Mazximum der Funktion
f(z,y) = 2% + y? finden méchte unter der Nebenbedingung
2?2+ xy +y? = 1, dann kann man die Niveaumengen von f
vergleichen mit den Nullstellen von g (z,y) = x*+xy+y* — 1.
Mit Abbildung kann man sich tiberzeugen, dass es zwei
Mazimalstellen gibt, namlich (1,—1) und (—1,1). Das sind
die beiden Stellen auf der roten Kurve, die auflerdem auf dem
grofiten Kreis liegen, der diese Kurve schneidet.

Diese beiden Stellen, als auch die beiden Minimalstellen in
+ (%\/3, é\/g), sind genau die Stellen, bei der die Normalvek-
toren auf g(x,y) = 0 und f(x,y) = ¢ die gleiche Richtung
haben (i.A. ist auch umgekehrte Richtung mdglich). Man er-
innere sich, dass Vg und V f diese Richtung angeben. Wenn
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{Vg,V [} unabhingig wdiren an der Stelle (zo,yo) und insbe-
sondere Vg (zo,v0) # (0,0), dann hdtte f keinen Extremwert
in (zo,yo), da man dann auf der Menge g = 0 eine Richtung
findet, bei der f wdchst. Die Funktion f fallt in der entgegen-
gesetzen Richtung.

Abbildung 3.4: In blau die Niveaumengen von f und in rot
g (z,y) = 1. Die Vektoren zeigen die Richtung der zugehérigen
Gradienten.

Diese Uberlegungen fiihrten in Analysis 2 zu dem Lagrange-
Multiplikator-Satz. Wenn f, g; R" — R differenzierbar sind
und f: {z € R"; g (x) = ¢} hat einen Extremwert in zy, dann
gilt
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1. Vg () = 0 oder
2. Vf(xg) = AVg (z0) fir irgendein X € R.

Ein dhnlicher Lagrange-Multiplikator-Satz gilt fiir Extrem-
stellen von Funktionalen mit Funktionalen als Nebenbedin-

gung.
Theorem 3.3.2 Sei F,G € C* (2 x R x R") und definiere fiir
ue CYQ)

T (u) :/QF(:U,U, Du)dz und I(u):/QG(a:,u,Du) dz.

Sei C C CY(Q)) die Teilmenge mit den passenden Randwerten
und sei Cy die Menge der erlaubten Testfunktionen :

Je>0:u+tpeC firte (—¢,e).

Wenn J : C — R unter der Nebenbedingung I(u) = ( ein
globales Minimum hat in @ € C N C?*(Q), dann gilt

e Vo cCy: Ol (u;p) =0, oder
e I\ € R sodass Vo € Cy: 0J (u;0) = NI (u;p).
Die Zahl N\ nennt man den Lagmnge—Multiplikatoﬂ

Bemerkung 3.3.3 0J (4;-) und 0I (4;-) sind Funktionale. Aus
dem Hauptlemma folgt, dass aus der Gleichung im zweiten
Punkt folgt, dass auf Q0 gilt, dass

Fo(, @, Da) — V,.Ey(-, @, D)
—\ (Gu(-, i, D) — V.G, 1, Dil)) . (3.8)

2Multiplikator = multiplier



3.3 Lagrange-Multiplikator

Bemerkung 3.3.4 Ist @ eine stationdre Stelle von J(u) unter
zwei Nebenbedingungen I,(u) = ( und Iy(u) = {3, dann
qgilt:

e O0I1(q,-) und OI(,-) sind abhingig, oder
e es gibt A\, Ao € R derart, dass
8J(il, ) == )\18[1(’&, ) -+ )\28[2(’&, )
Man kann selber tiberlegen, wie man dieses Theorem er-

weitert bei mehreren Nebenbedingungen I;(u) = ¢; fir i =
1.k

Beweis. Wir nehmen an, dass C = C*(Q) N Cy(Q). Bei ande-
ren Randbedingungen kann man sich iiberlegen, an welchen
Stellen sich der Beweis éndert.

Wir definieren

H(z,\) = Fy(z,u(x), Di(x)) — Vy.Fy(z, a(x), Du(x))
)\ <Gu(m, i(x), Di(x)) — Va.Gyl(x, lz), Dﬁ(x))) .

Nehmen wir an, der erste Punkt des Theorems ist nicht erfiillt.
Das bedeutet, es gibt ein xy € €2 derart, dass

Gu($0, a($0), D’&(QT())) - Vx.Gp(ZE(), ﬂ(l’g), D’[L(ZL‘Q)) 7’é 0. (39)
Wegen (3.9) kann man ein ¢ so berechnen, dass gilt:

Wenn (3.10)) erfiillt ist fiir alle x € , dann gilt (3.8]) und wir
sind fertig.
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Wir versuchen zu einem Widerspruch zu gelangen, wenn
wir annehmen, dies sei nicht so. Das heif3t also, wir nehmen
an, dass es ein x; gibt mit

h:= H(x1, ) # 0.
Aus Stetigkeitsgriinden gilt, dass

H(x,\) =0(1) fiir x — o,

3.11
H(z,X\) =h+o0(1) firzx— x, ( )

und a (x) = o (1) fiir v — x¢ bedeutet lim,_,,, o (z) = 0.

Als Néchstes nehmen wir Testfunktionen ¢, und ¢,, wie
in (2.10), einmal mit Tréiger B.(zo) und einmal mit Tréiger
B.(x1) und wihlen anschlieBend € > 0 aber geniigend klein.
Jetzt betrachten wir

f(s,t) =1(u+ spy + te,).

Wieder aus Stetigkeitsgriinden und fiir € geniigend klein folgt

(557 (5:1))jszo,=0
— / (Gu(-,&,Dﬂ) — Vm.Gp(-,ﬂ,DﬂD @y dx
Q

- / (Gu(-,a, D) — V.G (-, Dﬂ)) 0o di # 0.
B:(z0)

Der Satz iiber implizite Funktionen besagt dann: es gibt
9 > 0 und eine Funktion s : (—0,6) — R mit s(0) = 0
derart, dass f(s(t),t) = f(0,0) = £. Anders formuliert, fiir
t € (=9,9) erfiillt @ + s(t)p, + te,; die Nebenbedingung
I (a4 s(t)py +te,) = L.
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Bemerke, dass die Stoérung durch sy, oder durch t¢, nicht
die Nebenbedingung erfiillt. Die Stérung mittels s(t), + t¢,
erfiillt sie jedoch!

Durch Differenzieren folgt

DI (a4 s(t)py + tpy) =0 fiir t € (=0,0).

Anschliefend betrachten wir ¢ — J (@ + s(t)p, + te;) und
finden mit (3.11)), dass

%J(ﬂ + s(t)po + teoy)
_/ (F( i, Dit) — vx.Fp(-,a,Da)) (s'(t)po + 1) da
/H )\0 (Po_‘_(pl) d

=s’(t>/ H(n/\o)@od%L/ H (- ho) ¢, de
Be(zo) B.(z1)

— o(e) / Al (1t 0(e) /B P

Weil h ungleich 0 ist, ist diese Ableitung ungleich 0, und @ ist
kein Minimum, wenn man ¢ geniigend klein wéhlt. |

3.4 Beispiele fiir Randbedingungen

3.4.1 Wischeleine und Membrane oder wie die
Dimension eingreift

Die Minimalldnge einer Wiéscheleine in einer Dimension oder
die Minimalflache in zwei Dimensionen findet man durch das
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Minimieren von

= / \/ 1+ |Vauldz.
0

Fiir kleine Gradienten ist dieses Funktional fast wie || +

J(u), wobei
J(u) = / 3 \Vu|? de.
Q

Wir werden jetzt die Minima von J suchen fiir radialsymme-
trische u, die definiert sind auf Q@ = {x € R";d < |z| < 2} mit
den Randbedingungen u(d) = —1 und u(2) = 0.

Fir radialsymmetrische Funktionen findet man |Vu| =

U ' (|z]) ‘ = |u/| und

2
J(u) = wn/ 2 |/ ()| 7" Ldr
r=d

Wy, = / 1do,
9B1(0)

der Hyperflaicheninhalt der n-dimensionalen Sphére. Die
Euler-Lagrange Gleichung liefert

(rm! u’(r))/ = 0.

Es folgt, wenn man die Randwerte benutzt, dass

( 9 _
5 2 firn=1,
lo
ug(r) = gg ? % fir n = 2,
7,2—11 _ 22—n
- flirn > 2.
L d2—n _ 22—n
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—
~ ]
T~ Ty
T~ Y

Abbildung 3.5: Minimum fiir n = 1 und (radialsymmetrisch dar-
gestellt) fir n = 2.

—0
—

Wenn man jetzt d | 0 gehen lésst, konvergieren die Funk-
tionen nur zu etwas nicht Trivialem, wenn n = 1:

firn=1: lgmud(r):lr—l

10 > ’
firn>2: limug(r) =0 fir r > 0.
10
Man kann so vermuten, dass die Bedingung u(0) = —1 nur in

einer Dimension einen Sinn ergibt.

3.4.2 Natiirliche Randbedingungen bei einer
Plattengleichung

Wenn © C R? ein zwei-dimensionales Gebiet beschreibt und
man betrachtet dieses Gebiet als elastische Platte, die durch-
biegt unter vertikalen Kréaften mit Dichte f, und setzen wir u
fiir die Auslenkung, dann findet man als einfaches Modell das
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folgende Energiefunktional:

EQ (u) =

/Q (2 (Aw)® + (1= 0) (u2, — Usstty,) + fu) dady. (3.12)

Dabei ist ¢ die sogenannte Poissonzahl’] Man kann dabei vor-
geschriebene Randbedingungen betrachten, die von verschie-
denen mechanischen Konstruktionen hervorgebracht werden.
Ein paar Beispiele solche gegebene Randbedingungen fiir die
Plattengleichung sind:

1. Eingespann: u = %u = 0.
2. Gelenkig gelagertﬂ: u=0.
3. Symmetrieansatz: %u = 0.

4. Frei: keine Bedingung vorgeschrieben.

Mit eingespannt soll man das Bild eines Schraubstockes vor
Augen haben. Mit gelenkig meint man, dass die Position, aber
nicht der Winkel am Rand fixiert ist, so wie die Scharniere eine
Tiir halten.

3Leider wird im deutschen Sprachraum das Wort Poissonzahl fiir ver-
schiedene Groflen verwendet. Wir meinen hier die Zahl, die man auf
englisch Poisson-Ratio nennt. Sie ist definiert durch ¢ = m, wobei
A, i vom Material abhingige Konstanten sind, die beziehungsweise mit
dem Zusammendriicken/Ausrenken und mit der Torsion zu tun haben.
Normalerweise hat man A > 0 und g > 0, und deshalb gilt meistens
0<o< % Fiir Metalle liegt o rund 0.3. Fiir Gummi liegt o bei 0.5.

4eingespannt = clamped

Sgelenkig gelagert = hinged
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Ubrigens findet man fiir Eq(u) aus(3.12)) die erste Variation

0Eq(u; go):/ <AuAg0—|—

Q

+ (1 - U) (2u93y90:cy = Ugg Py — Uyy@xm) + f (P) d.’L’dy

Nach partieller Integration folgt als die Euler-Lagrange Glei-
chung fiir eine einfach aussehende Gleichung vierter
Ordnung:

Ay = f auf Q. (3.13)

Den Term hinter (1 — o) sieht man nicht in der Differential-
gleichung, jedoch hat er schon seinen Einfluss auf die natiirli-
chen Randbedingungen, die die gegebenen Randbedingungen
jeweils ergénzen. Einen solchen Term nennt man ein Null-
Lagrangian.

Beispiel 3.4.1 Wenn wir zum Beispiel Q = (—1,1) x (0,1)
nehmen, eingespannt fir y = 0, gelenkig gelagert fiir x =
+1 und frei fir y = 1. Wir nehmen f = 1, was bedeutet,
dass diese homogene Platte nur durch thr eigenes Gewicht
ausgelenkt wird. Dann ist das Problem symmetrisch beziiglich
x = 0 und wir kénnen sogar die ,halbe” Platte betrachten.
Setze QO* = (0,1)* und betrachten wir also Eq-(u) mit

ueC={ueC? ([0,1]2) ; Bu=0 auf 90Q*} .
Die gegebenen Randbedingungen Bu werden dann durch

I u(x,0) =uy(z,0) =0 fir0<z<l1
I u(0,9)=0 fir0<y<1
11 keine firy =1lund 0 <z <1
IV wu(l,y) =0 firo<y<1
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festgelegt. Hier sind 1,11, 11T und IV die vier geraden Randtei-
le.

u(x,y)

Abbildung 3.6: Vorstellung einer Platte, die durch ihr eigenes Ge-
wicht durchbiegt. Links ist sie eingespannt, vorne und hinten ist
sie gelenkig gelagert und rechts frei.

Aufgabe 3.4 Zeigen Sie, wie folgt. Finde auch die na-
tirlichen Randbedingungen, die zusdtzlich zu Bu = 0 kom-
men. Was genau in den Ecken passiert, lassen wir sein.



Variationsrechnung

Kapitel 4

Die zweite Variation und Konvexitit

4.1 Ein Beispiel mit mehr als nur einem
Minimum

Betrachte zwei Ringe, zentriert um die z-Achse, den ersten auf

Hohe 0 mit Radius 1 und den zweiten auf Hohe d mit Radius

2. Welche rotationssymmetrische Oberfléiche, die beide Ringe
verbindet, hat den kleinsten Flacheninhalt?

) i

Das heifit, man betrachtet Oberflichen, die man parametri-
sieren kann durch

0,2} = (9, 2) = {u(z)cos (¢) ,u(2)sin(¢), z} .

Fiir den Fliacheninhalt des betreffenden Abschnitts, also
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(p,z) € R:=10,27] x [0, d], findet man durch

Uy Wy Uy 0, Y\ u(z)? 0
det(xpz-\pd, \Ifz-mz>_det< 0 1+ (2)’

=u(2)” (1 +4'(2)?)

und die Integralformel fiir den Flédcheninhalt, dass

J(u)—/]%\/det<$i’:$z ?i’ )d(z,¢)
:27r/0du(z)\/mdz. (4.1)

Die Randbedingungen geben uns
U € Cinhomogen = {u € C'[0,d];u(0) = 1 und u(d) = 2} )

Die erste Variation wird

0J (u; p) =
27T/0 (Mgo’(z)+ 1+u’(z)2go(z)> dz. (4.2)
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Die partielle Integration von 0.J (u;¢) = 0, angenommen u €
C?10, d], liefert fiir ¢ € C! [0, d]

o weue) Y preech BV
0_/0< (—1+u/(z)2>+ 1+ ())go( )dz.

Es folgt die Euler-Lagrange Gleichung

0:_<uwm@

L) s VI -

_ u'(2ulz) N 1 1 u(2) :
(L+w(2))? VI+u(E? (@) \ Y1+ d(2)?
und damit
u(z)
1+ u/(2)?
Wir finden mit ¢ = ¢! (¢ = 0 liefert u(z) = 0 und das ist
keine Losung), dass

u'(z) = £/ Pu(z)? — 1.
Diese Differentialgleichung ist trennbar. Als Losung erhélt
man: .
u(z) = = cosh (¢z + b).
¢
Jetzt sollen wir noch die Randbedingungen erfiillen: u(0) = 1
ergibt ¢ = cosh(b) und wir finden
u(z) = cosh (cosh(b)z + b)
cosh(b)
Die zweite Randbedingung ist nicht algebraisch 16sbar. Man

kann aber zeigen, dass es eine derartige Zahl dy > 0 gibt, dass
folgendes gilt:

(4.3)
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1. Fiir jedes d € (0,dp) gibt es genau zwei Losungen u; und
us vom Typ (4.3)). Diese zwei Losungen sind geordnet:
ur < Usg.

2. Fiir d = dy gibt es genau eine Losung vom Typ (4.3]).

3. Fiir d > d; existiert keine Ldsung.

Bilder zu diesen Funktionen u findet man in Abbildung[4.1]
Fiir eine dreidimensionale Darstellung einiger solcher Lésun-
gen verweisen wir auf Abbildung [4.4] und 4.3

L L ' i
05 1 15 1826

Abbildung 4.1: Fiir d > 1.82617... gibt es keine Losungen und fiir
d < 1.82617... immer zwei! Fiir d = 1.5 sind rechts beide Lo-
sungen z — u (z) abgebildet. Die Kurven nennt man Katenoiden
oder Kettenlinien, weil sie auch die Kurve einer hangenden Kette
beschreiben.



4.2 Lokales und globales Minimum

4.2 Lokales und globales Minimum

Wenn das Funktional J(u) in u ein Minimum hat und die
Funktion 7 — J(u + 7¢) fiir passende Stérungen ¢ differen-
zierbar ist, folgt, dass a%J(u + 7¢) = 0. Damit ist noch nicht
sicher, dass uw ein Minimum ist, denn es konnte ja auch ein
Maximum oder sogar ein Sattelpunkt sein. Nehmen wir an,
dass 7 +— J(u+Tp) zweimal differenzierbar ist, dann sind wir
schon viel weiter, wenn wir herleiten konnen, dass

2

wj(u + T(,O)|T:0 Z 0

fiir alle Storungen] ¢ gilt. Das Funktional

2

0
82J(u; Q) = ﬁj(u + Tg0)|T:0 (4.4)

heiit die zweite Variation von J in Richtung .

Lemma 4.2.1 Wenn J in u ein lokales Minimum hat, dann
gilt fiir alle passenden Testfunktionen p, fir die die erste und
zweite Variation von J in u existiert, dass

J(w; ) = 0 und 0*J(u; ) > 0.

Bemerkung 4.2.2 Und umgekehrt? Sogar wenn 9*J(u; @) > 0
inw fir alle Testfunktionen @ # 0 gilt, dann muss u noch kein
lokales Minimum sein. Wenn jedoch die zweite Variation fiir
alle w in der Ndhe von u positiv ist, dann kann man zeigen,

dass man ein globales Minimum hat. Die Stetigkeit von u —
0?J(u;-) als Funktional wiirde da helfen.

IStorungen = perturbations
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05F
-05

Abbildung 4.2: Skizze einer Funktion f mit erste Variation
0J(0;-) = 0 und zweite Variation positiv in 0, die jedoch kein
Minimum in O hat.

Beispiel 4.2.3 Betrachte die Funktion f : R? — R definiert
durch f(0,0) = 0 und sonst

_ =P -yt e
f(x,y).— <y_1,2)2_|_y4< +y)'

Man kann zeigen, dass [ stetig und differenzierbar ist. Und
es gilt zwar

0*f((0,0);v) =2 > 0 fiir alle Richtungen v € S*,

aber trotzdem ist (0,0) kein Minimum. Das letzte sieht man
durch

fz,2%) = —(2* +2%) <0 fiir v #0.

Ubrigens, f ist diberall differenzierbar, hat jedoch keine in
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(0,0) stetige Ableitungen. Also f ¢ C*(R?). Eine Skizze findet
man in Abbildung [{.3.

Fiir F € C?(Q2 x R x R") mit

wird die zweite Variation

2T (u; ) =
/ Fuu:cuDug0+2goz quu)x
Q i=1 '
+ Z Fypp, (7,1, Du)g;i g—;) dx
ij=1

Der erste Teil lisst sich fiir ¢ mit ¢ 5q = 0 vereinfachen zu

/ <Fuu(x7 u, Du)902 + 2902 Fpu(z, u, Du)a%ce) dx
Q 7

i=1

= / (Fuu(a:, u, Du) =V - Fp,(z, u, Du)) oida.
Q
Wenn

1. die Matrix M, definiert durch (Fpipj (x,u(z),Du (m))) .,
positiv semidefinit ist fiir jedes x € €2 !

2. und auflerdem gilt fiir jedes x € €2, dass

u=u(z), p=Du(z)

<Fuu(:v, u, Du) =V - Fp, (2, u, Du)) >0, (4.5)
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dann finden wir 9%J(u; ) > 0 fiir alle ¢ € C° ().

Beispiel 4.2.4 Fiir die Minimalfliche aus Paragraph mit
J, definiert in , findet man

0*J(u; @) =

d ul\z 9 u (2 /
/ ( )2 3/2(70/ (2) +2—()90 ()¢ (2) | dz.
o \ (1+u(2)7) 1+ (2)?

Der Term mit ' (2)° ist positiv, wird jedoch klein, wenn u ()
klein wird. Der zweite Term wechselt im Allgemeinen das Vor-
zeichen.

o -
2 1 = |
1.0 = ‘
05+ Il |
£ _— _— S
0.0, -

Abbildung 4.3: Dreidimensionale Vorstellungen von den beiden L6-
sungen u; und wue fiir d = 1.

Aufgabe 4.1 Fir die Seifenhaut auf Seite |30 mit d € (0, dy)
haben wir zwei Losungen gefunden. Versuche zu zeigen, dafS us
ein Minimum ist und uy nicht. Wenn 02 J(ug; @) > 0 fiir alle
p € CX(0,d) gilt, dann ist uy ein lokales Minimum. Wenn es
o € C(0,d) gibt derartig, dass 0*J(uy;p) < 0, dann ist u
kein Minimum. Siehe Abbildung[4.3 und [{.4).
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-2
o -1

1

151
1.0 -

0.5

0.0 [

Abbildung 4.4: Dreidimensionale Vorstellung von der Losung bei
maximaler Distanz dy zwischen den Ringen.

Aufgabe 4.2 Wir definieren das Funktional J fir u €
C'-1,1] N Cy[-1,1] durch

J (u) = 1 22 (W () +z (v (2))*) da.
/. )

1

1. Bestimmen Sie 0J (u; @) und zeigen Sie, dass fir alle
p €O [~1,1]NCy[~1,1] gilt:

aJ (0;0) =0.

2. Bestimmen Sie 0*J (0;¢) und zeigen Sie, dass fiir alle
nicht-triviale p € C' [—1,1] N Cy [—1, 1] gilt:

0*J (0; ) > 0.
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3. Wir definieren u. € C* [=1,1]N Cy [—1,1] fiire < 2 und
a > 0 durch

(2) e cos (v/e)?  falls |z| < Ime,
ue (x) =
0 falls |z > $me.

Zeigen Sie, dass es positive Konstanten cq, co gibt derart,
dass

2
J (us) = 172 — ce®™ fiir alle e < =. (4.6)
T

4. Zeigen Sie, dass es fir a € (0,1) eine Zahl e, > 0 gibt
derart, dass J (u.) <0 fir alle e € (0,e,).
5. Zeigen Sie auch, dass dies bedeutet, dass u = 0 kein lo-

kales Minimum ist, wenn man die Entfernung zwischen
Funktionen durch die |||y )-Norm definiert.

4.3 Konvexitat

Es gibt Konvexitét fiir Mengen und fiir Funktionen.

Definition 4.3.1 Die Menge M heifst konvex, wenn fir jedes
z,y € M und 0 € (0,1) gilt

0z + (1 — 0)y € M. (4.7)

Sei nun X ein Vektorraum oder eine konvexe Teilmenge
eines Vektorraums.
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Definition 4.3.2 Die Funktion f : X — R heifst konvez,
wenn fir jedes x,y € X und 6 € (0,1) gilt

f0z+ (1 —0)y) <0f(z)+(1—0)f(y) (4.8)

Die Funktion heif$t strikt konvex, wenn fir jedes x # y €
X und 6 € (0,1) gilt

fOz+ (1 =0)y) <0f(x) + (1 -0)f(y). (4.9)

Bemerkung 4.3.3 Diese Definition kann man auch fir Funk-
tionale verwenden.

Bemerkung 4.3.4 Oft ist es bequem, auch konvexe Funktionen
f:R™ = (—o0, 0] zu betrachten.

Bevor wir Eindeutigkeit und sogar Existenz bei Funktiona-
len studieren kénnen, schauen wir uns Konvexitit bei Funk-
tionen auf R™ an.

4.3.1 Konvexitit in R"

Fiir Anwendungen ist es oft leichter eine alternative Version
von (strikter) Konvexitéit zu benutzen.

Lemma 4.3.5 Sei f : R™ — R eine Funktion.

e f ist konvex, genau dann, wenn es fir jedes yo € R™ ein
p € R™ gibt so, dass

f) > f(yo) +p-(y —yo) fir alley € R".  (4.10)

Kapitel 4, Die zweite Variation und Konvexitét

8r 8r

-3 -2 -1 'y 1 2 3 -3 -2 -1 \\ 1 2 3
—_—

Abbildung 4.5: Links eine konvexe Funktion auf R ohne Minimum
und rechts eine nicht-stetige konvexe Funktion f auf [—3,2] mit
f(2) = 6 und lim,4o f(x) < 6. Ubrigens ist fiir f: I — R und I ein
Intervall, die Menge {(z,y);y > f(x) und = € I} konvex genau
dann, wenn f eine konvexe Funktion ist.

o f ist strikt konvex, genau dann, wenn es fir jedes yo €
R™ ein p € R™ gibt so, dass

fly) > flyo)+p-(y —yo) fir alley € R™\ {yo}. (4.11)

Bemerkung 4.3.6 Sogar fir eine Funktion f : X — R, bei
der X ein normierter Vektorraum ist, lisst sich eine dhnliche
Aquivalenz zeigen mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach.

Beweis. (4.10) = (4.8]) lasst sich einfach beweisen. Denn tat-
séachlich findet man mit (4.10) und yo = 0z + (1 — 0) y, dass



4.3 Konvexitat

Abbildung 4.6: Hier ist eine konvexe Funktion f abgebildet mit
der alternativen Fassung von Konvexitit aus Lemma An
einigen Stellen kann es mehrere p € R geben so, dass f(y) >

f(yo) +p- (y —vo)-
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es p € R™ gibt so, dass
f@)z fllz+(1—=0)y)+(1-0) p-(z—y),
fy) = fl0z+ (1 -0)y)+0p-(y—x).
Addiert man geschickt beide Ungleichungen, dann folgt, dass

0f(x)+(1—=0)f(y) = f(Ozx+ (1-0)y).

Die strikte Konvexitéit geht dhnlich.

Die andere Richtung ist schwieriger. Im Fall, dass f differen-
zierbar ist, kann man es jedoch leicht beweisen: Man nehme
p =V f(yo). Denn aus

0f (y) + (1 —0) f(yo) > f(Oy+ (1 —0)wo)
= f(yo+0(y—w))
folgt

f(y)Zf(yo)+f(yﬂ+9(y—090))—f(yo)

und wenn wir # nach 0 gehen lassen, folgt

[y +0—yo)) — f(w)
f ) Zf(yo)H;g)l 7

= [ (o) +Vf(yo) - (v —wo). (4.12)
Fiir Funktionen, die lediglich (4.8)) erfiillen, wird es wesentlich

komplizierter. Bevor es weitergeht, zeigen wir, dass Funktio-

nen, die (4.8)) erfiillen, fast differenzierbar sind. ]

Wenn (4.8)) erfiillt ist, kann man mit Hilfe einiger geometri-
scher Argumente folgendes zeigen: Es gibt fiir g € R™ einen
Vektor pg € R™ mit |pg| = 1 derartig, dass

(x—20) po>0 = f(z) > f(w0). (4.13)
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In einer Dimension sieht man dies sofort: Nehme an, es gibt

x> xo mit f(z) < f(z0), und zeigt f (y) > f(xo) fiir

beliebiges y < (. Es gilt ndmlich, dass

T — X To—Y
T W2 ) = D )
> f o) = S (o) = = (o),

und dies zeigt fiir po = —1. Falls es kein = > x( gibt
mit f (z) < f(x0), nimmt man py = 1.

Dieses eindimensionale Argument kann man auch fiir je-
de Richtung in mehreren Dimensionen anwenden. Wir geben
keinen Beweis, sondern versuchen mit einigen Illustrationen
in Abbildung [4.7] zu zeigen, wie man in zwei Dimensionen
vorangehen kann.

Als Néchstes werden wir in mehreren Schritten beweisen,
dass in R" die Bedingung in (4.8) die Bedingung in (4.10))
impliziert, sowie auch (4.9)) die Bedingung in (4.11)) impliziert.

In groben Linien ist der Beweis wie folgt:

Sei f konvex. Dann gilt, moglicherweise auf einem etwas klei-
neren Gebiet, dass:

punktweise beschrinkt —  gleichmdjffig beschrdinkt
= monotone Differenzen = Lipschitz stetig €
Existenz aller Richtungsableitungen == oberhalb
einer affinen Funktion.

Behauptung 4.3.7 Eine Funktion f : R"™ — R, die (@ er-
fullt, ist gleichmdf$ig beschrinkt auf beschrinkten Gebieten.

Kapitel 4, Die zweite Variation und Konvexitét

|
|

Abbildung 4.7: Die Stellen x mit f (x) > f (x0) sind in dunkelrot
dargestellt. Man nimmt an, dass f(x1) < f(x0). Entlang der Linien
verwendet man das eindimensionale Ergebnis.



4.3 Konvexitat

Beweis. Sei {z;},-, C R" ecine beschrinkte Folge mit
f (xx) — oo. Wir schreiben pj fiir einen Vektor, der wie in
(4.13) zu x; passt. Dann kann man eine Teilfolge so nehmen,
dass lim,, 00 Tk,, = Too Und lim,, oo Pk, = Doo €Xistieren.
Man findet, dass f (Zeo + Do) > f (2, ) — 00, einen Wider-
spruch zu der Annahme, dass f (Zo + Do) € R. [ ]

Wir nehmen v € R\ {0} und zeigen einige Eigenschaften
der Funktion g : R\ {0} — R, definiert durch

+tv) —
Behauptung 4.3.8 Nehme an, @ ist erfullt. Dann gilt fiir

t1,to € R\ {0}, dass

Beweis. Fiir t; = ¢4 ist nichts zu beweisen. Fiir 0 < t; < ty ist

f (Yo +t1v) — f (o) </ (Yo + t2v) — f (yo)
tl o t2

(4.15)

dquivalent zu

i—lf (Yo + tov) + <1 - i_l) J (o) > f (yo +t1v)
2 2

und dies folgt aus (4.8)). Das gilt auch fiir ¢, < ¢t; < 0 und
vertauschen wir ¢; und t, folgt (4.14)). Fir t; < 0 < to ist

(4.15) dquivalent zu

t —t
; Qtf(yothlU)th 1tf(yo+tzv)2f(y0)
2 — 1 2 —1h
und auch dies folgt aus (4.§)). ]
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Behauptung 4.3.9 Nehme an, (@ st erfillt. Dann ist f lo-
kal Lipschitz-stetig und es existieren die Richtungsableitungen
von f in yo in Richtung v und —v. Es gilt:

) . . 0
—mf (yo) = limg (t) <limg (¢) = Z-f (v0) -

Beweis. Fiir t € (0,1) und |w| =1 gilt

f(y)—f(y—w)gf(“t?_f(y)

< fly+w)—f(y)

und die Beschrénktheit von f auf By (yo), sagen wir durch M,
ergibt fiir y € B (yo)

|f (y +tw) — f(y)| < 2Mt,

anders gesagt, fiir x,y € By (yo) folgt

[f () = f ()| <2M [z —y].

Weil die Funktion ¢ auf (0,1] wachsend ist (also kleiner
wird, wenn t kleiner wird) und nach unten beschrénkt ist
durch g (—1), existiert der Grenzwert g, = ltifglg (). Es gilt

2 f (yo) = g+ Ebenso ist die Funktion g wachsend auf [—1,0)
und nach oben beschrénkt durch ¢ (1). Auch hier existiert
der Grenzwert g_ = lng(f)lg (t) = 8(%% f (yo). Die Ungleichung

g- < g4 folgt auch aus (4.14]). ]

Wir brauchen fiir den nachsten Schritt den Friedrichs’schen
Glitter?

2Friedrichs’scher Glitter = mollifier
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Definition 4.3.10 Man definiert o, € C° (R") durch

—1

L) = ¢ 4 el firx € Byi(0),
©1(x) n{ 0 ire g B0) (4.16)

Die Konstante ist definiert durch fBl(O) oy (x)dx = 1.
Fiir e € (0,1) definiert man . € C° (R™) durch

P (¥) ="y (e712).

A l l > ARy ARy

Abbildung 4.8: Skalierungen ¢, des Friedrichs’chen Glatters in 2D.

Diese Funktion wird verwendet, um Falten glattzubiigeln.
Fiir eine integrierbare Funktion f : R® — R und € > 0 setzt
man

F@= [ ea-niw

Lemma 4.3.11 Se: f € C'(R") und sei € > 0. Dann gilt:

1. f. € C* (R");

2. 1%1 fe () = f(x) fir alle x € R";
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3. liflol | fe — f||C(K) = 0 fiir jede kompakte Teilmenge K C
R™.
Aufgabe 4.3 Beweisen Sie dieses Lemma.
Weiter zeigt man direkt, dass wenn f (4.8)) erfiillt, auch f.
(4.8) erfiillt und wenn f auf By (yo) eine Lipschitz-Konstante

hat, diese Lipschitz-Konstante auch passt fir f. auf By_. (yo).
Die Konvexitit von f liefert aulerdem, dass

fe(x) > f(x) fir alle z € R™.

Dies folgt aus

fe(x) = /eRn o (v —y) f(y)dy

[ et ra=va

/ . o (—y) f(z+y)dy

:%/GRnng(y)(f(x—y)+f(5f+?/))dy

> [ e @@,

Fortsetzung des Beweises von Lemma Weil f. diffe-
renzierbar ist und (4.8)) erfiillt, kann man (4.12) verwenden
und es folgt fiir alle y, dass

fs (y) > fs (yO) + vfe (yO) ' (y - yO)
> f(yo) + Vi (yo) - (¥ — %o) -



4.3 Konvexitat

Die gleichméBige Lipschitz-Stetigkeit der f. auf B/ (yo)
zeigt, dass die |V f. (yo)| gleichméfig beschrankt sind fir alle
€ € (O, %) Dann kann man eine Nullfolge ¢, finden so, dass
p = limg0o V[, (yo) existiert. Es folgt, dass

fly) = lim fo (y) = f(yo) + lim Ve, (v0) - (¥ = %o)
=f(o)+p-(y—wo)-

Fiir f € C? (R) weifl man, dass f konvex ist, wenn f” (z) >
0 fiir alle z € R. Fiir f € C? (R™) wird es schon etwas schwie-
riger, Konvexitdt aus den zweiten Ableitungen herzuleiten.
Definiert man A € M™*™ (R) durch

82

" 6$181‘]

f(z), (4.17)

dann kann man das folgende Ergebnis verwenden.

Lemma 4.3.12 Sei A € M™" (R) eine symmetrische Matriz.
Dann sind dquivalent:

. E > 5 . Ag ist strikt konvex.
e A ist positiv definit: 3¢ > 0 vE eR™: E AE > c|€’2.
o A hat nur strikt positive Eigenwerte.

Wenn fiir jedes = die Matrix A in (4.17)) (strikt) konvex ist,
dann ist f (strikt) konvex.
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4.3.2 Minimum bei Konvexitit

Proposition 4.3.13 Sei X ein normierter Raum. Wenn das
Funktional J : C C X — R strikt konvex ist und auch C ist
konvex, dann hat J hdochstens ein lokales Minimum in C.

Beweis. Scien v und v beide ein Minimum fiir J. Betrachte
fir t € [0, 1] die Kurve

s(t)=(1—t)u-+to.

Wenn J (u) > J(v), dann findet man einen Widerspruch
durch

J(s(e)<(l—e)J(u)+eJ(v)<J(u) firallee >0

und die Tatsache, dass s (&) beliebig nahe bei u genommen
werden kann. |

Es passiert selten, dass man gleichzeitig Konvexitiat in u
und p hat. Weil der Fall ziemlich einfach ist, wird er hier
betrachtet. Man zeigt dann sofort, dass die Konvexitdt von
(u,p) — F(x,u,p) ibertragen wird auf das zugehorige J:

Lemma 4.3.14 Sei F € C(2 x R x R™). Wenn
(u,p) — F(x,u,p) (strikt) konvez ist fiir jedes x € Q,

dann ist J : C* (Q) — R, definiert durch

J(u):/QF(x,u(x),Du(:c))d:c

auch (strikt) konvex.



46

Theorem 4.3.15 Wir nehmen an, dass F € C?*(Q x R x R")
derartig ist, dass

(u,p) = F(x,u,p) konvex ist fiir jedes x € €.
Fiir
J(u) = / F(z,u(z), Du(x))dx
suchen wir Uy, mit !
I (Unin) = Ivflelél J(u) mit C = CH(Q) N Cy(Q).

1. Wenn u € C so ist, dass 0J(u,p) = 0 fir alle ¢ € C,
dann st u ein Minimum.

2. Wenn auperdem (u,p) — F(z,u,p) strikt kom)ezﬂ ist fiir
jedes x € (), dann ist u das eindeutige Minimum.

Beweis. Aus der Konvexitéit folgt, dass es fiir jedes z €
einen Vektor ¢ € R™""! gibt derartig, dass

F(z,u,p) > F(z,u(x), Du(x)) + ¢~ ( pu—_DuTE?:z') ) :

Da wir angenommen haben, dass F' differenzierbar ist, nimmt

man - ( ?ZE§Z§§553§§B ) '

Man beobachtet als néchstes, dass

J(u) — J(u) = / (F(z,u(z), Du(z)) — F(z,u(zr), Du(z))) dx
> [ (R Dan ) ()~ Bty )
=0

J(t,u —u)=0. (4.18)
3strikt konvex = strictly convex

ﬁ |
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Strikte Konvexitét zeigt, dass u das einzige Minimum ist. =

Spéater werden wir sehen, dass fiir J(u) die Konvexitét be-
ziiglich der Termen hochster Ordnung, hier ist das p, eine sehr
wichtige Rolle spielt bei der Existenz eines Minimums. In der
zweiten Variation fiir

J(u) = /QF(x,u(:U),Vu(x)) dx

bezieht sich das auf den Term
[ 3 B 0@), Vu @) oo
i,7=1

Konvexitat dieses Funktionals folgt aus der punktweisen Kon-
vexitat von

SH Z pzp]

2,7=1
Wir definieren die Matrix A € M™*" (R) durch
Aij = Fop, (,u(x), Vu(x)).

Beispiel 4.3.16 Sei (2 C R™ ein beschrinktes Gebiet und sei
feC(Q). Firue C"(Q)NCoy(Q) definieren wir

J (u) :/Q(%]Vuf—f u) du

), Vu (z)) €, fiir alle £ € R™ und x € Q.

Man findet
03 (i) = [ (Vu-Ve—f )do

0*J (u; @) = / Vo -V dr.
Q



4.4 Funktionale fiir vektorwertige Funktionen

Die Funktion
1
(u,p) = F (2,u,p) := 2 [pl* = f (2) u
ist konvex aber micht strikt konver. Also ist eine Funktion
ue C?(Q)NCoy(Q) mit dJ (u; p) = 0 ein Minimum, aber u
st a-priori nicht unbedingt das einzige Minimum. Wenn man

jedoch die Ungleichung von Pomcaré—Friedrichfl verwendet,
dann findet man:

1
0*J (u; @) = / V-V dr> 5/ (|Vg0|2 + /\QQDQ) dx
Q Q

und dies ergibt die strikte Konvexitit von J auf ct (Q) N
Co (Q) Der Minimierer ist eindeutig.

4.4 Funktionale fiir vektorwertige Funk-
tionen

4.4.1 Das Stokes-System

Die Stromung einer Fliissigkeit unter einer externen Kraft gibt
das folgende Funktional:

7@ = [ (3 (Tl + [Tl + (V) — ) o
Q

4Poincaré-Friedrichs-Ungleichung: Fir Q C R" ein beschrinktes Ge-
biet gibt es Mg > 0 so, dass folgendes gilt fiir alle p € C* (Q) N Cy (Q) :

(2 XL = AQ "2} X.
/|v ? d >/\/ 24
Q Q
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Die Funktion @ = (w1, ws, ws) : Q© — R? beschreibt die Ge-
schwindigkeiten der Stréomung in © C R?. Nehmen wir an,
dass die Fliissigkeit inkompressibel ist, dann muss die folgen-
de Bedingung erfiillt sein:

V - = 0 innerhalb von €. (4.19)

Abbildung 4.9: Wenn ein Vektorfeld @ eine Stromung beschreibt,
bedeutet (4.19)), dass fiir jedes Teilgebiet gleich viel herein- wie
herausstromt.

Passende Randbedingungen sind zum Beispiel:

e Keine Bewegung am Rand: @ = 0 auf 0).

e Bewegung nur parallel zum Rand: @ - v = 0 auf 0€; U ist
der auswirtige Normalenvektor.

Schreiben wir fiir die Randbedingung

Bw = 0.
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Sei w stetig differenzierbar. Die schwache Form der Euler-
Lagrange Gleichung wird:

Fiir alle ¢ € {C° (Q;R?); V- ¢ = 0} gilt

/(Vw1~Vg01+Vw2~V<p2+Vw3-V903—f~g5>d:c:0
Q

(4.20)
Die Gleichung in (4.20]) ist leider so, dass das Hauptlemma
nicht sofort anzuwenden ist, denn es gibt eine Bedingung, die
die drei Komponenten von ¢ verbindet. Man kann zeigen, dass
man statt (4.19) und fiir die obigen Randbedingungen
auch das folgende Problem betrachten kann:

Es gibt eine Funktion p : 2 — R derartig, dass fiir alle
g € O (O R?) gilt

/ (le -V, +Vwsy - Vo, + Vws - Vg
Q
~(F=9p)-3)de=0. (421)
Betrachten wir
J* (W) =
1 2 2 2 = .
/ <§ (|Vw1| + |Vws|” + [V ) - (f - Vp) -w) dx,
Q

dann sieht man, dass dieses Funktional konvex ist. Wenn
die Randwerte es erlauben, folgt aus der Ungleichung von
Poincaré-Friedrichs, dass das Funktional sogar strikt konvex
ist, und es hat fiir festes p also hochstens ein Minimum. Leider
ist p nicht gegeben, sondern Teil der gesuchten Losung.
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Ubrigens findet man durch partielle Integration, dass

/Vp~g5d:c:/ p@'-ﬁdax—/pv-gﬁdx
Q o0 Q

und mit den beiden obigen Randbedingungen fiir ¢ folgt

/Vp-(ﬁdx——/pv-gﬁd:c.
Q Q

So findet man
0" (@i5) = 01 (& 3) ~ [ p V-5 do.
Q

Dies sieht aus wie eine Art eines unendlich-dimensionalen
Lagrange-Multiplikator-Satzes mit p(z) als Multiplikator.
Dies kann man wie folgt sehen:

Nehme an, die Bedingung V - ¢ = 0 hétte man nur an
endlich vielen Punkten {z;}}_, zu erfiillen. An diesen Stellen
schreibt man nun Funktionale mit Hilfe von Distributionen:

V- (x;) = 0, (V- W)
44
= / 0z, () V- (y) dy =0 fiir alle z;. (4.22)
9y 74
Die GénsefiiBlein stehen in (4.22)), weil es so eigentlich nicht
zu verstehen ist und es trotzdem oft genau so dargestellt
wird. Dann hétte man mit dem Lagrange Multiplikator Satz,

dass ein Minimum die folgende Gleichung erfiillt fiir alle
@ € Cx (Q;R3):

aJ(uv;sz)—ZAi/Qmm V- (y) dy =0,
=1



4.4 Funktionale fiir vektorwertige Funktionen

Setzen wir p (z;) = \;, so folgt fiir alle g € C° (2;R3):

J (@ @) — prz V@) =

Es wiére noch ein Schritt zu tun, ndmlich die Summe durch ein
Integral zu ersetzen, und man bekime fiir alle 3 € C° (2; R3):

aJ(zv;sz)—/Qm V-3 (r)de =0,

Leider braucht das Ganze etwas bessere Argumente. Diese
findet man zum Beispiel im Buch von Evans [6].

4.4.2 Konvexitéit fiir vektorwertige Funktionen
Sei ) ein Gebiet in R™ und sei F' : 2 x R™ x R™ zweimal
stetig differenzierbar. Setze

J(ﬁ):/QF(a;,ﬁ(x),Vﬁ(x))dx fir @ € C* (Q).

Die erste Variation wird

m

07 (i §) = / S (B (1,1 (1), Vid (1)) ¢ ()

i=1

+Fy, (2, (2), Vi (¢)) - Vi, (2) ) do
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und die zweite Variation

0%J (i1, @) = / (Z Fu, (0,1 (x), Vi (2)) @, () p; (x)

3,7=1

+22F2u1 z,i(z), Vi (z ))‘V%(x)@j(x)
i,7=1
n m B a(pz 8¢]
+ 20 2 P, (0, (2), Vi (2)) 5 () 572 (2) | da
st=11,j=1 $

Fixieren wir (x,u (z), Vi (z)) und betrachten wir wieder den
letzten Term und setzen

A3 (x) = Figy ), (@, (2), Vi ().

Konvexitat beziiglich Vi wiirde folgen aus

Z Z Ast(z) €,,€;, > 0 fitr alle £ € M™™\ {0}

i,j=1s,t=1

Bemerke, dass & eine Matrix ist.

Leider ist eine solche Bedingung zu einschrinkend. Vie-
le Systeme aus den Anwendungen erfiillen diese Bedingung
nicht.

Es gibt mit Konvexitdt verwandte Begriffe, die manch-
mal schon reichen. Wir betrachten dazu fiir Funktionen 4 €
C! (Q Cc R™;R™) das Funktional

*:/Qf(vm

Auch hier ist Vi(z) fiir jedes o eine Matrix.
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Definition 4.4.1 Sei f : M™* " (R) — R eine (integrierbare)
Funktion.

e f heifst Rang-1-konvex, wenn fir alle 6 € [0, 1] und fir
alle &,m € M"™ "™ (R) mit Rang (§ — n) < 1:

fOE+(1—=0)n) <0f(&)+(1=0)f(n). (423)

o f heifit quastkonvex, wenn fir alle kompakten Gebiete
D C R" und fiir alle $ € C° (D;R™):

1 o
F&) < /D FELVE@)dr  (424)

mit | D| :/ ldz.
D

Die Funktion & — f(&) ist konvex, wenn die Ungleichung in
erfiillt ist ohne die Einschrinkung beziiglich des Ran-
ges. Quasikonvex macht Sinn, wenn man die variationelle For-
mulierung betrachtet, ist aber generell schwer zu kontrollieren.
Man hat irrtiimlicherweise lange gehofft, dass Rang-1-konvex
und quasikonvex dquivalent sind. Fiir Polynome zweiter Ord-
nung folgt diese Aquivalenz schon.

Lemma 4.4.2 Konver = quasikonvexr = Rang-1-konvez.

Einen Beweis findet man zum Beispiel in [4].

Aufgabe 4.4 Die Funktion f : M**? (R) — R, definiert durch
f(A) = det (A) ist Rang-1-konvex aber nicht konvex. Zeigen
Sie dies.
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Variationsrechnung

Kapitel 5

Lebesgue-Riume und Funktionalanalysis

5.1 Lebesgue-Integrale

5.1.1 Integrale

In den Analysis Vorlesungen hat man Bekanntschaft ma-
chen kéonnen mit dem Riemann-Integral und dem Lebesgue-
Integral. Fiir diejenigen, die sich nicht auskennen, folgt eine
kurze Ubersicht. Wenn wir anschlieBend das Integral benut-
zen, werden wir immer das Lebesgue-Integral meinen.

e Das Riemann-Integral wurde definiert durch Approxima-
tionen mit Treppenfunktionen

f@) =) filp (x). (5.1)

Es gilt fr € R und By sind ,endliche Blocke® innerhalb
Q). Fiir eine solche Treppenfunktion definiert man

/Qf (x)dz =) " fi Vol (By).

o1

Hier ist Vol (B) das Volumen von B. Die Funktion 15 ist
die Indikatorfunktion zu der Menge B:

15 (2) = 1 fiir z € B,
BAY)= 0 fiir 2 ¢ B.

Eine Funktion f : © — R wird Riemann-integrierbar
genannt, wenn

inf { / fo (z) dx; Treppenfunktion f, > f } —
Q
SUP{ / fu (z) dz; Treppenfunktion f, < f }
Q

und man schreibt [, f (z) dz fiir diesen Wert.

Das Lebesgue-Integral wurde definiert durch Approxi-
mationen mit einfachen Funktionen

F@) =3 fi 1a, (@), (5.2)
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erst nur fir positive Funktionen. Es gilt fi, € [0, o]
und Ay sind Lebesgue-messbare Mengen innerhalb 2. Die
Lebesgue-messbaren Mengen enthalten zum Beispiel al-
le offenen und alle abgeschlossenen Mengen in R”. Fiir
solche Mengen kann man das Lebesgue-Mafl definieren.
Ein Ma#8 ist eine Abbildung von Mengen nach [0, oo], die
einige festgelegte Eigenschaften erfiillt. Siehe Appendix
[A] Fiir Mengen in R", bei der das Volumen definiert ist,
stimmen Lebesgue-Mafl und Volumen {iberein:

A(A) = Vol (A) .

Auflerdem sind alle Mengen, die man durch abzihl-
bare Vereinigungen und Durchschnitte von Lebesgue-
Mengen bekommt, auch wieder Lebesgue-messbar. Auch
das Komplement einer Lebesgue-messbaren Menge ist
Lebesgue-messbar.

Fiir eine solche einfache Funktion, wie in (5.2)), definiert

man
[rav=3 oA,
Q k=1

Ausnahmsweise rechnet man hier mit ,0 x co = 0%, das
heifit, wenn entweder f;, = 0 oder A\(Ax) = 0, so setzt
man f; A(Ax) = 0, auch wenn der zweite Term gleich oo
ist.

Auch hier wird eine allgemeine Funktion f Lebesgue-
integrierbar auf {2 genannt, wenn man das Integral mit
einfachen Funktionen approximieren kann.
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Ahnlichkeiten und Unterschiede:

1. Sowohl fiir das Riemann-Integral als auch fiir das

Lebesgue-Integral kann man fiir mehr beliebige (nicht-
negative) Funktionen das Integral definieren, wenn sich
die betreffenden Funktionen von oben und von unten
durch Treppen- bzw. einfache Funktionen approximieren
lassen und die zugehorigen Ober- und Untersummen zum
gleichen Wert konvergieren.

. Beim Lebesgue-Integral kann man auch Approxima-

tionen durch unendlich aber abzéhlbar viele Mengen
{A;},cy zulassen und es sind auch Mengen A; mit
A (A;) = oo erlaubt.

. Da man beim Lebesgue-Integral sowohl unendliche Sum-

men als auch Mengen mit unendlichem Maf zulésst, muss
man bei Funktionen, die kein festes Vorzeichen haben,
das Lebesgue-Integral getrennt fiir f* und f~ definieren.
Sonst kénnte ein undefiniertes oo — oo auftreten.

Man definiert die nicht-negativen Funktionen
fH(z) = max (f (2),0),
7 (z) = max (- f (z),0)
und so findet man f*,f~ > 0und f = f* — f~. Man

nennt eine Funktion f : €2 — R Lebesgue-integrierbar,
wenn

/f*d)\<oound/fd)\<oo
Q 0

und definiert fiir solche f das Integral durch

/Qfd)\:/ﬂﬁd)\—/ﬂf‘d/\.



5.1 Lebesgue-Integrale

4. Fir nette Funktionen auf beschrankten Gebieten 2 sind
Riemann- und Lebesgue-Integral gleich:

/Qf(x)d:z::/gfd)\.

Ab hier wird dz auch im Lebesgue-Integral verwendet.

5. Eine Funktion f : 2 C R"™ — R nennt man Lebesgue-
messbar, wenn die Mengen {x € Q; f () < ¢} Lebesgue-
messbar sind fiir alle ¢ € R. Fiir eine Lebesgue-messbare
Funktion kann man die Lebesgue-Integrale fQ fT dX\und
Jo f7 dX definieren als Werte in [0, 00]. Nur wenn bei-
de Werte in [0,00) liegen, nennt man die Funktion f
Lebesgue-integrierbar.

5.1.2 Definition der Lebesgue-Riume

Definition 5.1.1 Seiq € [1,00) und sei Q) eine offene Teilmen-
ge von R™. Man sagt f € L1(Q), wenn f Lebesque-messbar ist

und /
1/q
HfHLq(Q) = (/Q |f($)‘qu) < Q.

Wir mochten daran erinnern, dass wenn das Mafl von
{z € Q; fi(x) # fa(x)} gleich null ist, dieses Integral keinen
Unterschied macht zwischen zwei Funktionen f; und f;. Ent-
weder ist |||l ;) dann keine Norm oder man schaut iiber

diese spérlichen Unterschiede hinweg und betrachtet Aquiva-
lenzklassen statt einzelne Funktionen. Das letztere wird ge-
macht; also sind zum Beispiel die Funktionen 1gp und 0 iden-
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tisch. Wenn f; und f; identisch sind im Sinne von Lebesgue,
schreibt man f; = f, f.ii., wobei f.ii. heifit: fast iiberalll]

Das letzte gibt eine Schwierigkeit bei der Supremum-Norm
fiir beschrankte Lebesgue-messbare Funktionen. Wir brau-
chen dazu das wesentliche Supremum.

Definition 5.1.2 Das wesentliche Supremun{] einer Funktion
f A R ist wie folgt definiert:

esssupf:inf{k: eR; M {z € A; f(x) > k} :O}.

In Abbildung [5.1] findet man die Skizze einer Funktion und
ihre Niveaumenge fiir £ = 3. Das Supremum ist 4 und das
wesentliche Supremum ist 3,5.

Definition 5.1.3 Sei ) eine offene Teilmenge von R™. Man
sagt f € L®(Q), wenn f Lebesque-messbar ist und

11| oo () := esssup | f] < oco.
Fiir die Lebesgue-Réume L?(() gilt:
Lemma 5.1.4 Sei p € [1,00] und 2 C R™ offen. Dann gilt:

o (LP(), ||-||LP(Q)) ist ein Banachraum.

o (L*(), 1l 2y ) mit dem Skalarprodukt

(u,v) = /Q u(@)v(z)da.

st sogar ein Hilbertraum

fast {iberall = almost everywhere, f.ii. = a.e.
2wesentlich Supremum = essential supremum
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Abbildung 5.1: Beispiel mit wesentlichem Supremum ungleich Su-
premum. Rot gibt alle Stellen an, wo f(z) > 3 gilt.

Lemma 5.1.5 Wenn A () < oo und 1 < p < ¢ < o0, dann
gilt LP (Q2) D L ().

Beweis. Dies folgt aus der Holder-Ungleichung’}

sy = [ 171 da = / P de <
Py = — Q)2
(11 daz) ([ da:) e A ()

3Holder-Ungleichung: Sei p, ¢ € (1,00) mit % + % = 1. Dann gilt fiir
feLP(Q) und g € L9(Q), dass

/Qfgdxé (/Qm” dz)l/p </Q gl do:)l/q
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Das heift, aus [|f||;.q < oo und A(Q2) < oo folgt, dass
”fHLP(Q) < 0. u

Lemma 5.1.6 Sei p € [1,00) und Q C R™ offen.
Die folgenden Mengen liegen dich in (LP(Q), [RIFS ):

o Die stickweise konstanten Funktionen mit beschranktem
Trdager;
o () ={u e C®(Q); Trager von u ist kompakt in Q}.

Mit Hilfe des Friedrichs’chen Glatters wird das letzte Er-
gebnis bewiesen. Siehe [1], [3], [6] oder [12].

Bemerkung 5.1.7 FEine Funktion f : Q0 — R ist stickweise

konstant, wenn es h; € R und disjunkte Lebesque-messbare
Mengen O; in Q gibt so, dass f =" h; lo,.

Definition 5.1.8 Man sagt f € Ly, (S2), wenn fio € LP(O) fir
jedes beschrinkte Teilgebiet O mit O C Q°.

5.2 Funktionalanalytisches

5.2.1 Dualraum

Definition 5.2.1 Wenn (X, ||-||x) ein normierter Vektorraum
ist, dann definiert man den Dualraum X' als die Menge aller
stetigen linearen Funktionale f : X — R.

4Sei (X, ||-]|) ein normierter Vektorraum. Die Teilmenge A C X liegt
dicht in X, wenn es fiir jedes € X und € > 0 ein a € A gibt so, dass
|z —al <e.



5.2 Funktionalanalytisches

Lemma 5.2.2 Setzt man

[/l 5 = sup{|f(x)]; = € X mit [[zfly <1},

wird (X', ||-|| /) ein normierter Vektorraum.

Wie vorher sind wir ein wenig ungenau und schreiben oft
X', wenn wir eigentlich den Dualraum (X', ||-||y,) meinen.

Aufgabe 5.1 Zeige, dass |||y, eine Norm ist und dass
sup {[f(2)]; = € X mit ||z, <1}

= sup{[f(z)]; z € X mit |z[/y =1}
=sup{|f(@)[/[lzllx; = € X\{0}}.

Die Definition fiir X’ kann man wiederholen und so be-
kommt man den doppeltdualen Raum X",

Man findet fiir jedes z € X eine lineare Abbildung F, € X",
die man definiert durch

Fo(f) := f(z) mit f € X". (5.3)
Es folgt
el xn = sup {|Fo(f)]; f € X" mit |[f]ly <1}

=sup{|f(2)]; f € X mit [f[ly <1}
<sup{[|fllx Nlzllx; f€X mit [[fllx <1} =z

Man sieht, wenn man x und F), identifiziert, dass die Inklusion
X C X" nicht nur als Menge, sondern sogar als stetige Funk-
tion aufgefasst werden kann. Genauer gesagt, die Abbildung

Jj: X = X" mit j(x) = F, (5.4)
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definiert in (5.3)), ist linear und stetig von X nach X”.

Obwohl j meistens keine Bijektion ist, gibt es eine wichtige
Klasse, bei der das der Fall ist:

Definition 5.2.3 Der Banachraum X heift reflexivf], wenn
Jn eine stetige Bijektion ist mit stetiger Inverse.

Mit Hilfe der folgenden Séitze finden wir, dass Lebesgue-
Réume mit p € (1, 00) reflexiv sind.

Theorem 5.2.4 (Darstellungssatz von F. Riesz fiir Lebesgue-
Riume) Sei p € (1,00) und sei F € (LP(Q))'. Dann gibt es
genau ein f € L¥ (Q) mit % + z% =1 derart, dass

F(g):/Qfgdx fiir alle g € LP(2).

Einen Beweis findet man in [3, Theorem 4.11].

Theorem 5.2.5 Sei F' € (L'(Q))". Dann gibt es genau ein f €
L>(Q) derart, dass

F(g):/Qfgd$ fiir alle g € L'(92).

Auch hier verweisen wir auf [3 Theorem 4.14]. Da jedoch
(L>=(Q)) # LY(Q), sind L'(Q) und L>(Q) nicht reflexiv.

Lemma 5.2.6 Seip € [1,00) und sei F' wie in Theorem[5.2.4]
oder und sei f die zugehérige Funktion in LP (). Dann
qilt

HFH(LP(Q))/ = Hf”LP’(Q)'

Sreflexiv = reflexive



56

Beweis. Entweder durch Hélder (1 < p < o0) oder durch
direktes Abschétzen (p = 1, p’ = co) findet man:

[E (] < Ao ) N9l oo

und so folgt
T T

Fiir die Abschétzung in die andere Richtung nimmt man,
wenn f € LP (Q)\ {0} und 1 < p < oo, die Funktion

for= [FIPP F e (@)

und es folgt

Pt = [ fogdo= [ 170797 12 ds
Q Q
=Wy = 17Ny = Wfoll oy
Daraus bekommt man
1F oy = FUp)/ 1ol oy = If 1l @)

und ist das Ergebnis fiir p € (1, 00) bewiesen.

Fiir f € L>®(Q) und € > 0 setzen wir
Of ={z € Q £f(x) > [|fllo —c}-

Dann gilt A(Q2%) > 0 mindestens fiir eine der beiden o €
{+, —}, sagen wir fiir 0 = +. Fiir m geniigend grof gilt

Cem = AMQ5. N By (0)) > 0 und c.pp < 00.
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Definiere

[ 1 fira e Q5N B 0),
9:(r) = { 0 anders.

Dann folgt ||ga||L1(Q) = Ccm und

O R N
Q Q5. NBm (0)
> (I @) =€) Cem = (1) = ) 9oy

und damit [[F|[ 11 gy = [[fllo — € fiir jedes € > 0. Insgesamt
haben wir so erreicht, dass ||| 11 qyy = I/l (q) - [

Also sind die Normen auf L” () und (L?(Q))’ fiir p € [1, 00)
nicht nur dquivalent, sondern sogar identisch, wenn wir f und
F identifizieren.

Korollar 5.2.7 Fiirp € (1,00) gilt (LP(2))" = LP(2).

Den Beweis findet man dadurch, dass man zweimal den
Représentationssatz von Riesz verwendet.

5.3 Konvergenz

Wenn man das Minimum eines Funktionals J sucht, dann geht
man meistens wie folgt vor: Man konstruiert sich eine Mini-
malfolge.

Definition 5.3.1 Sei J : X — R ein nach unten beschrinktes
Funktional. Dann heifit {x,},.n C X eine Minimalfolge,
wenn

lim J(z,) = inf J (x).

n—oo zeX
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Wie man wissen sollte, ist ein Infimum nicht immer ein
Minimum. Weil man in der Variationsrechnung oft ein Mi-
nimum, eigentlich sogar eine Minimalstelle sucht, sollte man
sich anschauen, unter welchen Bedingungen eine Minimalfolge
konvergiert und wann folgendes gilt:

lim J (z,) =J ( lim :L‘n) .

n—oo n—oo
Stetigkeit von J beziiglich der Norm ||-|| , wiirde reichen, wenn
die Minimalfolge in dieser Norm konvergiert. Leider hat man
in der Variationsrechnung hochst selten eine solche Stetigkeit
gleichzeitig mit einer solchen Konvergenz.

5.3.1 Starke und schwache Konvergenz

Definition 5.3.2 Sei X ein Banachraum, {zy},, C X und
reX.

1. x, konvergiert stark’| nach x in X fir k — oo, wenn
lim ||z, — x|l = 0.
e || k ||X
Man schreibt: z,, — x in X.

2. x konvergiert schwach nach z in X fir k — oo,
wenn

klim f(xy) = f(x) fir jede f € X'
—00
Man schreibt: x,, — x in X.

Genauso kann man Konvergenz fiir eine Folge von Funktio-
nen im Dualraum betrachten, also {fx},—, C X"

bstarke/schwache Konvergenz = strong/weak convergence

o7

1. fr konvergiert stark nach f in X' fir k — oo, wenn
lim [[fi— £l = .
Man schreibt f, — f in X'.
2. [ konvergiert schwach nach f in X' fir k — oo, wenn

lim F(fy) = F(f) fiir jedes F € X".

k—o0

Man schreibt f, — f in X'.

Fiir Folgen in einem Dualraum gibt es noch eine andere
Moglichkeit:

Definition 5.3.3 Sei X ein Banachraum, {f},—, C X' und
feX'.

3. fr konvergiert schwach* nach f in (X', X) fir k —
00, wenn

lim fy(x) = f(x) fir jedes x € X.

k—o00
Man schreibt fi, = f in (X', X).

Die etwas komplizierte Schreibweise (X', X') braucht man,
weil man den pria-dualen Raum X von X’ kennen muss und
der ist nicht eindeutig bestimmt durch X’.

Lemma 5.3.4

1. Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.
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2. Schwache Konvergenz in X' impliziert Schwach*-
Konvergenz in (X', X).

Bemerkung 5.3.5 In X' ¢ibt es also a-priori drei verschie-
dene Typen von Konvergenz: stark, schwach und schwach*.
Schwach™ ist schwdcher als schwach.

Beweis. Zu der ersten Aussage: Sei {7}y C X. Wenn

limy oo |2 — 2|y = 0, dann folgt fiir f € X' mit || f]y
beschrénkt, weil f stetig ist, dass

[ (ze) = f@)| = |f (2 = 2)] < [[fll o lzr — zllx = 0.
Zu der zweiten Aussage: Sei nun z € X und definiere
F.(f) = f (a) fir f € X"
Wenn f, — fin X', so gilt
lim F, (fr) = Fu (f) = lim i () = f(z)=0

und dies bedeutet, dass F, € X”. Wenn f, — f in X', so gilt
weil F, € X" dass

lim F(f) = Fo(f) =0,
und weil F,(fx) — Fo.(f) = fe(x) — f(z), folgt

lim fi(«) — f(z) = 0.

k—o0

Weil diese Aussage fiir alle z € X gilt, bedeutet es, dass f, —
fin (X', X). [ ]
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Proposition 5.3.6 Sei X ein Banachraum.

o Wenn {x},-, C X schwach gegen x konvergiert, al-
so xp — x, dann ist ||zg|| gleichmdfig beschrinkt und
Joll < timnf ]

o Wenn {fr}, C X' schwach gegen f konvergiert, al-
so fr — f, dann ist || fxll . gleichmdfig beschrankt und
I/l < ot | £, -

o Wenn {fi}r, C X' schwach* gegen f konvergiert, al-
so fr — f, dann ist || fillx» gleichmdpig beschrinkt und
7l < ming | 1, .

Bemerkung 5.3.7 Das zweite Ergebnis folgt sowohl aus dem
ersten als aus dem letzten.

Fiir einen Beweis dieser Proposition verweisen wir auf [3]
Proposition 3.5 (iii) und Proposition 3.13 (iii)].

Lemma 5.3.8 Sei {x},-, C X und {fy},—, C X"
1. Wenn xy — x und fr — f, dann fr(xzr) — f(x).
2. Wenn xp, — x und fi, = f, dann fip(xy) — f(x).
3. Wenn xp — & und fy = f, dann fi(z) — f().
Beweis. Fiir die erste Behauptung verwendet man

[fe(wn) = f(@)] < [filee) = f@p)] 4+ 1 (2 — 2)| <
< e = Fllxo lleellx + [f (2x — 2)[ =0

weil [|fy — fllx» = 0, [[ox|lx gleichméBig beschrénkt ist und
xr —x — 0. Ahnliches gilt fiir 2 und 3. |
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Bemerkung 5.3.9 Aus x; — x in X und fr, — f in X' folgt
im Allgemeinen nicht, dass fi(xy) gegen f(x) konvergiert.
Fiir ein Gegenbeispiel kann man X = L*(0,7) verwenden.
Weil X = L?(0,m) ein Hilbertraum ist, kann man X und
X' identifizieren. Wir nehmen xy, = f = (t — sin (kt)). Fir
stetige Funktionen g gilt

™

lim sin (kt) g (t)dt =0

k—o00 0

und weil man jede Funktion h in L? (0, 7) mit stetigen Funk-
tionen approximieren kann, folgt aus

/O " sin (k) h (1) dt‘
/OW sin (kt) (b (t) — g (1)) dt’ +

<

/ sin (kt) g (1) dt‘

0

< llealle 1k = gll 2 + \ [Fsmng 0 dt\7
0

dass x, fr = 0. Man findet jedoch auch, dass
fr (xp) = / sin (kt)* dt = —7T # 0.
0

5.3.2 Einige Konvergenzsiitze
Wenn die Funktionen { f,,},, .y € C (Q) in |- ||C(Q) nach f kon-

vergieren und €2 ist beschrinkt, kann man sich schnell iiber-
zeugen, dass

lim [ f, (2)dz :/ lim f, (z)dx,
Q Q

n—oo n—oo
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denn

/an Pl

dx—/f ) dx
D11 fn = ch()

Im Allgemeinen kann man Integral und Grenzwert nicht ver-
tauschen.

Beispiel 5.3.10 Man betrachte die Funktionen
fo () = 2nze™™" auf [0, 00)

und man bekommt

lim fn (x)dz = lim 2nze " dx

. 27 °
= lim [—e”x] =1
n—00 0
wahrend
oo

lim fn(x)da::/ 0 dz = 0.
0

0 n—o0

Siehe Abbildung[5.2.

Theorem 5.3.11 (Das Lemma von Fatou)
Sei { fi}rey C LY(Q) eine Folge mit fr > 0 und

sup/fk, dr < oo.

keN Jo
Dann ist f € L'(Q) wohldefiniert durch

f(z) = li}gg}f fr(z) [

und

fdx < hmmf/ fr dz.
Q
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0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35

Abbildung 5.2: Bilder zu f, (z) = 2ne ="

Fiir die Siatze zu monotoner und majorisierter Konvergenz
verweisen wir auf den Appendix.

Im néchsten Theorem findet man das Beispiel einer Folge,
die nur schwach und nicht stark konvergiert. Wir nehmen €2 =
(0,1)" € R™ und definieren fiir f € L? () die Funktionen

flxy, .. ) = flkxy — [kaa], ... kx, — [kxy]).  (5.5)

Hier ist [t] = max{n € Z; n <t} die sogenannte Entier-
Funktion, hierzulande auch als Gauflklammer oder Ganzteil-
funktion bekannt.

Theorem 5.3.12 (Riemann-Lebesgue) Sei 1 < p < oo und
Q= (0,1)" Cc R™. Sei f € LP(Q) und definiere fi, wie in
. Dann gilt
fu [ fay in @) fir 1 <p < oc,
Q

fe = /Qf(y)dy in (LW(Q),LI(Q)) fiir p = 0.
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Abbildung 5.3: Fiir eine Funktion f stehen hier die Bilder zu f; =
[ fo, faund fy, so wie sie in (5.5 definiert werden.

Aufgabe 5.2 Sei f, fi und Q wie im letzten Theorem. Zeige,
dass fx — [ f(y)dy in LP(Q) nur fir konstante Funktionen
f gilt, genau gesagt, fir Funktionen f € LP(Q)), bei denen es
ein ¢ € R gibt mit fast tiberall f = c.

Beweis von Theorem [5.3.12L Vorweg sei bemerkt, dass man
direkt zeigen kann, dass fiir p € [1, o0] gilt

||fk||LP(Q) = ||f||Lp(Q) :

Nehmen wir p € (1,00]. Weil Q beschrinkt ist und weil
f e LP(Q), folgt auch, dass f € L'(Q) und [, f(y)dy € R.
Weiter gilt

(f=cp=fe—c

und weil fj ) ¢ aquivalent ist zu fp —c ™ 0, diirfen wir sogar
annehmen, dass [, f(y)dy = 0. Sei e > 0. Weil C*(Q) dicht
liegt in L¥' (Q2) mit p’ € [1, 00) kann man fiir jedes g € L7 (Q)
mit p’ € [1,00) einen p € C(Q) finden mit |g — Pl ) < &
Als néchstes nimmt man kg € N derart, dass

NG

eyl s = ) —ely)l < e
Fixieren wir fiir « € N* den Hyperkubus

K'={x € Qa;— 1 <mz; < o;}.
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Dann haben wir fiir £ > kg

/ ful@)g(w)ds
/ fe(z)p(x)dr

/ fe(z)p(x)dx
a mit 1<a <k

3 ( fu@)p(ta)da

k
o mit 1<a; <k K3

<

+||fk||LP(Q lg — ol Lo (D)

IN

ooy €

+€/Kg1 |fk(x)]dx>

o

IN

< Y Jeta) \ / fa)is

a mit 1<a; <k

=0+ 2| fllzpe €

+2[[fllroy €

Damlt folgt fi — [, f(y)dy in LP(Q) fir 1 < p < oo und
= o f(y)dy in (L=(2), LH(RQ)) fiir p = oo.

Bleibt iibrig p = 1. Das diirfen Sie selber machen. [ ]

Theorem 5.3.13 Sei X ein Banachraum. Dann sind folgende
Aussagen gleichwertig.

o X ist reflexiv.
e Fir jede beschrinkte Folge {xy} -, C X gilt, dass es eine
Teilfolge {xy,, }o_, und ein x € X gibt so, dass xy,, — .

Fiir einen Beweis dieses Theorems verweisen wir auf einen
Satz von Kakutani. Siehe zum Beispiel [3, Theorem 3.17].
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Variationsrechnung

Sobolev-Raume

Funktionenrdume mit Lebesgue-Normen fiir Ableitungen
nennt man Sobolev-Raume und mochte man wie folgt defi-
nieren:

Wha(Q) =
{f € LYQ); D*f € LYN) fiir alle « mit |o| < k},

also mit Funktionen aus L9(f2), die Ableitungen haben, die
auch wieder in L9(€2) liegen. Dann ergibt sich jedoch das fol-
gende Problem: Wie kann man fiir u € L%(Q), das heifit,
fiir eine Funktion, die nur fast iiberall definiert ist, die Ab-
leitung definieren. Die Standarddefinition einer Ableitung ist
ja punktweise definiert.

6.1 Schwache Ableitung

Eine Moglichkeit eine Ableitung zu definieren, bietet das
Hauptlemma der Variationsrechnung und die partielle Inte-
gration. Wenn man die Ableitung %u = v kennt, dann hat
man

/Qu aiitp dm:—/Qv @ dx fiir alle ¢ € C°(Q).  (6.1)
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Die Gleichung in (6.1]) ist sinnvoll fiir Funktionen u, v, die le-
diglich in L; () liegen. Die Funktion v wire dann die schwa-

che Ableitung von u nach x;. Wenn so eine v € L, () exis-
tiert, ist diese schwache Ableitung eindeutig fast iiberall. Dies
folgt aus der letzten Version des Hauptlemmas (Lemmal6.4.1)).

Allgemein werden schwache Ableitungen wie folgt definiert:

Definition 6.1.1 Die Funktion u € L},.(Q?) hat eine schwa-
che D*-Ableitung| v € L], (), wenn fir alle o € C=(Q):

loc

/u D%p dx = (—1)1! / v dz. (6.2)
Q Q

Bemerkung 6.1.2 Es folgt sofort, dass wenn u eine klassische
Ableitung auf Q) hat, dies auch die schwache Ableitung ist. In
den ndchsten Beispielen werden wir sehen, dass es schwache
Ableitungen gibt, die nicht als klassische Ableitung existieren.

Beispiel 6.1.3 Betrachte die Funktionen f; : [—1,1] — R, de-
finiert durch:

Ischwache Ableitung = weak derivative
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—x  fir x € [—1,0],
x  firze (0,1],

101
08
06
04}

0.2}

-10 -05 0.5 10

o+l firee —1,0],
fol) x fir x € (0,1],

—z firx e [-1,0),
3. fa(x) = 1 firx=0,
z  firz e (0,1],

Zu 1. Weil eine klassische Ableitung immer f.4i. mit der schwa-
chen Ableitung tibereinstimmt auf den Gebieten, in denen
die klassische Ableitung ezistiert, kann man raten, dass

Zu 2.
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wenn vy die schwache Ableitung ist, f.i. gelten muss, dass

=== {7

In {—1,0,1} kann man v beliebig lassen, weil die drei
Punkte eine Nullmenge bilden. Ist vy (x) = sgn(x) die
Ableitung? Wir testen:

/_llflwlda?:/o —z ¢ (x) dg;+/01x¢/<x) dr

@), + e @)}

—/_Ol—go(a:) d:c—/()l(p(x) dx

1

—= 000 =00 - [ sn() ol ds

-1

_ _/_1 sen (z) o () da.

1

Wir haben unterwegs verwendet, dass ¢ (—1) = ¢ (1) =
0. Die Antwort fiir f, ist also:

Auf (—1,1) ist x — sgn(z) die schwache Ableitung von
T |x|.

Ebenso hat man
vy (z) = f3(x) =1 fai. firz € (—1,0)U(0,1)

als Kandidaten fir die schwache Ableitung von fy. Wenn



6.1 Schwache Ableitung

wir diese Vermutung testen, finden wir jedoch

/_jfz@'dx:/o (x+1) ¢ () d;c+/13;90/($) du

=@+ 1) @)%, +[ze ()],

—/jgp(m) dx—/olgo(x) dz

:gp(O)—/_ 1 ¢ (x) dz.

1

Fiir ¢ (0) # 0 passt die Ableitung nicht. Auf (—1,1) hat
fo also keine schwache Ableitung.

Zu 3. Weil fy = f3 auf [—1,1] f.i. gilt, ist vy auch die schwache
Ableitung von f3 auf (—1,1).

Beispiel 6.1.4 Betrachten wir die Funktion f : R?> — R, defi-
niert durch f (x) = log (|a:|2) fiir x #£ 0. Diese Funktion liegt
in L} (R?), denn

loc

M

/ log (|x|2) dx = 27?/ log (r?*) r dr < cc.
|z|<M

r=0

Hat diese Funktion schwache Ableitungen? Wir behaupten,

dass vy (z) = xf_flxz die schwache Ableitung nach x; und dass
1 2
vg () = m%ﬁ,g die schwache Ableitung nach x4 ist. Nehme

65

Abbildung 6.1: Darstellung der Funktion x — log <\:L‘|2) :R? -5 R.
Trotz Singularitit schwach differenzierbar.

© € O (R?) mit kompaktem Triger Q@ und man findet
0
1 %) — d
[ 1ox(af?) 52 () d

= lim log (|z|*) =—¢ (z) dx

. —I1
= lim / log (|z]*) ¢ (x) —=do
el0 ( 9B.(0) (1=T) |z

_/Q\Bg@ (a%mg (W)) o () d:v)
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Ahnlich ist auch vy die schwache Ableitung nach x5 von f.
Wair haben hier verwendet, dass, wenn eine Funktion inte-
grierbar ist auf €1, das folgende gilt:

lim x)dr = z) dx.
@) /Qf()

0 Jo\B. (w

Aufgabe 6.1 Die Funktion g : [0,1] — R ist definiert auf
folgende Art: g(0) = 0 und g(1) = 1. Das Intervall [0,1]

wird in drei gleich grofie Teile geteilt und auf das mittlere
Stiick setzen wir g halbwegs an: g(x) = § fir x € [3,%]. Die
restlichen Intervalle teilen wir wieder in drei Teile und ma-
chen das gleiche: g(x) = 1 fir x € [%,%} und g(z) = 2 fiir
T € [g, %]. Wieder werden die restlichen Intervalle in drei
Teile geteilt und g(x) = % fir x € [2%,2%}, g(x) = % fiir
T € [2%, %] und so weiter. Damit wird g auf eine dichte Men-
ge M C [0,1] definiert und fir die restlichen x setzen wir

g(x) =inf{g(t);z <t € M}.
Zeigen Sie, dass:

1. Firz =) 2 mit a, € {0,1,2}
k=1

3
. min{¢;a,=1} min(Lag)
gilt g(x) = > T

k=1

2. g stetig ist;

3. ¢'(x) =0 fa.;
4. g keine schwache Ableitung auf (0,1) hat.

Ubrigens hat g schon eine schwache Ableitung

auf (3:5): (5:5): (5:5) usw.
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10 f
0.8 f
0.6 f
0.4}

0.2

‘012‘“0‘.4“‘016“‘018“‘1‘.0
Abbildung 6.2: Die monotone stetige Funktion aus Aufgabe
ohne schwache Ableitung

Aufgabe 6.2 Betrachte fi(z) = |z|” auf B1(0) C R™ mit s €
R. Fiir welche s und n hat f, eine schwache Ableitung? Fir
welche s und n existiert #;xjfs im schwachen Sinne?

Aufgabe 6.3 Zeigen Sie, dass fiir schwache Ableitungen von
u,v € L} () folgendes gilt:

loc
L gt = g0t
Das heifst, angenommen die rechte (oder linke) Seite in
dieser Gleichung ist wohldefiniert, dann zeige, dass auch
die linke (rechte) Seite wohldefiniert ist und dass die bei-
den Seiten fast tiberall identisch sind.

0 _ 0 0 . .
2. e (clu + CQU) = cla—mu + Cga—xiv fUT c € R,

5. 2 (wv) = (v) v+ v (£v) firv € C2(Q).
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6.2 Definition der Sobolev-Riaume

In der néachsten Definition ist o wieder ein Multiindex wie auf

Seite [8

Definition 6.2.1 Sei p € [l,00] und Q@ C R"™ offen. Der
Sobolev-Raum WFP(Q) ist der Vektorraum aller Funktio-
nen u € LP(Q) so, dass fir alle o mit |a] < k:

1. die Ableitung D*u im schwachen Sinne existiert, und

2. D € LP(Q).
Eine Norm fiir Wk»(Q) ist definiert durch

lal<k

Ab jetzt werden wir kurzerhand W*P(Q) fiir den
Raum (W’“’(Q), ||'||Wk,p(Q)> schreiben. Einige Ergebnisse fiir

WHP(Q), die wir nicht beweisen, sind:
Theorem 6.2.2 Se: € eine offene Teilmenge von R™.

1. WFP(Q) fiir p € [1,00] ist ein Banachraum.

2. WrP(Q) fiir p € [1,00) ist separabel (= hat eine abzihl-
bare dichte Teilmenge).

3. Wkp(Q) fiir p € (1,00) ist refleziv.
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4. H*(Q) = W*2(Q) mat Skalarprodukt ({-,-)),, definiert

durch
U, V), = E D% D% dx,

laf<k

st sogar ein Hilbertraum.
Bemerkung 6.2.3 Fiir p < oo sind

L. sup ”Dau”m(n),
lal<k

2 Y D%l
1/p
5 (X, 10l )
20 aquivalente Normen; ebenso sind

Z HDQUHLOO(Q)

o<k

sup (| Dul| oo g und
|| <k

dquivalent fiir p = oo.

Dann werden wir auch noch Sobolev-Raume brauchen, die
nur die Funktionen enthalten, die auf dem Rand des Gebietes
Q Null werden. Weil u und u, definiert durch

i) = u(z) firzeQ
W= 0 firxz €00

(weil das n-dimensionale Lebesgue Mafl von 02 bei netten
Réndern gleich 0 ist) sich nicht unterscheiden lassen, kann
man nicht einfach ujpq = 0 setzen. Ein Weg, der dieses Pro-
blem umgeht, ist folgender:
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Definition 6.2.4 Der Sobolev-Raum WEP(Q) st definiert
durch R

Wo(Q) = O=(Q) ™,
das heift, WrP(Q) ist der Abschluss von C®(Q) in der

I-llyv.p () -Norm.

Bemerkung 6.2.5 Weil C>*(Q2) C WHFP(Q) gilt und weil
WHP(Q) ein Banach-Raum ist, folgt

W(;%p(Q) _ W‘I"'Wk,p(g) c kap(Q)”HWk’p(Sn _ Wk7p(Q)

und auch, dass WEP(Q) mit |- lwen(qy als Norm ein Banach-
Raum ust.

Bemerkung 6.2.6 Fiir Funktionenu € Wy (Q)NC>®(Q) kann
man zeigen, dass D = 0 gilt auf 02 fir |a| < k. Es gilt
jedoch nicht, dass D*u =0 auf OS2 fir |a] = k. Also

We(Q) N C=(Q) ¢ Ci~(Q),
WoP(Q) N C=(Q) ¢ CHQ).

6.2.1 Weitere Uberlegungen zu 1" ((Q)

Hitte man auch W*?(Q) definieren kénnen durch

Coo—m>”'l|wk,p<9) oder Coo—(g—)>”~HWk,P(Q) ?

Wenn man C'*(£2) betrachtet, sieht man sofort, dass die Funk-
tionen, die man dann hat, am Rand zu wild werden koénnen.
Betrachte zum Beispiel # — 27** auf Q = (0,1). Wenn man

jedoch C'*°(€2) nimmt, werden diese Funktionen zu zahm sein,
wenn das Gebiet zu wild ist.
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Abbildung 6.3: Gebiet mit Spitze:

In einem Gebiet mit einer Spitze
ist eine Funktion aus WP (Q)
nicht unbedingt mit Funktionen aus
C* (Q) 22U approximieren.

Sagen kann man trotzdem etwas. Ein Resultat von Meyers
und Serrinﬂ aus dem Jahr 1964 besagt, dass fiir p € [1, 00) gilt

Wh(Q) = O (Q) 0 ke (g Iwhre,

Nur wenn der Rand des Gebietes zusétzliche Bedingungen er-
fiillt (90 € C*') hat man

Whe(Q) = oy e

Genaueres zu dieser Art von Fragen findet man im Buch von
Adams und Fournier [1J.

2Vor dem Jahr 1964 betrachtete man neben W*?(2) auch den Raum
H*?(Q), definiert durch

HYP (Q) := O (Q) n WEe (g Iwhre,

Titel der Arbeit von Meyers und Serrin ist ,H = W* und auch das
Theorem lautet ,,H = W*. Die Arbeit findet man unter:
http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pnc/articles/PMC300210/pdf/pnas00180-0073. pdf


http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC300210/pdf/pnas00180-0073.pdf

6.2 Definition der Sobolev-Raume

Aufgabe 6.4 Sei ) ein beschrinktes Gebiet in R™ und 1 <
p < q < oo. Dann hat man

CHQ) c WhH(Q) c WP(Q) c LP(Q),
()(75) ()(75) ()(sﬁ) <)

nicht nur als Menge, sondern sogar auch als stetige Finbet-
tung. Zeige dies.

Wir werden noch zurtickkommen auf die Verbindungen zwi-
schen C*(Q) und W*?(Q). Ein einfaches Ergebnis geben wir
mal voraus.

Lemma 6.2.7 Sei p > 1 und u € W'P(a,b). Dann gibt es
u € Cla,b] derartig, dass u=u f.i.

Beweis. Nehme ¢ € (a,b). Weil ' € LP(a,b) C L'(a,b) gilt,
ist

wohldefiniert. Wir finden v € C'[a, b], denn

x

o(z) —v(y)l = | [ w(s)ds

Yy
. L
< / [u'(s)|" ds /1ds
Yy Yy

AuBerdem haben wir fir ¢ € C(a,b), dass

/bso'()()dx: /bso%a:) ([ wopis) o
// s)dsdx
/ / §)dsda + / / s)dsde  (6.4)

1
<z —yld ”u/HLP(a,b) :
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x T x1T

; (c,0) (c,0)

y

S— S—

Abbildung 6.4: Links: erst s zwischen ¢ und z. Rechts: erst = von
a nach s (blau) bzw. von s nach b (rot).

und dndert man die Integrationsfolge, sieche Abbildung[6.4] so
folgt mit ¢(a) = p(b) =0, dass

0 - / / $)dads + / / s)dads
_ /(/ ()dx) /(s)ds
v [ ([ o) s
_ / ()l (s)ds — / " () (5)ds
= [ etomas

Also ist v schwach differenzierbar und es gilt

/ab ¢ (z)v(z)de = — /ab o(x)u'(z)dr = /ab o (z)u(z)dz.
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Es folgt, dass

/ ¢'(s) (v(s) — u(s)) ds = 0 fiir alle p € C5°(a,b).

Mit Hilfe von Lemma [2.5.1] modifiziert wie in Lemma [6.4.1]
folgt, dass es v € R gibt derartig, dass v(x) — u(z) = v f.i.
Also nimmt man @ = v — 7. |

6.3 Approximationen

Die Réume W, () haben wir definiert als Funktionenriume
von Grenzwerten beziiglich der |||k, o) -Norm von Funktio-
nen aus C2°(€2). Das bedeutet, dass wenn wir zeigen moch-
ten, dass u € WiP () gilt, wir eine Folge {tn}nen € CE(Q)
finden miissen, die u approximiert. Anders gesagt, wir miis-
sen einen Weg in umgekehrter Richtung finden. Eine Mog-
lichkeit, eine approximierende Folge zu finden, gibt uns der
Friedrichs’sche Glétter aus Definition [4.3.101

6.3.1 Konvolution, Faltung
Die Funktion ¢, € C2° (R") hat man definiert durch

) = ¢ e fiir 2 € B (0),
#i(2) " { 0 fir z ¢ B;1(0). (6.5)

Die Konstante ist so gewihlt, dass [, (o) $1(x)dz = 1 und man

skaliert fiir ¢ € (0,1), um @, € C° (R™) mit Triger B. (0) zu
bekommen:
P (z) = (7).
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Definition 6.3.1 Die Konwvolution oder Faltung von v €
L} (R") und u € C,. (R"™) wird definiert durch

loc

pro) = [ ve-puwde (69

Bemerkung 6.3.2 Wenn das Integral in (6.6]) wohldefiniert
ist, folgt

[ va-vuwir= [ uz-poway

Bemerkung 6.3.3 Die Konvolution kann man auch definieren
fir zum Beispiel u € LP (R") und v € L?(R"™), wenn % +
% = 1. Man kann leicht zwei Funktionen finden, die sich nicht
konvoluieren lassen: u (x) = v (z) = 1.

Bemerkung 6.3.4 Man definiert . x u auch fir Funktionen
u € L' (Q) mit Q@ C R", indem man u auferhalb Q fortsetzt

durch 0:
_ u(x) firz e,
1) ={

0 fir x € R™\ Q, (6.7)

und findet so

(e ¥ u) (2) = (pe x 1) (2) =
[ o=ty = [ oo =t 69

Diese letzte Formel ist sogar wohldefiniert fiir u € L} (Q),

loc

wenn x € ).. Die Menge 2. C €2 wird definiert durch:

Q.= {zr € Q;d(z,00) > e}. (6.9)



6.3 Approximationen

Hier ist
d(z,A) =inf {|x —a|;a € A}, (6.10)

die Distanz von z zu A.
Wenn 2 eine Zwiebel wire, dann wire bei (). eine e-dicke
Schicht entfernt.

6.3.2 Approximieren mit Friedrichs

Wir werden die Approximationen von u durch (¢, * u) be-
trachten.

Wir haben schon gesehen, dass u € C (R") auf kompakte
Teilmengen, gleichméfig durch uy = ¢, * u approximiert
wird:

| el -puwiy - uta)

Ju— Uk”c(K) = sup
zeK

“sup [ ouele-nu i [ opte— iy o
- / 1 (T —y) (u(y) —U(x))dy‘
en / ( )901/’“ (z —y) (uly) —u(z))dy|. (6.11)
zeK By y(x

Weil u gleichmiflig stetig ist auf K1 = {z € R";d (z, K) < 1},
gibt es zu jedem £ > 0 ein §. > 0 so, dass fiir alle z,y € K;
mit |z — y| < J. folgt, dass |u (z) —u (y)| < e. Also, sei € > 0,
dann nimmt man & > §_' und findet aus , dass

fu=wllogo <swp [ Joee—p)| e dy=c.
Bik(z)

e
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Abbildung 6.5: Glattungsfunktionen mit verschiedenen ¢ losgelas-
sen auf eine Funktion mit sowohl Spriinge in u, v als auch u”.

Auch nicht-stetige Funktionen u werden durch ¢, * u ap-
proximiert, wenn ¢ | 0.

Theorem 6.3.5 Sei Q) ein Gebiet in R™. Folgendes gilt:
1. Firue L, (R") gilt . % u € C(R").

loc

Qs definiert in .

3. Firue L, (Q) mit u=0 fi. in Q\ Qs und e < § gilt
@ xu € C(Q).

2. Firue L, (Q) und e < § gilt (o, * u)|T € O=(Qy5) mit
5

4. Fiiru € L, (Q) gilt . xu — u f.i.

5. Fiiru e LP(Q) und p € [1,00) gilt

lpe * UHLP(Q) < ||u||LP(Q) und lg[r)l o *u — UHLP(Q) =0.
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Aufgabe 6.5 Zeige, dass C[0,1] N Cy[0,1] € Wy*(0,1) fir
alle p € [1,00).

Beweis von Theorem Wir setzen u. 1= ¢, * u.
1. Fiir die Ableitung in e;-Richtung betrachten wir

Ue(x + 7€;) — uc(x)

T

/ o (z —y+76) — P — y)u(y>dy

und der Limes fiir 7 — 0 existiert, weil

lim o (r—y+7e) — o —y)
7—0 T

gleichméfig konvergiert.

2. Definiere fiir s > 0

(z) = u(z) fir x € Qy,
Vs \T) = 0 fiir x & Q.

Fiir s > 0 folgt vs € L}, (R™) und mit 1., dass ¢, * vs €
C*(R™). Wenn ¢ < ¢ findet man

Pe * Vs—e (Qf) = P kU (ﬂf) auf €.

3. Setze p = d(0f2, support(u)) und man findet, dass u. €
C>(Q,_¢) fiir ¢ < p. AuBerdem hat man supportu. C
supportu + B.(0) C .

4. Fiir diese Eigenschaft des Lebesgue-Integrals siehe [3],
Theorem 4.22].
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5. Fiir p = 1 gilt mit Hilfe des Satzes von Fubini-Tonelli

und @ in (/6.7

/Q/R pe(r = )Iﬁ(y)|dydx
/Rn /Q@f(l“ — y)dz |u(y)| dy
< /R o.(x — y)dz |a(y)| dy
/Rn [u(y)| dy = /Q luy)| dy = l[ull 1 g -

Fiir p € (1, 00) gilt mit Hilfe der Holder-Ungleichung und
111 —1 dass

ol = [[| [ ot = niatiay
< [([ oto-i |a<y>|dy) i
< [([ote—vt)" ([ e -vlawra) i

< [([ elo=nawras)a

— o, * 1l sy < NPl = Tl -

dx

Um zu zeigen, dass ¢, *u — u in L? () verwendet man,
dass C.(2) dicht in LP (2) liegt. Das heifit, fiir jedes u €



6.4 Nochmals das erste Hauptlemma

LP (Q) und § > 0 existiert v € C,(Q) mit
[ = vl ey < 0.
Es folgt, dass

ngs *U— u”LP(Q) <
Iz *u— @ %0l oy + 1@z %0 = vl o) + [0 = ull oy
<2|v-— UHLP(Q) + llpe x v — U”Lp(ﬂ) :

WEeil der Tréager von v beschréankt ist, ist auch der Tréger
von ¢, * v fiir alle ¢ < 1 gleichméfig beschrankt, denn

support (¢, * v) C support (v) + B. (0)
C support (v) + By (0)

mit A+B = {x +y;x € Aund y € B}. Es gibt K derart,
dass

support (¢, * v) C K fiir alle e > 0

|K|:/ ldz < oo.
K

Dann folgt

1 .
0. %0 = oll ey < lpe v — 0l gy KT = 0 Fir = L 0

Insbesondere kann man dafiir sorgen, dass dies kleiner §
wird, und so findet man

o *u — uHLP(Q) < 30.

Da § > 0 beliebig ist, folgt lim. o ||, * v — uHLP(Q) - 0.
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Aufgabe 6.6 Sei u € L (Q) schwach differenzierbar. Zeigen
Sie folgendes:

1. Fiir ¢ € CYR) mit o' gleichmdf$ig beschrinkt ist 1(u)

schwach differenzierbar und gilt

9 D
5 (000) = v(u) 7.

2. Sei H die Heaviside Funktion:

Ho={ fruze 01

Dann ist H(u)u schwach differenzierbar und gilt

0 0
o (H(u)u) = H(u)axiu.

6.4 Nochmals das erste Hauptlemma

Schlussendlich geben wir noch eine starkere Fassung von Lem-
ma [2.2.1] dem Hauptlemma der Variationsrechnung:

Lemma 6.4.1 (Hauptlemma der Variationsrechnung) Wenn
feLl () und es gilt

loc

/f @ dx =0 fir alle p € C°(Q),
Q

dann hat man f =0 f.i.
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Beweis. Sei ¢, der Friedrichs’sche Glatter und nehme K C 2
kompakt. Dann gibt es ¢y > 0 derart, dass

K., ::U{Bao(x);xEK} cQ

und folgt fiir p € CX(K°), dass ¢, *x ¢ € CX(Q) fiir alle
e € (0,e9). Also gilt

/ f (¢ *p) doz =0 fir alle p € C(K°).
Q
Weil ¢, x f € C(K) und fiir alle p € CX(K°) gilt

| s wdn= [ f(prp) dimo

folgt, dass ¢, * f = 0 auf K. Mit Theorem [6.3.5.5 folgt, dass
f = 0 fi. auf K. Weil dies fiir beliebige kompakte Mengen
K C Q gilt, folgt f =0 f.ii. auf €. |



Variationsrechnung

Kapitel 7

Lineare Probleme und schwache LOosungen

Der einfachste Typ von Funktionalen, die ein Minimum ha-
ben konnen, sind quadratische Funktionale mit passendem
Vorzeichen bei den Termen zweiter Ordnung. Sei €2 ein Gebiet
in R™. Ein einfaches Beispiel mit ¢ € C'(Q) und f € L?(Q)
ist

J(u):/ (3IVu (@) + 2e(z)u(x)’ — f(z)u(x)) de.
Q
Wenn man ein Minimum von J in W,* (Q) sucht, dann

bekommt man die (schwache Form der) Euler-Lagrange-
Gleichung

0=0J(u;v) =
/ (Vu(z) - Vo (z)+c(x)u(z)v(z)— f(z)v(z))dr (7.1)
Q
fiir alle v € W, (Q). Wenn u so ist, dass eine partielle Inte-

gration erlaubt ist, findet man, dass die zugehorige Differen-
tialgleichung linear ist:

—Au(z)+c(r)u(zr) = f(x) in Q.
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In diesem Kapitel werden wir sehen, wie man fiir lineare Pro-
bleme wie (7.1 eine Losung finden kann in einem schwachen
Sinn.

7.1 Hilbert-Riume

Die Sobolev-Réume W*2(Q) und W;"*(Q) sind auch Hilbert-
Réaume mit dem Skalarprodukt

/%(ax) u (2) (%)au(x) dr.

Auf relativ einfache Art kann man im Hilbert-Raum oft die
Existenz einer Losung fiir eine lineare Differentialgleichung
bekommen mit funktionalanalytischen Methoden. Das wich-
tigste Ergebnis ist der folgende Satz:

((u, V) wreq

Theorem 7.1.1 Darstellungssatz von Riesz-Fréchet fiir Hil-
bert-Raume Sei H ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-, -)
und sei F' € H'. Dann gibt es genau ein uw € H derart, dass

F(v) = (u,v) fir allev € H.
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Fiir einen Beweis verweisen wir auf [3, Theorem 5.5].

Beispiel 7.1.2 Sei f € L?(Q) gegeben und nehme an, man
sucht u € W12(Q) derart, dass fir alle v € WH(Q):

/Q(VU-VU—FUU)CZZE:/QfUdLII (7.2)

Wir bemerkem, dass das Skalarprodukt auf W'2(Q) definiert

1st durch

((u, ) )iy = /Q (Vu-Vuv+u v)de.

Weil

‘/vadx

ist die lineare Abbildung v — fQ f v dx beschrdnkt und deshalb
stetig, das heifit

(vH/fvdm) (W)’

Dann folgt aus dem Satz von Riesz, dass es genau ein u €
Wh2(Q) gibt mit ({u, V))wizq) = Jo I v dr. Dieses u erfillt
die Euler-Lagrange Glezchung

< HfHLQ(Q) HUHL2(Q) < HfHL2(Q) HUHWL?(Q) )

Wenn man partiell integrieren konnte, wiirde aus (7.2) fol-
gen, dass fiir alle v € W2(Q)

/( Au +u— f)vde+ —vda—O
Q o0 0
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und der Hauptsatz der Variationsrechnung liefert in zwei
Schritten, erst auf 2 und dann auf 0f2, dass

{ —Au +u=fin Q, (7.3)

g—z = (0 auf 91.

Fiir diese partielle Integration bendétigt es jedoch mehr Re-
gularitdt der Funktion w als wir bis jetzt haben. Deshalb be-
trachtet man einen schwicheren Typ von Lésungen.

7.2 Schwache Losungen
Sei a;; € C* (Q), ceC (Q) und f € L? (). Betrachte das
Randwertproblem

n

-3 (0 (@) 2u @) +e@ula)=f () 9,

2,j=1
u () = 0 auf 09Q.
(7.4)

Definition 7.2.1 Eine Funktion u € W,>(Q) nennt man eine

schwache Lésung von (n/ wenn, fiir alle v € Wy (Q) gilt,
dass

/Q (Z a;; () 8;;:) 3255) +c(x) u(x) v (a:)) dx

_ / f@)v(@) de (7.5)

Bemerkung 7.2.2 In findet man die Euler-Lagrange
Gleichung zum Minimierungsproblem fiir das Funktional J :



7.2 Schwache Lésungen

Wy (Q) — R, definiert durch
J(u) =

/ ( Z aij (v ax 315;) +ic(@)u(x)’ - f(ac)u(x)>dg;_

3,j=1

Bemerkung 7.2.3 In kann man sogar a;; € C (Q) statt
Ct (Q) zulassen. Die starke Formulierung in wird frag-
wiirdig fiir solche a;.

Die Definition einer schwachen Losung héngt sehr direkt
ab von der Gleichung. Im néchsten Abschnitt zeigen wir noch
einige Beispiele. Es ist relativ technisch und nur méfig inter-
essant.

7.2.1 Mehr schwache Lésungen

Auf dhnliche Art kann man auch das Randwertproblem
= 2 2 (ay (@) Zu (@) +e@)ule) = /(@) n

> via (o) %u () = 0 auf 012,

(7.6)
betrachten.

Definition 7.2.4 Eine Funktion u € W'2(Q) nennt man eine
schwache Lésung von (7.6)), wenn fir alle v € WH2(Q)

[Kihmmﬁgmgfﬂmmumm>m=

4,j=1

/f(:v)v(x) dx. (7.7)
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Aufgabe 7.1 Zeigen Sie, dass eine Funktion u € C? (Q), die
ewne schwache Losung von (@ i1st, auch eine klassische Lo-

sung von (@ 15¢.

Aufgabe 7.2 Wie wiirde man eine schwache Losung definie-
ren bei den folgenden Randwertproblemen?

1. Fir a;,b; € C* (), c€ C(Q) und f € L* (Q):

- > 821 (aw (z) %u

ij=1

(@) + X b (@) () +
+e(zx)u(x) = f(z) inQ,
u(z) =0 auf 0.
2. Fira; € C'(Q), ce C(Q) und f € L* (Q):

n

— (@ 7) (@) +e(@)u(z) = f(z) inQ,
| u(x) =0 auf 0.

Das Energiefunktional fiir die Auslenkung einer diinnen
Platte mit Projektion Q C R? in (3.12)), nimlich

J(u) = /Q (% (Au)2 +(1-o0) (u umuyy) +f u) dxdy

(7.8)
fithrt, wenn diese Platte eingespannt ist, zum Randwertpro-
blem

A?u(z)+ f(z) =01in Q, (7.9)
(x) = |Vu (z)] = 0 auf 0. '

Wenn man vom Randwertproblem (7.9)) ausgeht, bekommt
man:
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Definition 7.2.5 Die Funktion u € W (Q) heift eine schwa-
che Losung zu , wenn fir alle v € T/VOQ’2 (Q) gilt:

/ (Au Av + f v) dedy = 0. (7.10)
Q
Die Euler-Lagrange Gleichung zu ([7.8)) ist jedoch

/(Au AV + (1 = 0) (2UyyVpy — UpgVyy — UyyVsz) + f v) dzxdy
Q

(7.11)
fiir alle v € W2 (Q). Obwohl (7.10) und (7.11)) nicht gleich
sind, kann man zeigen, dass bei diesen Randbedingungen, bei-

de Integralgleichungen &quivalent sind. Es gilt namlich fiir
p € C(Q), dass

/ Usy Paydrdy = / U Pagyydady
Q Q
= / Ugx prydxdy = / Uyy Soxzdxdy
Q Q

und weil W22(Q) = C= () W@ gilt folgt fir v €
W2 (Q), dass

/ (20U Vs — U Vyy — Uy V) dxdy = 0.
Q

Dies trifft nicht zu fiir andere Randwertbedingungen. Es
zwingt uns auch, einmal genau zu betrachten, wie u €
We? (Q) und dass punktweise ,u (z) = |Vu ()| = 0 auf 9Q¢

zusammenhéngen.

Bemerkung 7.2.6 Wenn man einen stationdren Punkt des
Funktionals J sucht, ist die Euler-Lagrange Gleichung die
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richtige Formulierung fiir eine schwache Losung. Wenn man
argumentieren kann, dass schwache Lésungen auch klassische
Losungen sind, dann findet man durch eine partielle Integra-
tion das Randwertproblem. Oft mdchte man dem umgekehrten
Weg folgen: Fin Randwertproblem mit einer linearen partiel-
len Differentialgleichung mochte man schwach losen mit Hilfe
des Satzes von Riesz. Die schwache Formulierung einer Lo-
sung ist jedoch nicht immer eindeutig (wenn tiberhaupt) be-
stimmt durch ein Randwertproblem wie (7.9). Und schon gar
nicht kann man jede partielle Differentialgleichung als Fuler-
Lagrange Gleichung bekommen. Fir lineare Differentialglei-
chungen (und quadratische Funktionale) fihrt dies zu der fol-
genden Darstellung der Zusammenhdnge der drei Problemfor-
mulierungen:
0J (u;v) =0 Yo € H(Q)

tat J A —

schwache Losung in H ()

v
Lu=f in
Bu =0 auf 092

7.3 Poincaré, Friedrichs und Wirtinger

Das Funktional

T = [ 5 (V@) +c@)u @ - f)u ) de
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ist konvex, wenn ¢ (z) > ¢y > 0, und hat dann also hochs-
tens ein Minimum. Wir werden sehen, dass man diese Bedin-
gung abschwéchen kann, wenn man zum Beispiel Funktionen
in W,? (Q) betrachtet. Auf Seite |47 hatten wir dies schon
angekiindet. Die Grundidee ist:

Wenn man eine Schranke fiir v’ (z) hat, und man u an einer Stelle
kennt, dann hat man eine Schranke fir u(z).

ux) ux)

Abbildung 7.1: Schranken fiir v/ und u(0) geben Schranken fiir u.

In umgekehrter Richtung kann man nichts machen:

Wenn man eine Schranke fir u(x) hat, hat man noch keine
Schranke fiir v’ (z).

u(x) u'x)

6
1 4r
ZKQA
. . , . X )
1 2 4 X
_2F
af
_af

-6

Abbildung 7.2: Schranken fiir u geben keine Schranken fiir u'.
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Fiir differenzierbare Funktionen in einer Dimension, sagen
wir u € C' [a, b], findet man sofort, dass wenn

m < (x) < M fiir alle = € [a, ]
gilt, dann folgt, dass
u(a)+m(z —a) <u(z) <u(a)+M (xr —a) fir alle x € [a, b] .

Verwendet man die Norm ||| j«(, ), S0 findet man fiir u €
C'[a, b], dass

[l oo a0y < T (@)] 4 (0 = @) [[0/]] oo (g0

Fiir u € C' [a, ] N Cy [a, b] findet man sogar, dass

[ull oo oy < 3 (0 —a) |t ]| poo (ap) -
Derartige Ungleichungen gibt es auch fiir andere Normen.

Lemma 7.3.1
(Poincaré-Friedrichs-Ungleichung fiir n = 1 und p = 2)

1. Firu € Wy?(a,b) gilt

/a ()i < (b - “)2 / Cdpdr. (112)

2. Fiiru € W2 (a,b) gilt
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Bemerkung732 Ubrigens st (b “)2 die kleinstmaogliche
Konstante fir (7.19). Die Funktion u, definiert durch u (x) =
sin (£=27r), st in W12(a b) und liefert eine Gleichheit in

.

Bemerkung 7.3.3 Ungleichungen des ersten Typs werden oft
nach Friedrichs benannt. Die des zweiten Typs nach Poin-
caré. Da sie jedoch sehr verwandt sind, ist es tiblich diese Art
Ungleichungen mit dem Namen der beiden zu benennen: die
Poincaré-Friedrichs Ungleichungen.

Beweis. Die erste Behauptung zeigt man wie folgt: Durch Ska-
lierung reicht es, wenn man zeigt, dass fiir u € WO1 ’2(0, 1) gilt

/01 u(z)?dr < % /01 o' (7)*dz. (7.14)

Weil W,2(0,1) als Vervollstéindigung von u € C[0,1] defi-
niert ist, reicht es wenn wir fiir solche Funktionen zei-

gen. Fiir eine solche Funkt1on u hat man, dass x w@) _ynd

sin(7x)

ihre erste Ableitung stetig auf [0, 1] sind. Dann findet man
1 I\ 2
OS/ sin(ﬂx)z(( u (@) )) dx
0 sin ()

- /01 (sin (7z))* (Sm E:;) _ ”u(iiiii(;@fdx

! / 2 cos(mx) cos(mx) 2 2
:/ u' ()" = 2y u () u' (z) + (WW> u(x)” ) de
0
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05r- 05

/

A

Abbildung 7.3: Darstellung der Erweiterung aus 1

1
_ / (o () — 20 2B () (1) +
" ™ _u(z)? — 7 (x)2> dx

sin(rz)?

) + /01 (v (2)* — 7?u (2)°) da

:/Olu’(:p)zdx—WQ/olu(x)zdm.

Fiir die zweite Behauptung reicht es auch, wenn wir die
Ungleichung fiir u € W12 (0, 1) zeigen. Zusitzlich diirfen wir
annehmen, dass u = 0. Weil u € C'[0,1] gilt und wir @ = 0
angenommen haben, gibt es ¢ € (0,1) mit u(c) = 0. Wir
definieren anschlieflend die Funktion v : [—¢,2 — ¢] — R durch

1

= - {WCOS n2), (x)z]

sin (7x)

u(—zx)  firx € [—c0),
v(z):=<¢ u(z) fir x € [0, 1], (7.15)
u(2—2z) firze(1,2—.

Es gilt v € W,* (—¢,2 — ¢),

/jcv(x)Qd:c _ 2/01u(x)2d:c
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2—c 1
/ v () dx = 2/ u' () da.
—c 0

Das Ergebnis folgt, wenn man den ersten Teil anwendet auf
. |

und

Lemma 7.3.4 (Wirtinger) Fir u € W"(a,b) mit u(a) =
u(b) und fab u(x)dx =0 gibt es C > 0 so, dass

b b
/ u(z)?dr < C/ u'(z)?dr.
Beweis. Dies ist ein Spezialfall von ([7.12)). ]

Aufgabe 7.3 Nehmen wir an, es gibt ein v € C?[a,b], das die
Bedingungen von Lemma[7.3.4 erfillt und das den minimalen
Wert C' liefert. Welchen Wert hat C'?

Ahnliche Ungleichungen findet man auch fiir den mehrdi-
mensionalen Fall und sogar auch fiir andere Potenzen als 2.

Theorem 7.3.5 (Poincaré-Friedrichs) Nehme an, dass ) ein
beschrinktes Gebiet ist und p € [1,00). Dann gibt es ¢, der-
artig, dass fiir uw € WyP(Q) gilt

/ lu(z)|P dx < Cp7Q/ \Vul? de.
0 Q

Beweis. Sei @ > 0. In einer Dimension hat man fiir u €
C'[0,a] mit u(0) = 0 folgendes: Erstens nehmen wir p €
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(1,00) und finden, dass fur ]lg + % =1

lu(z)| = /x u'(s)ds| < (/w |/ (s)[” dS) ’ (/x lds) '
0 0 0
< [l gogo lol® (7.16)
und damit
a 1 a 1
il = ([ 0P de) " < 1l ([ lolf e

1
1\ 7
. (]—,) a U | ooy < @ U pooay - (7-17)

Fiir p = 1 konnen wir ([7.16]) ersetzen durch

/Ox u'(s)ds

und ([7.17) folgt ebenso. Weil C! [0, a] dicht in WP(0, a) liegt,
findet man fiir alle u € W?(0,a) N C'[0, a] mit u(0) = 0:

lu(z)| = < ||U/||L1(0,a)

ull ooy < @ 114/l o0.0)

Bemerke, dass wegen W'?(0,a) C C'[a,b], das heifit, dass
jedes u € WHP(0,a) einen stetigen Vertreter hat, auch u(0) =
0 einen Sinn macht fiir u € W(0, a).

AnschlieBend nehmen wir an, dass gilt

QCc{reR"0< 1z <a}
Fiir u € CY(Q) N Cy(Q) und jedes 2’ € R ist

, . u(zy, ) firx € Q
Ty = (2, 7) = 0 fir x ¢ Q
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eine W (0, a)-Funktion und

aixla('w%)

Mit dem Satz von Fubini-Tonelli finden wir

||I_L(, ‘%)“LP(O,a) <a LP(0,a) '

1
P
il = W = ([ N80y 2) <

< PN
a v T Xz =
- /Rnl d ( ) LP(O(Z)
0 —
=gz, o = o), g < @IVl

Man schlieit ab mit der Bemerkung, dass C1(Q2)NCy(Q2) dicht
in W,"(Q) liegt. [

7.4 Folgen der Ungleichungen von Poin-
caré Friedrichs und Wirtinger

Theorem 7.4.1 Sei Q2 C R" beschrinkt, a;j,c € C (Q), fe
L*(Q) und

/ (Z o) T T e o) — f ) <x>> i
(7.18)

Ohne FEinschrinkung der Allgemeinheit werden wir anneh-
men, dass a;; = aj;. Betrachte

min  J(u).
ueWy?(Q)
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Sei Cp > 0 so, dass ||U||L2(Q)
u e Wy?(Q) und nehme an:

< CpIVulllp2q) fir alle

1. Die Legendre-Hadamard-Bedingung ist erfiillt:
Es gibt Cry > 0 so, dass fiir jede x € Q und £ € R”

n

Z az‘j(x){:iéj > Cru ‘§|2‘

ij=1
2. Es gibt € > 0 so, dass
c(x) + C’LHC]S1 > ¢ fiir alle x € €.

Dann hat J genau ein Minimum @ € W, (Q).

Bemerkung 7.4.2 Wir brauchen also nicht unbedingt, dass
c(z) > 0.

Bemerkung 7.4.3 Wenn a;; € C* (Q), dann ist die Legendre-
Hadamard-Bedingung genau die Bedingung die besagt, dass
die zugehorige partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
elliptisch 1st.

Korollar 7.4.4 Sei Q C R" beschrinkt und sei f € L*(Q).
Das Funktional J : Wy (Q) — R mit

J(u) = / (1Vu (@) — f (2)u(2)) de

hat genau ein Minimum in W, (Q).

Beweis von Theorem Wir zeigen getrennt, dass es
hochstens und dass es mindestens einen stationédren Punkt
von J gibt und dass dieser stationédre Punkt ein Minimum ist.



7.4 Folgen der Ungleichungen von Poincaré Friedrichs und Wirtinger

Behauptung 7.4.5 Das Funktional J hat hochstens einen sta-
tiondren Punkt @, das heifft 0J (a;v) = 0 fir alle v €
Wy? (Q), und wenn dieser Punkt existiert, ist er ein Mini-
mum.

Weil

0 (usp) - [

Q

(Z os() 52D 1 oo <x>2> i

2,j=1

Z / (OLH |V<,0 (x)\z + (6 — CLHCEI) Y2 (1])2) dx
Q
— / ( (1eCp + Cry — 1eCp) [V (2))* +
Q
+ (de+ie—CLuCpl) (x)2> dx

Z/Q%ff (Cp Ve (@) + ¢ (2)%) de > C- | @llfrag  (7-19)

gilt, ist J (u) strikt konvex. Wenn @ ein stationérer Punkt ist,
dann gilt sogar, dass @ ein Minimum ist, weil

T (u) > J (@) + Ce [Ju— il[f12 0 -

Fiir quadratische Funktionale gilt ndmlich

J(v) =J (u) 4+ 0J (u;v —u) + 20°J (u;v — u) .

Behauptung 7.4.6 FEs ¢ibt mindestens einen stationdren

Punkt fir J.
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Wir definieren fiir u,v € W, (Q2) die bilineare Abblldun
((u, 0)), =
& ou (x) Ov (z)
/{; (Z i <I> axz axj

1,j=1

+ c(z)u () v (x)) dx.

Diese bilineare Abbildung ist ein Skalarprodukt. Die einzige
Eigenschaft, die uns Sorgen machen koénnte, ist die Positiv-
Definitheit. Diese Eigenschaft zeigt man jedoch wie folgt: Aus
folgt, dass ||-||,, definiert durch ||u||, = ((u,u))1/2, tat-
séchlich positiv-definit ist, denn

lull, = Ve flullyrzq) -

Beide Normen sind sogar dquivalent, weil auch gilt, dass

1/2
full. < (1m0 Nl + ey ) Telsoo-

Wegen des Satzes von Riesz gibt es also genau ein o €
Wy? () so, dass

(i, v)). = /Q F (@) (x) da fiir alle v € W2 ().

Dieses @ ist ein stationarer Punkt fir J. ]

!Eine Abbildung B : H x H — R heifit bilinear, wenn fiir alle
u, U1, Uz, v, V1,02 € H und c1, co € R folgendes gilt:

a) die Linearitét im ersten Argument:
B (c1uy + caug,v) = ¢1 B (u1,v) + c2 B (ug,v)
b) und die Linearitéit im zweiten Argument:

B (u,c1v1 + cov2) = 1 B (u,v1) + 2B (u,v3) .
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7.5 Lax-Milgram

Was macht man, wenn man

{ —Au () + by (x) a%lu () +c(x)u(x) = f(x) in Q,

u(x) = 0 auf 012,

(7.20)
16sen mochte? Dieses Problem lédsst sich nicht so leicht mit
dem Satz von Riesz schwach 16sen, denn man kann leider nicht
wie in Theorem ein passendes Skalarprodukt definieren.
Die Differentialgleichung ist auch nicht sofort erkennbar als
Euler-Lagrange Gleichung.

Fiir solche Fille gibt es eine Erweiterung des Satzes von
Riesz fiir die Existenz einer schwachen Losung. Fiir ei-
ne Formulierung miissen wir erst einige Begriffe wiederho-
len /festlegen.

Definition 7.5.1 Sei H ein Hilbert-Raum und set B : H X
H — R eine bilineare Abbildung. Diese Abbildung heift

1. beschrdinkt, wenn es f € Rt gibt mit fiir alle u,v € H:
| B(u,v)] < B lullg vl (7.21)
2. koerzitiv, wenn es o € R gibt mit fiir alle u € H:

ol|ul|3, < B(u,u). (7.22)

Theorem 7.5.2 (Lax-Milgram) Sei (H,(-,-)) ein Hilbert-
Raum und sei die bilineare Abbildung B : H x H — R be-
schrankt und koerzitiv. Dann gibt es fiir jedes F' € H' genau
ein u € H so, dass

B (u,v) = F(v) fir alleve H
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Die Idee des Beweises ist einfacher als die Ausarbeitung und
ist wie folgt: Wenn B(u,v) ein Skalarprodukt auf H wére, wé-
re man fertig mit Riesz. Obwohl B durch die Eigenschaften in
Definition zwar fast dquivalent zu einem Skalarprodukt
ist, fehlt leider die Symmetrie. Man 16st diese Schwierigkeit,
indem man einen Schritt dazwischen schaltet, ndmlich man
zeigt erst, dass durch

(w,v) = B (u,v) fiir alle v € H. (7.23)

eine stetige bijektive Abbildung v — w : H — H definiert
wird. Anschliefend 16st man

(w,v) = F(v) fiir alle v € H. (7.24)

Beweis. Der Beweis braucht mehrere Schritte. Die Norm ist
wie tiblich definiert durch |Ju|| = \/(u, u).

1. Nehmen wir an, dass v € H fixiert ist. Weil
(v B(u,v)) € H

gibt es genau ein w € H derart, dass (7.23) gilt. Wir
definieren die Abbildung A : H — H durch

A(u) = w.
Es gilt also
(A(u),v) = B(u,v) fir allev € H.

Diese Abbildung A ist linear, und das folgt aus der Ein-
deutigkeit in (7.23) und die Bilinearitét von B:
Wenn A (uq) = wy und A (uz) = we, dann gilt:
(crwy + cawg, v) = ¢1 (wy, V) + ¢z (we, v) =
1B (wy,v) 4+ coB (wq,v) = B (c1uy + caus, v)
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fiir alle v € H und dies bedeutet, dass
14,(611L1 + 021L2) = LW + CaWo.

Weil A linear ist, ist A (H) = {A (u);u € H} ein linearer
Teilraum von H.

2. A: H — H ist beschréankt:
1Au])* = (Au, Au) = B (u, Au) < 5 [[ul| | Au|
und man findet || Au|| < S |ul|.
3. A: H — H ist injektiv: Weil
o lul* < B (u,u) = (Au,u) < |lul || Au|
folgt o [jul| < ||Au|| und die Injektivitét.

4. A(H) ist abgeschlossen: Sei {wy}, .y eine Cauchy-Folge
in A(H). Dann gibt es eine Folge {u}, . in H mit
A (uy,) = wy,. Weil

« ”un - um” < ”wn - me

gilt, ist {uy },, o €ine Cauchy-Folge in H und es gibt einen
Grenzwert u,, € H. Weil A beschrénkt ist, ist A stetig
und es gilt

Wy, = A(up) = A(us) € A(H) fitlr n — oo.

5. A: H — H ist surjektiv: Nehme an, A(H) # H und wir
werden zeigen, dass fir w € H\ A(H) ein w € A(H)
existiert mit w —w € A (H)" und

0<d:= inf Hw —ul| = |Jw—w|.
uc€A(H
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Sei {un},eny C A(H) mit

lim ||w—u,|| = inf [Jw—u|=d.
n—r00 ueA(H)

Dann gilt, weil auch 3 (u, + u,) € A (H), das
2

[t — |

2 2 2
= 2w = un[]” + 2 lw — um[|” = |20 = (un + um)||

2 2 2
=2||lw — up||” + 2 [Jw — up|” —4 Hw — % (up, —|—um)H
< 2||lw — wp|]* 4 2 |w — U || — 4d* — 0 fiir n — co.

Also ist {u,},cy eine Cauchy-Folge in H und deshalb
konvergent in H. Wir definieren w := lim,_,o u, und
finden ||w — w| = d. Weil A (H) abgeschlossen ist, gilt
w e A(H) und folgt d > 0. Fiir u € A(H) gilt

lw — @] < [lw — @ + tul|”

= |lw — @) + 2t (w — @, u) + 1 |Jul|*

und so sieht man, dass (w — w, u) = 0. Die letzte Gleich-
heit bedeutet w —w € A (H)™.

Anschlielend zeigen wir den Widerspruch. Setze

uozdfl(w—ﬁ)).

2Fiir einen Hilbert-Raum (H, (-,-)) mit ||ul| = \/(u, u) gilt:

lla +0]” + fla — blf* = 2 la]|* +2 [1b]* arb

fiir alle a,b € H. a
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Dann gilt ug € A(H)", |luoll;; = 1 und
a < aljugl|* < B (ug, o) = (A (ug) , up) = 0.
Dieser Widerspruch zeigt A(H) = H.

6. Nochmals den Satz von Riesz anwenden zeigt, dass es fiir
F € H ein w € H gibt mit

(w,v) = F (v) fiir alle v € H.
Aus den vorherigen Schritten wissen wir, dass es fiir jedes

w € H=A(H) ein u € H gibt mit Au = w. Es folgt,
dass

B (u,v) = (A(u),v) = (w,v) fiir alle v € H.
Also haben wir die Existenz eines u € H gefunden mit

B (u,v) = F (v) fiir alle v € H.

7. Die Eindeutigkeit: Wenn es zwei Losungen géibe, sagen
wir v und u, dann findet man mit v = u — u, dass

allu—a|? < B(u—a,u—1a)=B(u—i,v) =

= B (u,v) — B(a,v) = F (v) — F (v) = 0.

Der Beweis ist komplett. [ ]

Wir konnen mit dem Satz von Lax-Milgram eine schwa-
che Losung fiir (7.20)) bekommen, wenn ¢ (x) > ¢y und man cq
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geniigend groff nimmt. Eine schwache Formulierung des Rand-
wertproblems ist: fiir alle v € Wy (Q) gilt

/Q (Vu (2) - Vo (2) + by () agg)v (2)

+c(x)u(z)v(z) —f(x)v(a:)) dr =0
Setzt man

B (u,v) =

/Q <Vu (z)- Vo (z) + by (z) 5;&% (z) +c(z)u(r)v (;U)) de,

kann man wie folgt die zweite Bedingung von Lax-Milgram
erfiillen:

B (u,u) >

2 2
1IVulll72@) = 101l oo @y 1V ulll 12y 1l 2@y + o llullz2@)
2 2 2
> 1 1VullFa@) + (0 = 3 10113 ) lulaey s (7:25)

wenn wir annehmen, dass ¢y > %”blniw(m‘ Wir haben in
(7.25) die folgende Ungleichung verwendet:

ary < %x2 + %a2y2.

Man kénnte sogar noch zusétzlich Poincaré-Friedrichs anwen-
den fiir eine schérfere Abschétzung.



Variationsrechnung Kapitel 8

W P-Funktionen und Rand

8.1 Verhalten am Rand

Die W*? (Q)-Riume hat man definiert als die Riume der
schwach k-mal differenzierbaren Funktionen, bei denen diese
Ableitungen in L? () liegen. Die W (Q)-Réume hat man
definiert als die Rdume, die genau all die Funktionen ent-
halten, die man beziiglich der W"? (Q)-Norm mit C° ()-
Funktionen approximieren kann. Weil W*? (Q) ein Banach-
raum ist, gilt W (Q) € W (Q). Inwiefern ist diese 0 eine
. . o . e )
dEilsgi?lfgir;I;u?ﬁ%én\ga;ifi(iisst;fn(lill{i?gno Eega;v?g ((;21; i{jﬁlizz’ Abbildung 8.1: Skizze der Funktion aus Beispiel firn =2

gilt fiir diese Funktion, dass u (z) = 0 fiir x € 907

—_— Ei Ei haften di Funkti nd:
Beispiel 8.1.1 Betrachten wir die Funktion f : By (0) C R* — in paar Eigenschaften dieser Funktion sin

R, definiert durch 1. lim f (21,0,...,0) = lim =% = 2,
| |2 111 11 1-a
1—|z . o
tir x € By (0 1,0,...,0)}, o . .
f ) :{ o e € B0\ ERERY 2. f € L (By(0)) und ||f| (0, = 2 Dies sicht man
2 fir x =(1,0,...,0). wegen des ersten Punktes und weil fir x1 < 1 gilt
L . : , 2 2
ur n =2 kqnnte man die Darstellung der Funktion aus 0< 1— || < 1—x7 et <2
auch beim Karneval verwenden. 1—x 11—
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3. f=0 auf 0By (0) f.i. Genauer gesagt: fir x € 0B (0) \
{(1,0,...,0)} gilt f(z) =

4 F€C(BIO\{(1,0)}) und f ¢ C (B (0)).

5. fe WP (Q) fir alle p € [ "H) Die Rechnerei verein-
facht sich etwas, wenn man Polarkoordinaten nimmt mit
Zentrum (1,0,...,0), also

1 — 21 =rcosy,
(9, ..., Ty) = rwsin g,
mit w € S"2. Aus x € By (0) wird
(1 —rcosp)’ + rwsing|” < 1
und es folgt nach Vereinfachung, dass
r < 2cosp.

Dann finden wir fiir

F(rypw) = f (1 - reosp, rwsing)

dass
: 1—(1—rcosy)’ — |rwsing|’ r
f(r,so,w): _o-
T COS Cos ¢
f( W)= -1 p 0 H ) —7rsing
— und —f (r,p,w) = .
Ccos Oy 7 (cos ¢)?

Die Funktion ist nicht abhdngig von w und daher sind die
restlichen Ableitungen gleich 0. Wir finden

TR TANES
VI= <(9r> +<r8g0)  (cosp)®
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Firn —2p > —1 folgt

/ VP de
B1(0)

/ /QCoscp
—7w

=n"12"0,_ 2/ (cos )" dip < 0.
p=—zm

1
2

p
r"’ldrdgo

(cos go

Dies bedeutet, dass f € WP (B (0)) firp e [17 nTH)

6. Zum Schluss: f € Wy (By(0)) fir p € [1,%). Um
dies zu zeigen, miissen wir fir jedes € > 0 ein derartiges

fe € C*(By(0)) finden, dass

1 = Fellwro oy <€

Das st leider sehr technisch. Fine Mdéglichkeit ist es, erst
fiir die Funktion fis, definiert durch

(=8 x) fir |z <1—0,
f“‘(””)_{ ( 0 )fﬂr|x|21—5,

zu zeigen, dass || 15, = fllyies, o) < 1e qilt fir ein
gentiigend kleines 61. Man kann dies zeigen, weil f =
0 auf 0By (0) fii. Anschliefend zeigt man fir 6o <
01, dass fas, = w5, * fi5, € CF(B1(0)), und dass
1f1.60 = fooallwio(m 0y < 1e, wenn man 0, klein genug
nimmt.



8.1 Verhalten am Rand

8.1.1 Wie definiert man Regularitit vom Rand?

Den Rand einer Menge €2 definiert man wie folgt:
90 =0\ Q° = N0,

Wenn 2 ein Gebiet ist, dann ist es offen, und es gilt 02 =
Q\ Q. Fiir die meisten Randwertprobleme braucht man einen
Rand, der nicht allzu kompliziert ist. Wir werden nur solche
Gebiete betrachten, bei denen der Rand lokal immer eine re-
guldre Mannigfaltigkeit ist, und diese Mannigfaltigkeit soll €2
und (ﬁ)c genau trennen.

Abbildung 8.2: Gebiete mit solchen Rédndern wollen wir vermeiden.

Wir betrachten Gebiete 2 C R”, fiir deren Rand folgendes
gilt:

e Der Rand wird durch endlich viele offene Blocke A;, j =
1,...,m, iiberdeckt. Jeden Block A; beschreiben wir in
seinem eigenen lokalen kartesischen Koordinatensystem
als

n—1 n’“n

Ay = (W) o (@l ) X (@B

J/

X
Aj
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und die Koordinatensysteme kann man so wihlen, dass
es fiir jeden Block A; eine Funktion f; € C (A}; (af,, b))
gibt, derart dass

QN A ={( yn) € Ajiyn = f;(4)}-

Definition 8.1.2 Wir sagen 02 € C*Y, wenn der Rand sich,
wie soeben beschrieben, von endlich vielen Bldcken Aj; iiber-

decken lisst und wenn fir die dazugehdrigen Funktionen gilt:
fij € Ck’V(A;.).

S ——

[A}

Abbildung 8.3: Ein ) mit drei der randiiberdeckenden Blocke.

In jedem Block kann man eine Transformation 7 definieren
wie folgt:

Ti (1, Yn-1,Yn) = W1, - Yn-1,Yn — fi(Y1, - Un-1)) -

Diese Transformation biigelt den Rand lokal glatt auf die Hy-
perebene {y, = 0} und hat die gleiche Regularitét wie f;. Es
gilt aulerdem, dass

b —f;(a)
/ ()| dy = / / (@, 2+ 5(2))] dende,
QﬂAj ; 0



90

und

/amAj [u(y)| doy = /A; (@, f;(2")] w(2') da

.. _ of(z') 9f(z)
fir w (') = \/det <I+ ( AT ))

Wenn man den Rand 02 mit endlich vielen Blocken, sagen

wir {A;}7_,, iiberdeckt hat, kann man eine Funktion auf (2

oder ) betrachten, als die Summe von m + 1 Funktionen, die
ihre Tréger genau auf den A; und auf 2 haben. Dies schafft
man mit Hilfe einer Zerlegung der Eins.

Definition 8.1.3 Se: 0 ein Gebiet in R". Dann heifst
{Cj Q—=>R;5=1,... ,E} eine Zerlegung der Ein auf ),

wenn

1. ¢; € C>*(Q),
2. 0 < ((w) <1 fir alle x € Q,
3. Z§:1 ¢;(x) =1 fir alle z € Q.

Lemma 8.1.4 Se: (2 ein beschrinktes G_ebiet m R™ und sei
{Om}fn:1 eine offene Uberdeckung von . Dann gibt es eine
Zerlegung der Fins {Cm}fnzl mit

support ((,,) C Oy, fir allem € {1,...,k}.

Beweis. Fiir £ = 2 fragt man einen Topologen. Fiir k£ > 2
beweist man dies mit vollstdndiger Induktion. |

1Zerlegung der Eins = partition of unity
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Weil sich die Blécke iiberlappen, kann man die Zerlegung
der Eins {(,} so wihlen, dass support ((;) C A; fiir 1 <i <m
und support (Cm+1) C Q. Fiir eine stetige Funktion u : Q — R
oder u : 2 = R findet man, dass fiir u; = (,u gilt

m—+1
support (u;) C A; fur i < m und Z U; = U.

=1

8.1.2 Intermezzo zum Triger einer Funktion

Bis jetzt haben wir den Tréger einer Funktion v € C(Q)
definiert durch

support (u) = {z € Q;u (z) # 0}. (8.2)

Fiir Funktionenklassen, also zum Beispiel fiir ein Element aus
LP (), ist diese Definition nicht passend. Da wird es leider
etwas technisch. Die Topologie 7 C P(R") ist die Menge aller
offenen Mengen in der Potenzmenge von P(R").

Definition 8.1.5 Sei u : R® — R eine Lebesgue-messbare
Funktion. Man definiert erst

Ti—o ={weT;f=0aufw fi} CT,
Wi = U{w;w €T} eT
und dann den Trdger durch
support (u) = R" \ ws_o. (8.3)

Bemerkung 8.1.6 Es ist nicht sofort klar, dass diese Defini-
tion tatsdchlich verniinftig ist. Weil ws—o offen ist als Verei-
nigung offener Mengen und man jede offene Menge in R™ mit



8.2 Fortsetzen einer Funktion

der Vereinigung abzdhlbar vieler offener Kugeln B; mit f =0
fd. auf B; bekommen kann, gilt f = 0 f.ii. auf wp=o. Man
hat da verwendet, dass die Vereinigung von abzdhlbar vielen
Nullmengen wieder eine Nullmenge 1st.

Weil die Vereinigung offener Mengen wiederum offen ist,
ist support (u) abgeschlossen.

Bemerkung 8.1.7 Fiir Lebesque-messbare Funktionen u : Q) C
R™ — R, definiert man support (u) = support (@) fir

_ o foul(z) firze,
u(x)—{ 0  firx &Q.

Aufgabe 8.1 1. Zeigen Sie, dass fiir w € L' () nicht
wohldefiniert ist, sondern abhdngt vom gewdhlten Vertre-
ter.

2. Zeigen Sie, dass fiiru € L* () wohldefiniert ist, da
diese Definition nicht abhdngt von den gewdhlten Vertre-
tern.

3. Zeigen Sie, dass die Definitionen in und tiber-

einstimmen fiir u € C (Q).

8.2 Fortsetzen einer Funktion

Sei €2 ein beschrinktes Gebiet in R™ mit geniigend glattem
Rand. Wir moéchten eine Funktion auf €2 zu einer Funktion
auf R™ fortsetzen auf eine sehr strukturierte Art. Genauer
gesagt, wir mochten Operatoren Ef! zur Verfiigung haben, die
folgendes erfiillen:
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Definition 8.2.1 EY - CH1(Q) — CFY(R™) beziehungsweise
EfY: WkP(Q) — WHFP(R™) nennt man Fortsetzungsopera-
tor, wenn

1. Ef ein beschrinktes lineares Funktional ist:
EfclL (C’W(Q); C;W(R")) baw.
E} € L(WEP(Q); WEP(R™)) .

2. (E,,?u)lQ =1, die Einschrdnkungﬂ der Fortsetzungﬂ gibt

die Identitdt.
In einer Dimension hat man folgende Beispiele:

Beispiel 8.2.2 Definiere Ey : Cy[0,00) — Cyp(R) und auch
Eo: WP (RT) — WP (R) durch

_ Jou(x)  fira >0,
(Eou) (z) = { u(—x) firz <O0.
Man zeigt fiir Ey : Cy[0,00) — Cp(R) direkt, dass beide Ei-
genschaften erfillt sind. Fir FEy : W' (RT) — WP (R) ist
ein Beweis schon etwas schwieriger.

Beispiel 8.2.3 Definiere Ey : C'[0,1] — Cy(R) und auch Ej :
WP ((0,1)) — WP (R) durch

0 fir x € (—oo0, —1],

u(—z) x (z+3) fir z € (—1,0),
(Eou) (z) := ¢ u(x) fir x € [0, 1],

u(2—1x)(1—x(z—2)) firze(1,2),

0 fiir x € [2,00)

2Einschrinkung = restriction
3Fortsetzung = extension
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Die Funktion x, definiert durch

x(@) = (o3 < H) (@)

ist gleich 0 fiir x < —}L und ist gleich 1 fir x > i. Hier ist

P1 der Friedrichs’sche Glatter und H die Heaviside Funktion,
definiert in (6.17).

/

I I I
-3 -2 -1 1 2 3

Abbildung 8.4: Skizze zu H und x

Beispiel 8.2.4 Definiere E; : C} [0,00) — CL(R) durch
] u(x) fir x >0,
(Bvu) (z) := { —3u(—z) + du(—iz) firz <O0.
Man findet, dass
li%l (Ehu) (x) = —3u(0) 4+ 4u(0) = u(0),

h%l (Eyu) (z) = 3u'(0) — 2u/(0) = v/(0),
und
1Bvul gz < 7llulloy ooy -
Aufgabe 8.2 Definieren Sie einen stetigen linearen Fortset-
zungsoperator

E,:CY[0,1] = CL(R)

und zeigen Sie, dass Ihr Operator Ey die gewiinschten Figen-
schaften hat.
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Fir
E.eL (cgw [0, 00) ; (R)) bzw.
E, € L (W*70,00) ; WP (R))

definiert man

(Be) 5) = { 25 fire 20 gy
u) (x) = '
’“ S cu(— L) i x <0,
mit den Konstanten ¢; bestimmt durch
1 1 1 - 1 o 1
-1 -1 .
% 3, R Cs 1
1 1 1
1 (5) (§> T (m) C3 - 1
- : . : . L : :
D" (=2) (=3) (71) Ch 1

Diese Gleichung findet man durch

10 X z{0 X

lim (di)m(Eku) (z) = lim (di>mu(a:) fiir m € {0, k}.

Lemma 8.2.5 Sei k € N, v € [0,1] und p € [1,00]. Dann
ist By, definiert in , eine stetige lineare Fortsetzung so-
wohl von C"7 [0, 00) nach C7 (R), als auch von W*12 [0, oo)
nach WH» (R).

Aufgabe 8.3 Zeige, dass Ey, € L (CF[0,00); CE(R)).

Wie geht man vor in mehreren Dimensionen? Eine explizite
Konstruktion konstruiert man wie folgt fiir ein Gebiet mit C*-
Rand:



8.2 Fortsetzen einer Funktion

1. Nehme eine offene Uberdeckun des Randes wie in der
Definition Dann ist {Al, oo A, S R"\Q} eine of-
fene Uberdeckung von R”. Wir nehmen eine zugehorige
Zerlegung der Eins, das heifit, (; mit

support (C]) CAjfirj=1,...,m,
support (Cerl) C Q,
support (Cm+2) C R™\Q.

2. Setze fir j=1,...,m

_ (gu) oSt fiir Sjx € support (C) )
u; = { 0 j j fiir S;o ¢ support (Cj) , (8.5)

mit den zu A; gehorenden lokalen Koordinaten

n n
Sj ’ = :
Yn—1 Yn—1
Yn yn_fj(yla"'7ynfl)

Die Abbildung S; ,biigelt* den Rand flach, ist C* und
hat eine C*-Inverse.

3. Definiere fiir j =1,...,m
Ejﬂ,j(il}l, e ,l’n) = (Ekﬁj(a;l, ey Ip_1, )) (l’n),

Dies ist die eindimensionale Erweiterung in x,-Richtung
mit den ersten n — 1 Koordinaten als Parameter.

4Uberdeckung = covering
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4. Schlussendlich schiebt man die Funktionen zuriick zu A;
und addiert diese Funktionen:

m

Elu = Z (Ejﬂj) 05+ Crpprt

j=1

Abbildung 8.5: Darstellung einer Funktion u € C* (0, 00) x R) und
ihre Fortsetzung @ = E(u) € C* (R?).

Lemma 8.2.6 Wenn Q C R"™ beschrinkt ist und 0Q € C*,
dann gilt fiir den oben konstruierten Operator Ef}:

1. E}: CY(Q) — Cf’”(R”) ist stetig fiir jedes ¢ und v €
0,1] mit £+~ <k,

2. B2 W (Q) — WEP(R™) st stetig fiir jedes ¢ < k und
p € [1,00].

Beweis. Die erste Behauptung beweist man geradeaus. Die
zweite Aussage ist schwieriger zu beweisen. Man soll zeigen,
dass die schwachen Ableitungen von Ef! (u) bis Ordnung ¢
auch in einer Umgebung des Randes existieren und diese Ab-
leitungen da im LP-Sinne beschrénkt sind durch [lul]y e, q)-
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Der einfachste Weg ist es u durch {um}meN C CM(Q) in
H'Hwe,p(m—Norm zUu approximieren. -

Aufgabe 8.4 Die Bedingung, dass man 0Q € C! hat, ist
nicht immer notwendig. Es hilft auch, wenn man noch ex-

tra Randbedingungen hat. Konstruiere eine Fortsetzung E
C3(0,00)*) N Co([0, 00)°) = C(R?).

Aufgabe 8.5 Seiu: B;(0) C R" — R und setze

) u() fiir ] <1,
Bu(z) = { 2u(3s) —u(Z) firlol>1.

Fiir welche k € N ist £ : CF (B) = CF(R™) wohldefiniert?

8.3 Einschrinken auf dem Rand

Wie wir schon mal gesehen haben, ist eine LP(2) oder
WHP(Q)-Funktion nicht unbedingt wohldefiniert in Nullmen-
gen, weil man eigentlich Aquivalenzklassen betrachtet. Trotz-
dem kann man manchmal sagen, dass es in so einer Aqui-
valenzklasse eine Funktion gibt, die stetig ist und die damit
an jedem Punkt festliegt. Zum Beispiel haben wir gesehen,
dass in einer Dimension jede Aquivalenzklasse f € WP (a, b)
einen stetigen Vertreter hat, den wir ohne viel Zégern auch f
genannt haben. Dann kann man den Randwert festlegen als
den Randwert dieses stetigen Vertreters. Kann man so etwas
auch in hoheren Dimensionen haben? Im Allgemeinen sind
Funktionen vom LP-Typ nur fast iiberall festgelegt und das
bedeutet, dass so eine Funktion auf Nullmengen wie 02 nicht
bestimmt ist.
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Theorem 8.3.1 (zur Definition von Randwerten im schwa-
chen Sinne) Sei p € (1,00) und Q@ C R"™ beschrinkt und
00 € C*. Dann gilt folgendes:

1. Fiir jedes u € W'P(Q) gibt es eine Folge von C'(Q)-
Funktionen {uy,} _, fir die gilt

[ = nyyr0(0) — O fiir m — oo. (8.6)
2. Seiu € WHP(Q) und sei {u,,}oo_, eine Folge von C'(Q)-

Funktionen fir die gilt. Dann gibt es v € LP(0)
derart, dass

— 0 fiir m — oo.

v (um)m‘ Lr(99)

Dieser Limes v hdangt nur von u ab und nicht von der
Folge {un}.°_;.

Durch diese ersten beiden Aussagen ist
T : WP (Q) — LP(0R).
wohldefiniert durch Tu := v. Auflerdem gilt:

3. T ist ein beschrdankter linearer Operator:
T € L(W"P(Q), LP(09)) .
4. Fiirue Wh(Q)nC(Q) gilt
Tu = upq f.i. auf OS2

Dies gilt also auf 02 im Sinne des (n— 1)-dimensionalen
Lebesgue-Majes.



8.3 FEinschranken auf dem Rand

Bemerkung 8.3.2 T' heifst Spuroperatorﬂ' Tu heifst Spur von
w. Ubrigens, weil T abhdngig von p definiert wird, sollte man
etgentlich T, schreiben.

Beweis. Wir beweisen die Aussagen in mehreren Schritten.
Dabei nehmen wir an, dass der Rand von {2 mit passenden
Blocken iiberdeckt ist und es dazu die passende Zerlegung der
Eins gibt wie in Lemma [8.1.4]

1.

Weil 0 € C*, gibt es eine Fortsetzung Ef : WP(Q) —
W1P(R™). Wir definieren mit Hilfe des Friedrichs’schen
Glatters

U 1= D1y E{z(u)
Aus den Eigenschaften der Glattungsfunktion findet man
U € C'(R™) und || Ef(u) — umeLp(Rn) — 0 fiir m — oo
und so auch u € C*(Q) und die Konvergenz auf (2.

Es reicht, wenn wir zeigen konnen, dass fiir 4; wie in
(8.5), der Spuroperator die gewiinschten Eigenschaften

hat. Erst beweisen wir eine Abschitzung fiir u € C'(Q)
und somit u; = (;u € C'(QN A;). Bemerke, dass

support (u;) C QN A;. (8.7)

Man hat

/ |uj|Pday_/ |ﬂj|dex'§C/ [P e,
8QQAJ' Bj Bj

wobei J = 1/1 + |V f;|* beschriinkt ist, weil f; € C'(B;).
Weil der transformierte Rand jetzt flach ist und @; einen

5Spur = trace
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kompakten Tréger hat, kann man vom Rand ins Gebiet
‘hinein’ integrieren und findet mit

~ -1 = —1 ~ o~
i=uoT, ", (;=¢(;oT; und u; = (;,

dass

a

i, 0l — iy (O = [ 51 (@) da,
0

und wegen (8.7), gilt fiir a geniigend gro, dass
[a; (2, a)]” = 0. Es folgt

~ \P
+ <(j> plafr~? a%a) d,dx’
<cC (1 + a2 ) da
B;x[0,a] "

p
gc/ (1P + 2 + 2 |2il") do
B;x[0,] P b1 n

< O [lullyrngona,) -

Wir haben dabei die Ungleichung von Young benutzt:
ab < %ap—l—%bq fiir a,b > 0 und p,q > 1 mit %—k%:l.
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Es folgt weiter, dass

1/p
wmmwm::(/ wwmw)
[0)9]
YA P 1/10
‘ » p
<¢ (ijl /m|<ju\ day) < Clullyrage -

Wenn also {u, }r-_, eine Folge von C'(Q)-Funktionen ist,
fiir die gilt

[t = [ yy1.0(0y — O fiir m — o0,
dann gilt auch

[t — UkHLp(aQ) <C [ UkHWLp(Q)

und {(um)lm}oo ist eine Cauchyfolge in L? (0€2) und
m=1
damit konvergent.

Auf identische Weise zeigt man, dass der Limes nicht von
der Wahl der Folge abhéngt. Wenn man zwei derartige
Folgen hat, nennen wir sie {u,,} und {w,,}, so gilt

[t — wm”Lp(aQ) <C [t — wm”WLp(Q)
< C (Il = wllyroy + It = W lyrngay) = 0.
So ist T wohldefiniert.
3. Die Linearitéat von T folgt aus

lim (auw,, + bwy,) = a im u,, +b lim w,,
m—0o0 m—00 m—0o0

Kapitel 8, W*P-Funktionen und Rand

und die Eigenschaften einer Norm. Weil

HTU B mm)"”‘ LP(0Q)

= Jim [ = o
Prreel (Uk)wﬂ (u )|8Q Lr (60)

< Jim €l = tnll o) = C 16 = i lyangey

gilt, ist T" beschrénkt.

4. Es bleibt iibrig zu zeigen, dass es fiir u € W?(Q)NC(Q)

tatsichlich das Ergebnis gibt, das wir uns gewiinscht ha-
ben: T'u = wujpq. Fiir solche u gilt, dass

U, = Q1 * E?u € CY(Q),

It — UHC(Q) — 0 und [lum — ullyr1pq) — 0. Es folgt

HTU — UmHLp((gQ) S CY HU - umHWLP(Q) - O’

Hum - u|8QHLP(8Q) < |89| ||um - u\f’QHC({m)
<109 it — ul oy = 0
und dann auch
HTU - “IBQHLp(aQ)
<NTw = vl ooy + | tm — “\mHLp(aQ) —0

und Tu = uppq fast iiberall auf 0€2.

Das letzte im (n — 1)-dimensionalen Lebesgue-Sinn. n
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Aufgabe 8.6 Zeigen Sie die Ungleichung von Young: fiir
a,b>0 undp,q>1 mit%—l—%:l gilt

1.p 4 1pg
abgpa —i—qb.

Theorem 8.3.3 Sei p € (1,00) und sei Q ein beschrinktes
Gebiet in R™ mit 0Q € C'. Fir u € W'?(Q) und den Spur-
operator definiert in Theorem qilt:

ueWyP(Q) & Tu=0.

Beweis. =. Wenn u € T/VO1 P(€2), dann gibt es eine Folge
{um} C €22 (Q), die in ||| y1,5(q)-Norm zu u konvergiert. Die
Behauptung folgt aus

1Tull ooy = 1TU = tmll 1o o) < Cllu = tmllyrp) = 0-

<. Die Annahme, dass 90 € C!, spielt hier eine wesentliche
Rolle und daher kann man vermuten, dass der Beweis nicht so
einfach sein kann. Als erstes sei bemerkt, dass 9Q € C*! uns
erlaubt, den Rand mit S : C* (Q;]Ri) lokal glattzubiigeln.
Dies erlaubt uns eine Zerlegung der Eins anzuwenden und
lokal 2 N A; als Teil vom Halbraum R’ := R* ! x Rt zu
betrachten. Die Funktion @; := ((;u) o S™' € W'P(R") hat
einen kompakten Trager und Tu = 0 liefert Tu; = 0. Wir
schreiben weiter wieder u statt u;.

1. Als ersten Schritt zeigen wir eine Abschéitzung. Wenn
Tw = 0, dann gibt es Funktionen {u,,},,. C C* (Ki) derart,
dass

|t — UHWLP(RQ) — 0 und HumHLP(Rn—l x{o}) 0.
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Vom Rand hinauf integrieren liefert

/ o / o 0 /
um(x,xn)—um(w,())—l—/o (&Enum> (2',s)ds

Man bekommt

/ U, (2, 2,) | da’ < O, (/ [y, (27, 0)|" da’+
Rn—1
) p
- U, ' dsdx’ | .
Nehmen wir m — 0o, so folgt
/ lu (', z,)|" da’
Rn—1
Rn—1
Rn—1

dsdx’

(awn ) @]

(', 5)|" dsdx’. (8.8)
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2. Als erste Anndherung konstruieren wir eine Funktion mit
kompaktem Trager. Wir definieren xy € C*° ([0, 00)) durch

v(s) = (er < H (=) (5).

Es gilt x (s) =1 auf [0,1] und x (s) = 0 auf [2, c0).
Wir betrachten

Wy, (1) = u(2) (1 = x (may,)) fiir z € R}

und finden
8127;7(1@ - 8;5:) (1= X (mzy)) — mu(z)x’ (mn)
o' Ox (1= x (mn)) .

Wir behaupten, dass
me - u”wl,p(Ri) — 0. (8~9)
Man findet sofort, dass
[wm — uHLP(Ri) = [Ix (m ) uHLP(Ri) — 0 fiir m — oo.
Weiter gilt
IV (w0 — u)“Lza(Ri) <
I m.2) Dl gy + 0 () ) - (810

Auch hier findet man sofort, dass ||x (m ) Vul,, Rn) 0

fiir m — oo und es bleibt nur der letzte Term in (8.10), fiir
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den man Konvergenz nach 0 zu zeigen hat:

I p
X () 0l

2/m
:/ / m? |x' (ma,)|” Ju (2, x2,)|" da'dx,,
0 Rn—l

, 2/m  prp
<mP||x / / lu (', z,)|" da'dx,,
Rn— 1
) 2/m
<mP ||y / Cpab~ 1/ / |(Vu) (2, s)|" dsdx'dx,,
Rn— 1

, 2/m 2/m
<mP||x Cpab~ 1/ / |(Vu) (2, 5)|" dsdx'dz,,
Rn—1

2/m
=m” ||\ ( )/ / |(Vu) (2, 5)|" dsda’
Rn—1

< C,, / / (V) (2, 5)|" dsda’. (8.11)
Rn—1

Wir verwendeten (8.8). Der Term in geht nach 0 fiir
m — oo und so finden wir, dass gilt.

3. Wir glétten fiir eine approximierende Folge in C2° (R’jr)
Weil w,, (2, x,) = 0 gilt fiir x,, < m™!, kénnen wir den Fried-
richs’schen Glatter mit € = %m_l auf w,, loslassen, das heifit,

wir betrachten

Un = Q1% W
und finden, dass v, € C° (R?) und
lom = vall iy = O- (8.12)

Man findet ||lv,, — uHWl,p(Ri) — 0 und dies bedeutet u €
WP (RY).



8.3 FEinschranken auf dem Rand

Zuricktransformieren und Zusammenkleben liefert uns fiir
die urspriingliche Funktion, dass u € VVO1 P (Q). [
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Variationsrechnung

Kapitel 9

Funktionenridume und ihr Zusammenhang I

Niemand sollte iiberrascht sein, wenn man CHQ) c C(Q)
sieht. Eine Funktion u € C'(Q) ist punktweise definiert und
das reicht fiir die Definition als stetige Funktion. Es gilt sogar,
dass

j:CHQ) — C(Q) mit j(u)(x) = u(x)

eine stetige Abbildung ist: mit ¢ = 1 gilt [|j(u)| < c|lul/a
fiir alle u € C'. Vergleicht man jedoch zwei Sobolev-Réiume,
dann wird es schon etwas heikler, denn da werden statt Funk-
tionen nun Funktionenklassen verglichen. Wir schreiben die
Funktionenklassen mal mit [u].

Man wird formal die folgenden Abbildungen betrachten
miussen:

e Vom Holder-Raum X zum Sobolev-Raum Y:
j(u) = lu],

bei der [u] die Klasse aller Funktionen w :  — R ist mit
w(z) = u(x) f.i.

e Vom Sobolev-Raum X zum Holder-Raum Y:
J([u]) :=A{w € [u] € X; wenn es w € Y gibt}.
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e Vom Sobolev-Raum X zum Sobolev-Raum Y:
J([u]) == {[u]; wenn [u] € Y'}.

Eine solche Abbildung j nennt man eine kanonische Abbil-
dung. Sie ist nicht unbedingt fiir alle u oder [u] aus X de-
finiert. Auch die Standardabbildung von X zu den Doppelt-
dualen X", also

j(u) = F, mit F,(g) := g(u) firu e X,g € X,
nennt man kanonisch.

Definition 9.0.1 (Einbettung) Seien (X, ||-||) und (Y, ||ly)
zwei normierte Vektorraume mit einer kanonischen Abbildung
j: X =Y. Dann sagt man ,X ist (stetig) eingebettet in Y
wenn nicht nur j(X) CY gilt, sondern j auch stetig ist. Man
schreibt j : X — Y oder sogar X — Y.

Stetig heifit hier, dass es ¢ > 0 gibt mit

l7(u)|ly < cllully fir alle u € X.
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9.1 Holder und Sobolev

Wie stehen diese Rdume zueinander? Fast trivialerweise fin-
det man fiir ein beschrinktes Gebiet Q C R™ mit 99 € C!
folgende Einbettunger[l] fiir k,¢,m € N, 4,8 € [0,1] und
p,q € [1,00]:

wenn k > (: B(Q) — CH8(Q),

wenn k = ¢ und v > (: C'”( ) — CH%(Q),

wenn k > m: CrI(Q) — Wm™P(Q),

wenn k> mund p > ¢: WFP(Q) — Wm™4(Q).
Die Notation ,,—* ist nicht Standard. Manchmal schreibt man
auch beispielsweise C*7(Q) C C*#(Q), meint dann jedoch
nicht nur, dass die eine Menge die andere enthélt, sondern

auch, dass die kanonische Abbildung C*7(Q) — C*#(Q) stetig
ist.

9.1.1 Eine Einbettung in einer Dimension

In einer Dimension haben wir in Lemma [6.2.7| schon gesehen,
dass Funktionen u € WP (a, b) stetig sind, oder besser gesagt,
dass man fiir jede Funktionenklasse in W'?(a,b) mit p > 1
eine vertretende Funktion finden kann, die in C°[a, b] liegt.
Wenn wir die Funktionenklasse mit ihrem Vertreter identifi-
zieren, kann man sagen, dass

WP (a,b) C C°[a,b].
Fiir die Einbettung soll man noch zeigen, dass

||u||C’0[a,b] <C ”UHWLp(a,b) : (9.1)

IEinbettung = imbedding (U.S.), embedding (U.K.)
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Schauen wir uns

v(x) =u(x) — 5 i - / u(s)ds

an. Aus dem Lemma folgt, dass wir v und deshalb auch v
stetig nehmen diirfen. Und weil v eine Nullstelle hat, sage
zy € la,b], finden wir, mit % + % = 1 wie im Beweis von

Lemma [6.2.7] dass

HUHCO[a,b] sup |v()]

z€la,b
= sup |v(z) —ov(zg)| = sup / v'(s)ds
z€[a,b] z€[a,b]
= sup / s)ds / [u/(s)| ds
anb]

/1ds /|u \pds

1
< (b—a)t vl ey (92)
und wir finden fast genauso

’b_a/ u(s)ds <—/ u(s)]| ds

<(b—a) " ull gy (9.3)
Zusammen ergibt (9.2)) und ( -, dass

b
v(x) + bia/ u(s)ds

b
ﬁ / u(s)ds

<@—a) (Lo —a) lullyrney - (94)

||u||C’0[a,b] = Sup
z€[a,b]

< [vllgopas +
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Diese Ungleichung zeigt uns, dass (9.1) gilt. Aus (9.4)) folgt iibrigens fiir by —ay < 6 < 1, dass

1
< (5‘1 2HuHlep(a7b)

ai,by) =

[uar) —u (i) <[ sup ful@) —u(y)] <572 ullyn

a1 <z,y<by

und weil % > 1 gilt, liefert uns dies sogar eine Holder-Stetigkeit von wu.

Um auch in héheren Dimensionen derartige Sétze beweisen zu koénnen, braucht man einige Abschitzungen.

9.1.2 Fiir p < n von W'?(Q) zu L1 (Q)
Aus der Definition folgt sofort, dass W (2) C L? () und dass
HUHLP(Q) < HUHWLp(m fiir alle u € WHP(Q).
Die Frage ist, ob man das p in LP (2) noch etwas verbessern kann und der folgende Satz liefert uns die Antwort im Fall, dass p < n.

Theorem 9.1.1 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung) Sei n € N* und p € [1,n). Fiir alle u € C}H(R") gilt

n—1
el 2 gy < E2 |V

Beweis. Angefangen wird mit p = 1. Weil u einen kompakten Tréger hat, findet man

T Ou
u(x) :/ ay‘(xl,...,yi,...,xn)dyz-,

|U($)‘ < |vu(xl>-"ayia"'axn)’dyh
R

ol <TI, [ IVatonooiee )l da

Nach x; Integrieren liefert

[ an < [ (T, [ 1Vutonccmeanldn) ™ do. 95)
R R =R
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Weil der erste Term im Integral nicht von z; abhédngt, kann man schreiben

l) = </\Vu(y1,a:2,..., ]dyl) /H 2(/ |Vu( wl,...,yi,...,mn)]dyi) c_ia:l.
R 1=

Verwenden wir wiederholt die Holder-Ungleichung, dann kann man zeigen, dass:

/|a2|n F a7 da < </|a2|dx) </|an|dl~> )

Diese Version von Hélder verwenden wir, um weiter abzuschétzen durch:

1

S (/ |VU(y1,x2,...,xn)\dy1) _ H’r.l_2 (//’vu(xh7yz77xn)’dyldx1> i
R = R JR

Wir haben jetzt von (9.5)) bis bewiesen, dass

u(x ﬁdxg /Vudx)“ n (// Vuda:idac)“.
[ an < ([ 1valan) T ([ [ 9l dsas,

(9.6)

(9.7)

(9.8)

(9.9)

1
Als néchsten Schritt integrieren wir nach x, und bemerken, dass bei dem ersten Term nach II, also ( fR f R |Vul da:del) »=1 gchon
nach xy integriert ist und dieser Term fiir das jetzige Integral als Konstante auszuklammern ist. Mit der Ungleichung in (9.7) folgert

man dann aus , dass

/R/Rmn”l dydas < <//|Vu|dx1dx2) ) /((/ |Vu|d:vl> - 1, (/R/R|Vu|dxidx1)nll> d

< Vuldzridz T /// Vul|dz;dx dx)H.
</R/R‘ e 2) Hi:3<R R R| | o

Wenn wir nach x3 integrieren, folgt aus (9.10)), dass

[ [ [ anostes< ([ [ [ wuanionae) T ([ [ [ [ roaninions) ™

(9.10)

(9.11)
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Wenn wir diese Abschétzungen fortsetzen, finden wir schlussendlich, dass

/ |u| 7T da < ( |Vu\d1') o , (9.12)
n R

und damit haben wir das gewiinschte Ergebnis im Falle p = 1 bekommen.
Fiir p € (1,n) geht man wie folgt vor: Man bemerkt, dass als schwache Ableitung gilt

\V4 |u]% _ (n=Dp |u‘(ﬁ;1p)pfl V| = (n—1)p |u|"§f:p1) IVl
n—p n—p

und so aus (9.12)) folgt, dass

n (n=Dp\ 77
lu| 7% da —/ (yu| _) da < (/
R n n

Mit der Holder-Ungleichung folgt

_n_
n(p n-1

Mi=a ]Vu]’ da:) . (9.13)

v (iuﬂ‘-ﬁ”)(dx)'& = (o) ( I

n_ p—1 n_ 1 n p—1 n_ 1
n% n(p—1) p n—1 p n—lg . n% np ;n—l n—lg
0.13) < (%) 1 (/ ‘u’—npj poT da:) (/ IV ul? dx) — ((7;_1}));:) ] (/ || 2 dw) (/ |Vulf d:z:)
n R n n
und man findet, weil 1 — %E = %ﬁ > 0, dass

—pP_n n

n n -1 o T
( |u|n7f; dm) ’ < <(7;—_1)P> ! ( Vul? d:p)
R™ P R"

n—1
||u||Ln"—f;,(Q) < % ||vu||LP(Q) .

3=

Diese Gleichung liefert genau

Das folgende Ergebnis ist bekannt als ein Sobolevscher Einbettungssatz:

Korollar 9.1.2 Se: Q C R" ein beschrinktes Gebiet und 0Q € C'. Sei p € [1,n). Dann gilt W'?(Q) C LR%(Q) und es gibt sogar
¢ =c(n,p,Q) derartig, dass

Jall 22, g < €12, D) oy Siir alle u € W(Q).

Fiir solche Q) und p gilt also o
WP(Q) — Ln=+(Q).
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Beweis. Um Theorem [9.1.1| anwenden zu kénnen, miissen wir
die Funktion u von € erst erweitern auf R™ und dann appro-
ximieren mit Funktionen in C} (R"). Das geht wie folgt: Weil
Q beschriinkt ist, sagen wir Q C By (0), und 0Q € C! gilt,
gibt es durch Lemma [8.2.6| einen stetigen Fortsetzungsopera-
tor E' : WhP(Q) — W, P(R™), also E'(u)jo = u und derart,
dass fiir alle p, g € (1, 00) gilt:

1" (w)
12" (u)

< Cp |lull gy und

< Ci Jullyraey

oy
o

Man kann annehmen, dass der Triger von E' (u) fiir jede
Funktion w in Br4q (0) liegt.

Als Néchstes benutzt man die Friedrichs’sche Glattungs-
funktion ¢, ,,, und findet eine Folge

U 7= Py )y * Et(u) € CHR™)
derartig, dass u,, — E'(u) in W'?(Bg5(0)). Wegen Theo-
rem gilt fiir m, k — oo, dass

nfl

n 1
_ (njf ||V (um - uk)”LP(BR+2(0))

< c(n, P, ) [lum — wkllwrnsy, 0 = 0-

[t = ugl] | cax

Also ist {un,}.°_, auch eine Cauchyfolge in L#%(R") und
U, konvergiert zu einer Funktion v € L7775 (2). Weil
Ju— UHLP(Q) < flu— umHLP(Q) + lJum — UHLp(Q)

1
< 1w = tmll gy + 1907 = v o =0,
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folgt, dass u—v = 0 und u = v € L77(€2). Weil u,,, — E'(u)
in L"L*P(]R”) und

n—1 n—1
HumHLn P (R™) = (n—p)p HvumHLP(R”) < ( )p HumHWlp(R”)
(n—1) 1 1
s-fﬁcwm—EmwwwwﬁwEummwwﬂ

< =y (Hum El(u)uwww)+OE||u||W1,p(m>,

gilt auch
ol 2, 0 < 1B @], 2
< JJum = B (u HL%(Rn + ||um||Ln 7 (R")
<l = B @] 225 oy + 2 I o

und mit Hilfe von || E*(u)||yy1p@ny < Cp [|ullypip gy folgt

< Hum — E'(u)

lull, 2o s
Lm=P(Q) Lm=p (R")

2 (= B @l oy + C Moy

— (n=lp ppC [ullyrpq fiir m — oo,

n—

und die Abschéitzung ist bewiesen. |

Korollar 9.1.3 Se: Q C R" ein bescﬁréénktes Gebiet und sei
p € [1,n). Dann gilt WyP(Q) C Ln—(Q) und es gibt sogar
c = c(n,p, Q) derartig, dass

lell o c(n,p,2) [ullyyinqy fiir alle u € Wy™().

<
L7 (Q) =
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Bemerkung 9.1.4 Dieses Ergebnis ist dem letzten sehr dhn-
lich. Der Unterschied betrifft den Rand. Ist der Rand nicht
Ct, dann gilt die Einbettung trotzdem noch fiir Funktionen in
WoP(Q), das heift, fir Funktionen u € WHP(Q), die auf eine
schwache Art u =0 auf Q) erfillen.

Beweis. Weil 1,7 (Q) = C’go(Q)”'HWl’p(”) gibt es, unabhéngig
von der Regularitét des Randes, eine Folge u,, € C2°(Q2) mit
[t — ullyyrp(qy — 0 fiir m — co. Man kann diese Funktionen
auflerhalb €2 durch 0 fortsetzen und verfahrt weiter wie oben.
n

9.1.3 Fiir p > n von W' (Q) zu C* (Q)

Theorem 9.1.5 (Morrey-Ungleichung) Sei n € N* und p €
(n,00]. Dann gibt es c,,, > 0 so, dass fiir alle u € C}H(R™) gilt

[l o1-3 gny < o ltllrpgny -
Beweis. Fiir p = oo findet man

ol a3 gy = Il o

ju(2) — u(y)
ey + sup =W
et T o=yl

Setzt man z = —y und v (t) = u (y + t2), so findet man mit
dem Mittelwertsatz ein t € (0, 1) derart, dass

_v(@) = (0)
U(QT)—U(?J)—T

=V (t) = (x—y) Vu(y+tz).
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Dies bedeutet, dass

wp 1@ 1)

< IVull poo e
r#YyER? |JI - y| L)

und das Ergebnis ist bewiesen im Fall p = oc.

Fiir p < oo nehmen wir ohne Verlust der Allgemeinheit erst
y = 0 und man fangt an, eine solche Abschitzung auf einer
Kugel B,(0) zu beweisen. Wie im Beweis von Theorem
ist der erste Schritt eine passende Beziehung zwischen u und
Vu herzustellen. Fiir x € 0B4(0) hat man

u(z) = u(0)] =

[ gty af
/tlol"(Vu) (tz)dt Ss/th|Vu(t:c)| dt

und so auch

/’ ju(z) — u(0)] do
0B (0)

1
< S/ / \Vu(tz)| dtdo, = (9.14)
0B,(0) Jt=0

T x

Wir substituieren w = 7 = £ und p = |tz| = ts und finden

s 1
EI) = s /‘|VMan|ﬂmyﬁww
lw|=1 J p=0 S
= [ (Vg el ) 7 dpde
w|=1 J p=0
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gt / (IVu)| [y dy
Bs(0)

< [ vty o dy
r(0)
Wir schreiben w,, = [, 5 () 1do. Es folgt

|0B,(0)| = / ldo = w,r"
8B,(0)

Wn p

1B,(0)] :/ ldg = Yy
Bi1(0) n

Das Integrieren mit s von 0 bis r liefert uns:

/ fu(z) — u(0)] dz
B, (0)

< ( / Tl bl dy) ( A s"—lds)

rh n
=— Vu(y)| |y|'™" dy
n JB,.(0)
p—1 1
r’ )P v b
< ( [ dy) ( / Wu<y>|pdy)
n B,-(0) (0)

p—1 1
:’"—<wn / d) ( / |Vu<y>|pdy)”
n 0 B, (0)

1—1
Wn

! 1 1_% +1-2
_ i
T (f;*_n> r IVl s, 0 -
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So finden wir fiir eine Abschétzung fiir |u (0)|, ndmlich dass

1B, (0)] [u(0)]

<[ u@ldst [ Ju) - o) do
B, (0) B, (0)
< |B.(0)]'""" lull 2o (5, (0)) +

=Ur 1-3 +1-2
+ (ﬁ—_n> T IVl s, o) -

Ersetzen wir 0 wieder durch y, so folgern wir, dass fiir r = 1
und beliebige y € R", folgendes gilt:

lu ()| < cnp (HUHLP(Bl(O)) + ||vu||LP(Bl(0))> <
< e (Il oy + 190l oy ) < G ey
Wenn man anschliefend das Supremum nimmt, findet man

[ull o < Cnp ||u||W1,p(Rn) : (9.15)

Abbildung 9.1: y und z und die Kugeln

lu(y)—u(2)|

ly—=|"
abschéitzen. Sei nun y, z € R"” mit z # y und setze r = |y — z|.
Siehe Abbildung[9.1]

Fiir den zweiten Term in der Norm miissen wir
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Weil B,/ (3 (y + 2)) C B,(y) N B,(z) finden wir, dass

B0 1) @ = [ lalo) — el
B,.j2( 5 (y+z

U —u(z)| dx
< /B IR EIES

ulz) —u(z)| dx
+ / N ECl
</ | lut) )] e+ [ ue) - )| do

B (2)

Wit/ — -3 n+1-2
< (=) (1Vuls, )+ IVl o)

wi=1/p _ 1-2 ntl—2
< 25 (%) IVl s, oz

und mit ‘BT/Q(O)‘ =w, (%r)nfl folgt

uly) = u(:)]

1-2 én»p ||vu||Lp(Rn)- (916)
ly —=z[ >

Wenn wir in (9.16) das Supremum fiir y # z € R” nehmen,
gibt uns dies die passende Abschétzung:

[U]k% < Cnp HUHWLP(R") : (9.17)

Kombiniert man (9.15)) und (9.17)), dann folgt:

el o1 oy = ltlloe + ]y _n < o [l

die Morrey-Ungleichung. |
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Korollar 9.1.6 (Einbettungssatz von Morrey) Sei @ C R”
ein beschrinktes Gebiet und 9 € Ct. Nehme an u € WHP(Q)
mit p € (n,00]. Dann gilt u € C*7»(Q) und es gibt ¢ =
c(n,p, Q) derartig, dass

||U’HCO»1*%(Q) < C(”;pa Q) HuHWlp(Q) .

Also gilt B
WhP(Q) < O™ 75 (Q).

Beweis. Man nehme wieder die Fortsetzung E'(u) und man

findet

U 1= Py * E'(u) — E'(u) in WP(R™).
Wegen dieser Abschitzung folgt

||Um - uk”CO’l*%(Q) S C ||’LLm - ukHWLP(R")

und dass {u,,}>°_, eine Cauchyfolge in C*'~ 7 (Q) bildet. So
hat {u,,}>°_, einen Limes v € C%'"7 (). Weiter geht man
ghnlich vor wie in dem Beweis von Korollar mit nur
einer Ausnahme, namlich v = v f.ii. Man findet ja eigentlich
nur, dass u einen C%'~» (Q))-Vertreter hat. [
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Variationsrechnung

Kapitel 10

Funktionenriume und ihr Zusammenhang I1

10.1 Morrey, (Gagliardo, Sobolev und
Nirenberg

Wir koénnen die beiden Hauptergebnisse aus dem letzten Kapi-
tel kombinieren, um weitere Einbettungssétze zu formulieren.

Definition 10.1.1 Sei Q) C R" ein beschranktes Gebiet und sei
X ein Holder- oder Sobolev-Raum auf Q). Wir definieren den
Regularititsindexr N(X) wie folgt:

e Fir C* (Q) mit k € N und v € [0, 1] setzen wir
N (C*(Q)) = (k,k+7).
o Fiir Wk (Q) mit k € N und p € [1, 00] setzen wir
N (W (@) = (k.k = n/p).

o Wir schreiben N (X) > N (Y), wenn N (X), > N (Y),
und N (X), > N (Y),.
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Theorem 10.1.2 Sez Q@ C R™ ein beschrdanktes Gebiet mit
o0 € C'. Seien X und Y Hoélder- oder Sobolev-Rdume wie

in Definition [10.1.1. Dann gilt folgendes:
NX)>N(Y)=X<=Y.
Bemerkung 10.1.3 Meistens braucht man fir X — Y nur

N (X) > N(Y). Es gibt jedoch einige Ausnahmen:

o Fiirp =mn # 1 gibt es keine Einbettung von Wk (Q)
nach Wk=10 (Q).

Bemerke, dass

N (Wh () = (k,k— 1) >
(k—1k—1)=N W (Q)).

Fiir eine komplette Ubersicht zu diesen Einbettungen ver-
weisen wir auf das Buch von Adams und Fournier, [1, Theo-
rem 4.12].

Ubrigens gilt W*=12° (Q) = O+~ (Q) im Sinne, dass jede
Funktion in W12 (Q) einen Vertreter in C*~ 4! (Q) hat.
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Bemerkung 10.1.4 Man kann auch zeigen, dass X — Y =
N(X)>N(Y).

Bemerkung 10.1.5 Im folgenden Beweis werden Korollar
und Korollar dfters verwendet, und das gelingt
nur, wenn man auch in den Zwischenschritten nicht einem
der in Bemerkung genannten Fille begegnet.

Beweis. Wir miissen 4 Fille unterscheiden.

1) Wenn X = C* () und Y = W*4(Q), dann folgt aus
N (X) > N(Y), dass k > ¢. Die Einbettung folgt sofort.

2) Wenn X = WHP (Q) und Y = W% (Q), dann bedeutet
N (X) > N(Y), dass

k>Cundk—— >0— 2. (10.1)
p q

Fiir £ = ¢ folgt p > q und das Ergebnis folgt aus
||U||Lq(Q) <@ ||U'||LP(Q)‘

Fiir £ > ¢ nehmen wir erst an, dass m ¢ N und wir setzen
m = [ﬂ . Wenn k < m+ /¢ gilt, findet man durch wiederholte
Anwendung von Korollar [9.1.2] dass

WEP (Q) — WE1a5 (Q) — WHE 275 (Q) — ...

o WEEEETE (Q)(10.2)
und die Bedingung in 1) liefert W5n—tvom Q) —
W4 (Q). Wenn k > m + £ gilt, findet man:

WHEP () — WEDa5 (Q) = WF 275 (Q) < ...

cos WETEE (Q)(10.3)
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und mit Korollar 0.1.6] dass

Wk—m,nfzzp (Q) N C«k—m—l,l_? (Q)
y o1 (Q) s Wla Q). (10.4)

Wenn & € N, dann fangen wir an mit W*? (Q) — Wh#== (Q)
fiilr € > 0 aber geniigend klein und benutzen den Spielraum,
den wir durch die Ungleichung in ({10.1)) haben.

3) Wenn X = C*7 (Q) und Y = C*° (Q), dann bedeutet
N (X) > N(Y), dass entweder k > ¢ oder k = ¢ mit v > 4.

Wir miissen hier |u(x) — u(y)| durch |z — y| abschétzen und
wenn §) konvex ist, gilt mit dem Mittelwertsatz, dass

u(z) —uy)] = [(z —y) - Vu(§)] < [z = y[[Vu(§)]

fiir ein ¢ auf der Verbindungsstrecke von x nach y. Wenn je-
doch Q nicht konvex ist, dann liegt diese kiirzeste Verbin-
dungsstrecke moglicherweise auflerhalb von ).

Nur wenn 900 € C%! gilt, gibt es eine Konstante cq so,
dass es fiir jedes Paar Punkte z,y €  eine glatte Kurve
k:[0,1] — Q gibt, mit £ (0) = z und (1) = y, bei der

1
o= 9 < teyi= [ W (O]t < calo -y,
0

Wenn man diese Kurve nach Bogenlédnge umparametrisiert
und dann den Mittelwertsatz anwendet, gibt es s € (0,4,,)
derart, dass

Ju () —u(y)] = [u (s (ley)) —u(x(0))]

|y (e ()] = oy IV () - ¥ (5)
< oy IV (5 ()] < calz — ] [V (i (s)].



10.2 Altes und Neues zur Stetigkeit

Abbildung 10.1: Bei nicht-konvexen Gebieten muss man mal einen
Umweg nehmen. Wenn () ein beschrinktes Gebiet ist und 92 €
C%! gilt, dann kann man immer einen solchen Umweg finden mit
Lénge £, 4 < cq |z — y| fiir eine feste Konstante cq.

Es folgt, dass
u(z) —u(y)|
|z —y]

Weil auch folgendes gilt fiir 0 < v <6 <1,

< ca [[Vull poo (o -

) —u ) ) vl e
|z =y |z —y| a,beQ

findet man die betreffenden Einbettungen.

4) Wenn X = W7 (Q) und Y = C*7 (Q2), dann bedeutet
N (X)> N (Y), dass

k—%>€+7 (10.5)

k—[ﬁ
p

und es folgt, dass
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Wiederum mit m = [%] und 2 ¢ N, finden wir wie in ((10.3

und (10.4)), dass
WP (Q) e CFm M55 ().
Wenn k£ —m — 1 = ¢, dann sind wir fertig weil ((10.5) liefert,

dass

Wenn k—m —1 > (¢, dann sind wir fertig mit Hilfe des dritten
Abschnitts. Auch hier konnen wir im Falle, dass % € N gilt,
einen e-Spielraum einbauen. [ ]

10.2 Altes und Neues zur Stetigkeit

Bevor wir uns mit der Kompaktheit beschéftigen, wiederholen
und erweitern wir mal kurz einige der verschiedenen Sorten
von Stetigkeit.

Definition 10.2.1 Seien X und V normuerte Vektorrdiume.
1. Die Funktion f: X — V heift stetig in x € X, wenn:
Veso 350 Vyex - Iz —yllx <= |f(z) = fW)ll <e
2. Die Funktion f : X — V heif§t stetig, wenn:
Veso Vaex Joso Vyex : llz —ylly <0 = |f(z) = Fy)ll <e.

3. Die Funktion f : X — V heifit gleichmdfig stetid),
wenn:

Ves0 550 Vaex Vyex t |z —ylly <6 = || f(z) = f)] <e.

Loleichmifig stetig = uniformly continuous
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Fiir die Gleichmdf$igkeit beziiglich einer Indexmenge verwen-
det man gleichgradig:

1. Die Funktionenmenge {f; : X — V}
dig stetig in v € X, wenn:

heifst gleichgra-

i€l
va>0 EI6>0 Vz‘el vyeX :
|z —ylly <0=|fi(z) = fiy)l <e.

2. Die Funktionenmenge {f; : X — V'}..; heifit gleichgra-
dig stetid’], wenn:

Veso Vaex Js>0 Vier vyeX :
[z —yllxy <d=|fi(z) = fily)| <e.

3. Die Funktionenmenge {f; : X — V'},_, heifit gleichmd-
Big gleichgradig stetig, wenn:

Ves0 J5>0 Veex Vier vyeX :
lz —yllx <0=|fi(z) = fily)ll <e.

Fir V = R gibt es auch noch halbstetigeﬂ Funktionen:
Definition 10.2.2 Sei X ein normierter Vektorraum.
1. Die Funktion f : X — R heifit unterhalbstetid’], wenn:
Veso Veex Jos0 Vyex @ |z —yllx <0 = f(y) > f(z) —e.
2. Die Funktion f : X — R heifit oberhalbstetid’, wenn:

v5>0 vxEX EI<5>0 \V/yeX : ||$ - y”X < 5 = f(y) < f(l‘) +e.
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Abbildung 10.2: Unterhalbstetig und oberhalbstetig

Aufgabe 10.1 Stetigkeit und Halbstetigkeit sind auch mit Hil-
fe von Folgen zu definieren. Zum Beispiel kann man auch sa-
gen, dass f unterhalbfolgenstetig in x € X 1ist, wenn fiir jede
Folge {zx};—, C X mit limy_o x, = x gilt

liminf f(x) > f(x).

Zeige Folgendes fir f:V —Y mit V C X und X,Y nor-
mauerten Vektorrdume:

1. Stetig und folgenstetig sind dquivalent.

2. Unterhalbstetig und unterhalbfolgenstetig sind dquivalent.

Schlussendlich folgt dann noch schwache Folgenstetigkeit:

2gleichgradig stetig = equicontinuous
3halbstetig = semicontinuous
4unterhalbstetig = lower semicontinuous
Soberhalbstetig = upper semicontinuous



10.3 Kompakte Abbildungen

Definition 10.2.3 Sei X ein normierter Vektorraum.

1. Die Funktion f : X — R heifst schwach folgenstetig
in x € X, wenn fir jede Folge {x)}re; C X mit x, — x
in X gilt, dass klim flzg) = f(z).
—00

2. Die Funktion f : X — R heiffit schwach unterhalb-
folgenstetid| in x € X, wenn fir jede Folge {x)},-, C
X mit x — x in X gilt, dass iminfy_, f(zx) > f(2).

Vielleicht tont diese letzte Definition wie die marode Ma-
cke eines masochistischen Mathematikers, aber es wird sich
zeigen, dass genau diese Definition eine wichtige Rolle spielt
in der Variationsrechnung.

Bemerkung 10.2.4 Ubrigens ist schwach folgenstetig stirker
als folgenstetig, denn es gibt im Allgemeinen mehr Folgen
{@r} ey mit xp — x, als Folgen mit x, — x. Hier ist schwi-
cher also stirker (2. Korinther 12:9-10).

10.3 Kompakte Abbildungen

Eine Teilmenge K von einem topologischen Vektorraum X
heiBt kompakt, wenn fiir jede Uberdeckung von K mit offe-
nen Mengen {O; },_, endlich viele dieser offenen Mengen schon
reichen, um K zu iiberdecken. Fiir einen normierten Vektor-
raum ist die folgende Definition oft bequemer:

Sschwach unterhalbfolgenstetig = weakly sequentially lower semicon-
tinuous
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Definition 10.3.1 Sei X ein normierter Vektorraum. Die Teil-
menge K heifst kompakt, wenn jede Folge in K einen Hdiu-
fungswert in K hat, oder noch anders gesagt, wenn jede Folge
in K eine konvergente Teilfolge hat mit Limes in K.

Bemerkung 10.3.2 Die Teilmenge M heifst prdkompakt,
wenn jede Folge in M eine konvergente Teilfolge hat. Anders
gesagt, wenn M kompakt ist.

Bemerkung 10.3.3 Kompaktheit in der hier stehenden Defi-
nition heifit eigentlich folgenkompak{’| Fiir einen normierten
Raum ist folgenkompakt dquivalent mit kompakt.

Definition 10.3.4 Seien X und Y Banachrdiume.

1. Die Abbildung f : X — Y heifit kompak®), wenn fiir
jede beschrinkte Menge A gilt, dass f(A) kompakt ist.

2. Die Abbildung f : X — Y heifit vollstetid), wenn f
stetig und kompakt ist.

Aufgabe 10.2 Zeigen Sie, dass eine kompakte lineare Funkti-
on vollstetig 1st.

10.4 Kompakte Einbettungen

Von Minimalfolgen kann man oft zeigen, dass sie beschrankt
sind in einem bestimmten Vektorraum. Ist dieser Raum kom-
pakt eingebettet in einem zweiten Raum, der ein Banachraum

"folgenkompakt = sequentially compact
8kompakt = compact
Ivollstetig = completely continuous
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ist, dann kann man folgern, dass die Minimalfolge jedenfalls
eine in dem zweiten Raum konvergente Teilfolge hat. Der da-
zugehorige Limes konnte ein Kandidat sein fiir ein Minimum.
Mehr dazu finden Sie in dem néchsten Kapitel. In diesem Ab-
schnitt stellen wir einige solcher kompakten Einbettungen vor.

Theorem 10.4.1 Sei Q C R"™ beschrinkt 0Q € C'. Seien
k.0 € N und ~,d € [0,1]. B B
Wenn k +~ > £+ 0, dann ist C*7(Q) — C*(Q) kompakt.

Beweis. Es reicht, wenn wir zeigen, dass C*7(Q) — C*0(Q)
kompakt ist fiir v > 0 und dass C*7(Q) — C*9(Q) kompakt
ist fiir v > 9.

Wenn wir eine beschrinkte Menge A in C%7(Q) nehmen,
sagen wir

sup ||cho,v(§) <M,
feA
dann gilt fiir alle f € A, dass

|f(x) = fW| <Mz —y|.

Dann sind die Funktionen aus A gleichméflig beschrankt und
gleichméBig gleichgradig stetig. Aus dem Satz von Arzela-
Ascoli (Siehe Theorem folgt, dass jede Folge in A ei-
ne in C (Q) konvergente Teilfolge hat, die sogar gleichméBig
konvergiert. Das heifit, dass A prakompakt in C' (Q) ist.

Fiir £ > 0 und fiir eine durch M beschrankte Menge A
in C*7(Q), finden wir fiir jede Folge {f; }jens dass die eine in
C (Q) konvergente Teilfolge hat. Fiir diese Teilfolge gibt es ei-
ne weitere Teilfolge derart, dass {01 f;,,},,oy in C (Q) konver-

giert usw. Wir finden so eine Teilfolge, wiederum {0°f;,.},
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genannt, die fiir jedes & € N mit || < k in C (Q) konver-
giert. Die gleichméflige Konvergenz zeigt uns sogar, dass

im0 =0 (fim, £ )

Dann gilt f := lim,, o fj,, € CF (Q) und es folgt, dass A
prikompakt ist in C* (Q).

Fiir C*7(Q) — C®°(Q) reicht dies noch nicht. Es reicht
aber wenn wir zeigen konnen, dass {fj,, },,cy eine Cauchy-
Folge ist in C*9 (Q) Und dafiir reicht es, wenn wir zeigen,
dass fir o € N mit |a] < k

(0% i — 0% fils =
sup 0% (fi (¥) = [, () = 0% (S5, (¥) = fi, ()]

_ 0
z,yeN |$ - y|

nach 0 konvergiert fiir k,/ — oo. Fiir u € C%7(Q) und § €
(0,7) gilt

u(r) —u u(r) —u o -
0=l _ (10—t ) 7

|z —y|° v =yl

u(w) —u o/ 1
S(M> (@) + Ju ()) =",

[z —y[”
und wir finden
[uls < [ (2]Jull )"

Fir {f;},en € A gilt [[fi = fillorn@ < 2M und es folgt fiir

die in C* () konvergierende Teilfolge {f;,.} ..y, dass

JEN?

-4/
0y~ 135 < M (2155, Fillongey)
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Das bedeutet, diese Teilfolge ist auch eine Cauchy-Folge in
Ck9(Q) und weil_Ck’5(Q) vollsténdig ist, konvergiert diese
Teilfolge in C*9(Q). |

Theorem 10.4.2 (Rellich-Kondrachov) Sei p,q € [1,00], 7 €
0,1] und Q C R™ beschrdnkt mit 02 € C*.

o Wennp <n undq < % gilt, dann ist die Finbettung

WhP(Q) < LI(Q) kompakt.

e Wennp>nundy<1-— % gilt, dann ist die Einbettung
WP (Q) — C%(Q) kompakt.

Bemerkung 10.4.3 Ahnliches gilt auch fir Hdélder- und
Sobolev-Rdaume hoherer Ordnung. Wenn XY aus den Klas-
sen der Holder-Riume C*°(Q2) und Sobolev-Riume WHP ()
genommen werden mit N (X) > N (Y), dann ist die Einbel-
tung X — Y kompakt. Weiter kann man zeigen, dass wenn
die Einbettung X — Y existiert und N (X), = N (Y),, diese
Einbettung nicht kompakt ist.

Beweis. Wir werden anfangen mit der zweiten Aussage. Weil
vy<1-— % gilt, gibt es § € <7, 1— %) Theorem [10.4.1| sagt

aus, dass C%%(Q) — C%7(Q) kompakt ist. Wegen Korollar
gilt WP(Q) — C%%(Q) und das Ergebnis folgt, wenn
wir beides kombinieren.

Die erste Aussage ist wesentlich schwieriger zu beweisen.
Sei {fin}men €ine beschrinkte Folge in WP(Q), sagen wir
[ fnllwiny < M. Weil 9Q € C' angenommen worden ist,
kénnen wir diese Funktionen fortsetzen zu Ef,, € WhP(R")
und wir diirfen annehmen, dass support (£ f,,) C V fiir ein
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beschrénktes Gebiet V', das (2 enthélt. Wir glétten diese E f,,
mit dem Friedrichs’schen Glatter und definieren

fo i=w.x Efy,.
Wir wissen, dass || £, — EmeLq(V) — 0 fiir € | 0 aber mochten

noch zeigen, dass die Konvergenz gleichmiBig beziiglich m ist.
Fiir v € C* (R") mit support (v) CV mit V CcC V gilt

vf(x)—v<x>=/ L D@t~ @) e

= /BE(O) ¢, (2) /;O (%v (z —l—tz)) dtdz

1
= / ¢, (2) / (Vo (x +t2) - 2) dtdz
Bs(o) t=0
und

|1 @ =@l

1
g// goe(z)/ e |V (x +tz)| dtdzdx
" J Be(0) t=0

1
:/ ©, (z)/ e | |Vov(x+tz)|dedtdz
£ (0) ¢

=0 R™

= |Vv(a:)|d$:5/‘7|Vv($)|dx

Rn

_1=-1 1/p
< 8“/‘ ’ (/ |V (x)|pda:) :
v
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Weil man Ef,, € W (V) durch v wie oben approximieren
kann, gilt auch

1fm = Efmllpiy < celEfmllwiaey < € llfmllwrng

mit ¢ unabhiingig von m. Auflerdem gilt fiir p* = 2 und

P
%:%—1—173;*9 fiir ein 6 € (0,1), dass

0 1-0
”U||Lq(v) < HuHLl(V) HUHLp*(v)- (10.6)

In Theorem haben wir gesehen, dass [|f5[[,1) <
IE fillp1y- So finden wir mit der Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev Ungleichung, dass

0 —0
||f7§1 - Efm”Lq(v) S ||ffn - Efm”Ll(V) ||friz - EmelLP*(v)

0 1-6
< (el fmlwiney) (21Efmllrw) <
< C [ fmllwna) < CME". (10.7)

Als néchsten Schritt mochten wir zeigen, dass fiir jedes € > 0
die Funktionen {f;}, .y die Bedingungen von Arzela-Ascoli
erfiillen. Die Beschrinktheit folgt aus

5, @) = (e B &)
< [ pele=w) B wldy

< el poo . o) 1B frall 1oy
<ce " [ fmllp g € caMe™
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und die gleichgradige Stetigkeit aus
Vi @) = (Ve « Efyn) (2)]
< | Ve (@ =yl |Efm (y)l dy
RTL

< HV%HLN(BE(O)) HEfm”Ll(V)
< e " | fllproy < eaMe™

Wegen ((10.7)) gibt es 1 > 0 derart, dass fiir ¢ € (0, &1] gilt

1

1o — EmeLq(V) < 92

Mit Arzela-Ascoli gibt es:

eine Teilfolge { ff,jlk} N der Folge {f;, }mGNa

ke
die gleichméBig konvergiert in C' (‘7) :

Dann gilt insbesondere, dass {f;;\ | }ren eine Cauchy-Folge in
L9 (V) ist. Wegen (10.7) gibt es g5 € (0,£1] derart, dass fiir
e € (0, 9] gilt
- 1
15 Bfullyor) < 5
Mit Arzela-Ascoli gibt es:
eine Teilfolge { st k} der Folge { st k} :
* ) pen ] * ) ken
die gleichméBig konvergiert in C (V) .
Dann gilt insbesondere:

{ o2 } ist eine Cauchy-Folge in L7 (V).
keN

mak
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Dieses Prozedere setzen wir fort.
Wir betrachten nun die Folge { fmk,k} e
nehmen j derart, dass fiir € € (0,¢;] gilt

1f5, = Efmll oy < 36.

und finden fiir ¢ > k, dass

”fmkk - meHLQ(Q) < HEfmkk - EmeHLq(V)

Sei 0 > 0. Wir

< || f85 — 2
—‘ My k Efmk La(V) ’ Mk me La(V)
-
+‘ it B fme La(V)
2 . .
S §6+ ‘ f;:fik,k: - f’lfljg’g Lq(V) :

Weil  {ful,. } ey €ine Cauchy-Folge in L7(V) ist, und
{ ﬁ{kk }kzj eine Teilfolge ist, kann man zeigen, dass es k; gibt
derart, dass fiir k,¢ > j gilt || fui,, — fS{MHLq(V) < 36, Weil
wir dies fiir jedes 6 > 0 zeigen konnen, folgt, dass { fmk’k} e
eine Cauchy-Folge ist in L7 (). [
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Variationsrechnung

Die direkten Methoden

11.1 Drei Hauptbestandteile

11.1.1 Koerzitiv, reflexiv und schwach unter-
halbstetig

Um die Existenz eines Minimums fiir das Funktional J im
Banachraum X zu beweisen, benutzt man oft die folgenden
drei Bestandteile:

e Koerzitivitit{]

Nehmen wir an, dass J wohldefiniert ist auf X und eine
untere Schranke hat. Damit gibt es ein Infimum von J auf
X und wenn es ein Infimum gibt, dann gibt es eine Mi-
nimalfolge. Eine Folge {uy}, .y C X heiBt Minimalfolge,
wenn

k—o00

lim J(ug) = 1}g}f( J(u).

Definition 11.1.1 Das Funktional J : X — R heifit koer-

'Koerzitivitit = coercivity, koerzitiv = coercive
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zitiv, wenn
|ul|y = 00 = J(u) = oo,

oder genauer gesagt: Fir alle N > 0 gibt es My > 0
derart, dass

lully > My => J(u) > N.

Aus der Koerzitivitét folgt, dass eine Minimalfolge gleich-
méfig beschriankt ist: Wenn

J(ug) — 1 := in)f( J(u) fir k — oo,
ue
dann gilt fiir n gentigend grof, dass J(uy) < I+ 1 und so
urllx < Mpia.

Manchmal wird Koerzitivitat des Funktionals J auch de-
finiert als:

Es gibt eine stetige Funktion p : [0,00) — R mit

lim p(t) = 00 und J (1) > p(|lul ).
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Dann ist sowohl die untere Schranke als auch das Verhal-
ten in oo bestimmt.

Die Koerzitivitat sorgt dafiir, dass eine Minimalfolge uns
nicht ,davonrennt®: |lu| < M.
Reflexiver Banachraum:

X"=X.

Dann sagt Kakutani (Theorem [5.3.13), dass jede be-
schriankte Folge eine schwach konvergente Teilfolge hat.
Wenn das Funktional aulerdem nach unten beschriankt
und koerzitiv ist, finden wir, dass eine Minimalfolge
{ug}re | beschrénkt ist in X und damit eine schwach kon-

vergente Teilfolge {ug,, },,cy hat:

Es gibt also u € X derart, dass u,, — @ in X.

Die Reflexivitdt liefert einen Kandidaten u fiir ein Mini-
mum.

Schwach Unterhalbfolgenstetigkeit:

vy = v = liminf J(vg) > J(v).
k—o0

Wenn {u},oy eine Minimalfolge in X ist, ist auch jede
Teilfolge {u,, },,cn €ine Minimalfolge und es gilt

lim J (ug,,) = ig)f( J(u).

m—00

Wegen der unteren Schranke und der Koerzitivitat von J,
und wegen der Reflexivitdat von X, gibt es eine schwach
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konvergente Minimalfolge und man findet mit der schwa-
chen Unterhalbfolgenstetigkeit, dass
lim J (ug,,) = liminf J(uy,, ) > J(u).

m—o0 m—00

Es folgt, dass
J(u) > inf J(u) = lim J(uy,,) > J(u)

ueX m—oo

und daher
J(u) = inf J (u) = min J (u) .

ueX ueX

Der Kandidat erfillt unsere Wiinsche: er liefert ein Mi-
nimum.

Weiter soll noch bemerkt werden, dass Stetigkeit nicht
ausreicht. Wir haben némlich keine konvergente Folge,
sondern blof} eine schwach konvergente Folge. Und wieso
verlangen wir nur Halbstetigkeit? Die Antwort ist, dass
man meistens halt nicht mehr erwarten kann.

Wir fassen dies zusammen im folgenden Ergebnis, das man
den Hauptsatz fiir die direkten Methoden nennen koénnte:

Theorem 11.1.2 (Existenz eines Minimums) Sei X ein refle-
ziwer Banachraum und sei das Funktional J : X — R gegeben.
Wenn J nach unten beschrdnkt, koerzitiv und schwach unter-
halbfolgenstetig ist, dann hat J ein Minimum.

Bemerkung 11.1.3 Man kann X auch ersetzen durch eine
Teilmenge A C X, wenn diese Teilmenge abgeschlossen ist
beziiglich der schwachen Topologie, das heifit, wenn aus A >
ur — u folgt, dass u € A.



11.1 Drei Hauptbestandteile

11.1.2 Anwendung auf ein Dirichlet-Problem

Damit wird oft folgendes Randwertproblem angedeutet:

—Au=f in ),
{ u=g auf 09, (11.1)

wobei () ein beschrinktes Gebiet in R™ ist und die Funktionen
f und g vorgeschrieben sind. Eine dazu passende variationelle
Formulierung ist folgende:

Finde ein Minimum fiir
Ji{u=u +ug u € WOIQ(Q)} — R,

wobei u, € WH2(Q) so ist, dass Tu, = g und

J(u) = /Q (2 IVul* — f u) dx. (11.2)

Damit dieses Funktional wohldefiniert ist, nehmen wir f €
L*(Q) und legen statt g die Funktion u, € W?(Q) fest.

Homogene Randwerte

~Homogene Randwerte” bedeutet, dass u, = 0. Das heifit, wir
suchen ein Minimum fiir J : W;*(Q) — R, definiert durch
(T1.2).

1. Koerzitiv. Die Ungleichung von Poincaré besagt, es gibt
Cp € RT so, dass

/u2dx§C'p/ \Vu|? dz.
Q Q
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Damit kann man zeigen, dass, anstelle der Standardnorm
|- [lyy1.2 (0 auch H.HW01,2(Q), definiert durch

1/2
2
lelhyge = ( [ [Fufdz)

als Norm benutzt werden darf. Anders gesagt [|.[|yy1.2q)

und ||.[[yy1.2() sind dquivalente Normen fiir Wy?(Q). Mit
Young’s ﬁngleichung findet man als néchstes

/ uf dr = / (%u) (72f) da
QO Q

Nimmt man € = %C’;l, so folgt

2 2 2
J(u) > L / IVl dz —  ulae — & 171220
2 2
> (1= 50p) sy — & 171250
2 2
>l — Cr 1 e

und Koerzitivitat.

. Reflexiver Banachraum. W, *(Q) ist sogar ein Hilbert-

raum. Man darf also annehmen, dass es eine schwach
konvergente Minimalfolge gibt.

. Schwach unterhalbfolgenstetig. Sei {u;}7", € W,?(Q)

eine schwach konvergente Folge mit u als schwachen Li-
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mes. Dann gilt

J(ug) — J(a)
:/Q%(|Vuk|2—|Vu|2) dx—/ﬂf (up — ) do
:/QV(uk—ﬂ)-Vﬂdw+/%|V(uk—ﬂ)\2dx

Q —/Qf (up — a) de

E/QV(uk—u)-Vud:B—/Qf (up — u)dx

Weil uy — @ in Wy*(Q), folgt [, V (ux — @) - Vi dz — 0
und [, f (ur — @) dz — 0. Angewendet auf die oben ge-
nannte Minimalfolge finden wir lim J(u,) > J(u). Also
n—oo
gilt
J(u)= inf J(u).
ueWy%(Q)

Damit haben wir erreicht was wir wollten: Existenz eines
Minimums.

Es sei noch bemerkt, dass im Allgemeinen die Unglei-
chung [, 3 |V (ux — @))*dz > 0 in nicht ersetzt wer-
den kann durch [, 1|V (uy —@)[>dz — 0. Das letztere
wiirde eben aussagen, dass [|uy — u||W3,2(Q) — 0 und die
Minimalfolge wiirde stark konvergieren. Ohne weitere Ar-
gumente wird so etwas nicht zutreffen.

Wir haben folgendes bewiesen:

Proposition 11.1.4 Sei 2 C R" ein beschrdnktes Gebiet und
sei f € L*(Q). Dann hat J : Wy *(Q) — R, definiert in
, ein Minimum.
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Inhomogene Randwerte

Aufgabe 11.1 Zeigen Sie: Es gibt ein Minimum auch fir den
Fall ug # 0.

Ahnliche Funktionale
Aufgabe 11.2 Sei f € L*(Q) und ¢ € R. Fir welche der

folgenden Probleme hat man die Ezistenz eines Minimums?
Braucht man dazu zusdtzliche Bedingungen fir f oder c?

: 2 2 .
1. uEI/Il/I}E(Q) Jo (IVu|” + v* = fu) dx ;

2. uel/ll/rllg(Q) Jo, (IVu|” = fu) da

. 2 2
3. uGI/Il/Ell’fz(Q) Jo (IVu|]* = cu? = fu) da .

11.1.3 Ein semilineares Dirichlet-Problem

Die einfachste Erweiterung vom Laplace-Problem zu einem
nicht-linearen Problem wére durch eine Potenz von u. Wir
betrachten fiir p > 0 mit entweder + oder —:

—Au=Huluf '+ f nQ,
u=>0 auf 011,

Wie vorher ist €2 ein beschranktes Gebiet in R™ und die Funk-
tion f ist vorgeschrieben. Wir werden versuchen herauszufin-
den, fiir welche p und welches Vorzeichen + man eine dazu
passende variationelle Formulierung finden kann.

Als Funktional kdme

J(u) = /Q <% Vul® T zﬁ luPtt — f u) dx (11.4)

(11.3)



11.1 Drei Hauptbestandteile

in Betracht.

Was braucht man, damit dieses Funktional wohldefiniert
ist? Nehmen wir an, dass f € L*(€). So brauchen wir fiir die
drei hintereinander stehenden Terme

u € WH2(Q) N LPTH(Q) N L (Q)

und wegen der Randwerte u € VVO1 (). Wegen des Sobo-
levschen Einbettungssatzes gilt Wh2(Q) c LPT (Q), wenn

> 0— ? Das lasst sich umformen zu

n+2
n—2

p< (11.5)

Wenn ([11.5] . erfiillt ist, ist das Funktional .J : W, *(Q) — R in
(]_4 also wohldefiniert. Die Zahl p = ”—fg ist die sogenann-
te kritische Wachstumsrate fiir . Fiir die Probleme, die
auftreten bei p > "*2 Verweisen wir auf eine berithmte Arbeit
von Pohozaev [13]

Schauen wir das Problem in ((11.3) mit + mal genauer an.
Eigentlich erwarten wir nur ein Problem mit der Existenz ei-
nes Minimums, wenn in das Minuszeichen auftritt. Be-

trachten wir also

J(u):/ﬂ<2|v ul® + o lu |p+1—fu>dx. (11.6)

Proposition 11.1.5 Sei (2 C R" ein beschrdnktes Gebiet und
set 0 < p < ”—fz Sei J definiert in (u) mit f € L? ().
Dann gibt es @ € Wy(Q) derart, dass

J(u)= inf J(u).

ueWy%(Q)
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Beweis. Wegen der Ungleichungen von Poincaré-Friedrichs
und von Cauchy-Schwarz gibt es eine nur von {2 abhéngen-
de Konstante ¢; > 0 derart, dass

1 2
J () 2 5 IVl = l[ull 2@ 1120

2
> e |lullwrzi) = lullwrzg) 1120

und es folgt, dass J koerzitiv ist auf W, ().

Wy? () ist ein Hilbert-Raum und Hilbert-Réume sind re-
flexiv. Eine minimierende Folge {u,,}, die beschrénkt ist we-
gen der Koerzitivitét, hat dann eine schwach konvergente Teil-
folge

{Umy }peny it Uy, — @ in Wy (Q).

Weil {t, }en beschréinkt ist in Wy (Q) und weil die Einbet-
tung W, 2 (Q) — LPT (Q) kompakt ist fiir p < 242 hat diese
Teilfolge wiederum eine in LPT! (2) konvergente Tellfolge

{umké}éeN mit Up,, — @ in P (Q).

Insbesondere gilt dies fiir p = 1, das heit u,,,, — @ in L? (Q).
Weil u,y,, in L?(Q) sowohl schwach gegen @ als auch (sogar
stark) gegen u konvergiert, folgt & = @. Schreiben wir wieder
{tm } ey fiir diese Teilfolge.

Wir haben schon gesehen, dass fiir eine minimierende Folge
{tm }imen aUS U, — @ in Wy? () folgt, dass

/|Vum|2dx2/|Vu|2dx.
Q Q
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Aus der starken Konvergenz in LP™! (Q) und in L? (Q) folgt

. 1 — 1
Jim [ S do = [ S jartd,

lim umfdx:/ﬂfda:.
Q Q

m—0o0

Dies liefert uns

inf  J(u)= lim J(uy)>J (@ > inf J(u).

ueWy % (Q) m—00 ueWy*(Q)

Also ist @ ein Minimum fiir J. n

11.2 A-priori Abschitzungen

Wenn man ein Minimum des Funktionals J : X — R in
dem Banachraum X sucht und dieses Funktional ist Gateaux-
differenzierbar, dann gilt fiir ein solches Minimum u, dass die
schwache Euler-Lagrange Gleichung erfiillt ist:

0J (u,p) =0 fiir alle p € X.

Fiir dieses ¢ konnte man # einsetzen und so lassen sich
manchmal Abschéatzungen finden fiir den Teil mit den héchs-
ten Ableitungen. Gehen wir zuriick zu . Nehme an, es
gibt ein Minimum « fiir in W,*(Q) N LPT(Q). Dann
ist die schwache Euler-Lagrange-Gleichung wie folgt: fiir alle
© € W, 2(Q) N LP(Q) gilt

/Q(Vu Veo+alaf " o—fe)dr=0 (11.7)
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Testen wir jetzt mit ¢ = u, dann folgt
/Q (IVal + [af"*" — f a) dz =0
und so findet man
Vil = [ Vil de < [ (Vi +lar) da

= [ 1 < Wl Nl
< Cpr ”f||L2(Q) Hva“L?(Q) :
Hier ist die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung
@l 1200y < Crr IVl 2
benutzt worden. Zusammenfassend:

Lemma 11.2.1 Sei ) ein beschrinktes Gebiet in R™ und sei
f e L*Q). Wenn a € Wy (Q) N LPHY(Q) mit p > 0 eine
Lésung von ist, dann gilt

IVl 120y < Crr (| fll2q) - (11.8)

Das heif3t, dass wir ohne die Existenz einer Losung betrach-
tet zu haben und ohne Einschrinkung beziiglich p, schon wis-
sen, dass ein etwaiges Minimum die Abschétzung in ({11.8])
erfiillt.

Ein #hnliches Argument zeigt uns die Eindeutigkeit auch
ohne irgendwelche Abhangigkeit von p.

Lemma 11.2.2 Sei ) ein beschrdnktes Gebiet in R™, p > 0
und sei f € L*(Q). Dann hat héchstens eine Lisung in
Wy? (Q) N LPHYQ).
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Beweis. Nehmen wir an @ und @ in W,2(Q) N LP*1(Q) sind
beide Losungen von (11.7). Dann gilt fiir alle ¢ € W, (Q):

/Q (V(a—a) - Ve+ (ala"" —ala"") ¢)de=0. (11.9)

Fir ¢ = @ — @ findet man

> [ [V(i—u)’dz>0
Q

und es folgt, dass © = u. Die Ungleichung gilt, weil s — ¢ und
(s sP —¢ \t|p_1) die gleichen Vorzeichen haben. u

Aufgabe 11.3 Sei () C R" ein beschrinktes Gebiet. Wir be-
trachten das Randwertproblem

{ —Au =sin(u) + f  in Q,

u=20 auf 082, (11.10)

1. Wie sollte man eine schwache Lésung dieses Randwert-
problems definieren?

2. Geben Sie das passende Funktional fir (11.10), um mit

den direkten Methoden eine schwache Lisung zu finden.

3. Zeigen Sie, dass die Bedingungen fiir die direkte Methode
erfullt sind.

Aufgabe 11.4 Sei Q) C R" ein beschrdnktes Gebiet. Wir be-
trachten das Randwertproblem

—Au= 4 inQ,
u=20 auf 052,
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Zeigen Sie, dass man durch die direkte Methode eine schwache
Losung finden kann.

Aufgabe 11.5 Sei () C R" ein beschrdnktes Gebiet. Wir be-
trachten das Randwertproblem

u=>0 auf OS2,

Zeigen Sie, dass fir Q@ C Bgr(0) mit R gentigend klein, man
durch die direkte Methode eine schwache Losung finden kann.

Aufgabe 11.6 Sei QQ C R" ein beschrinktes Gebiet. Wir be-
trachten das Funktional

J(u):/g<\/1+|Vu|2—fu) dx

fiir u € Wy (Q).
1. Welches Randwertproblem soll hier geldst werden?

2. Ist J nach unten beschrdnkt?

3. Ist J nach unten beschrdnkt unter Bedingungen an f und

1957

4. Zeigen Sie, dass

J.(u) = /Q (\/1 +|Vul® + ¢ |Vul? - fu) dx

fiir jedes € > 0 koerzitif ist.
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5. Seiu. € Wy2(Q) ein Minimum von J.(u). Was brauchen
Sie, damit u, fir e — 0 nach uy konvergiert? Ist ugy ein
Minimum von J?

Aufgabe 11.7 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet. Wir be-
trachten das Funktional

2 u’

1. Fir welche Dimensionen n st dieses Funktional wohl-
definiert fir alle u € Wy (Q)?

2. Zu welchem klassisch formulierten Randwertproblem wd-
re ein Minumum eine Losung?

3. Zeigen Sie, dass unabhdngig von der Dimension gilt, dass
fiir 0 #u e Wy (Q) N L3(Q) gilt

lim J(ku) = oo.

k—o0

4. Zeigen Sie, dass unabhdngig von der Dimension gilt, dass
fiir 0 #u € Wy (Q) N L3(Q) gilt

2
J(w) = 5 lulliyrzq) = cllullyzg

5. Fiir welche Dimensionen n gibt es eine Abschditzung der
Form

J(u) 2 erfullypzg) + e llull ) — e

mit c; > 07



Variationsrechnung

Das Maximumprinzip

12.1 Besonderes fiir Funktionale erster
Ordnung

Fiir Funktionale erster Ordnung verwendet man meistens
einen Sobolev-Raum mit Index 1. Fiir solche Funktionale lie-
fert die Euler-Lagrange Gleichung eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung. Elliptische Differentialgleichungen zweiter
Ordnung haben eine Positivitit erhaltende Eigenschaft. Zum
Beispiel gilt fiir
in €2,

auf 0€2,

mit 2 C R" ein beschriinktes Gebiet und f € L? () die
folgende Behauptung: Wenn f positiv ist, dann ist auch die
Losung u positiv. Genauer gesagtT}

f>20inQ = u>0in Q.

{—Au:f

L (12.1)

IMit f > 0 in Q ist gemeint, dass die Funktion nicht-negativ
und nicht identisch 0 ist. Fiir Lebesgue-messbare Funktionen heifit das
MreQf(xr) <0} =0und Az € Q; f(x) >0} >0.
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Fiir einen Beweis dieses starken Maximumprinzips verweisen
wir auf eine Vorlesung partielle Differentialgleichungen. Eine

schwache Form werden wir hier schon nidher anschauen.
Nehmen wir an, dass f > 0 und dass u < 0 auf A C €.
Wir wahlen A sogar derart, dass A eine Zusammenhangskom-
ponente von {z € Q;u (x) < 0} ist. Wenn u stetig wére, dann
gilt u = 0 auf 0A. Es ist nicht sehr klar, ob man so etwas ma-
chen kann (ist A ein Gebiet?), aber leben wir mal gefihrlich.

So hoffen wir, dass u auch
{ —Au=f inA,

auf 0A, (122)

u=20

erfiillt. Mit partieller Integration (ist der Normalenvektor auf
0A wohldefiniert?) folgt jedoch

O§/Vu-Vudx:—/uAudx:/ufd:vgo.
A A A

Das heifit |Vu| = 0 f.ii. in A und es folgt, dass u konstant ist
in A. Weil u = 0 auf 0A, folgt u = 0 in A, ein Widerspruch.
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Also wiirden wir finden, dass A = () und es wiirde folgen, dass
u > 0 auf Q. Weil u # 0 fiir f # 0 gilt, hdtte man

f20inQ = u>0in Q.

Diese Folgerungen sind ein wenig unsorgfiltig. Wir werden
es noch hieb- und stichfest machen. Dazu brauchen wir das
folgende Ergebnis:

Lemma 12.1.1 Sei Q) C R™ ein Gebiet. Dann gult
u€ W2 (Q) = |ul € WH(Q)

mit V |u| = sgn (u) Vu als schwache Ableitung. Auch gilt

uwe Wy (Q) = |ul € W2 (Q). (12.3)

Bemerkung 12.1.2 Weil V Ju| = sgn (u) Vu € W2 (Q) gilt,
folgt

el iy = el - (12.4)

Beweis. Man sicht sofort, dass |[|ull[;2(q) = [[ullj2(q)- Wenn

u € Wy (Q), dann gilt sgn (u) € L*®(Q) und Vu € L?(Q)
und es folgt sgn (u) Vu € L? (). Es ist etwas schwieriger zu
zeigen, dass ||V |ull| 12 (q) = [[Vul[ 2.

1) Wir diirfen annehmen, dass € beschriankt ist. Wenn (2
unbeschrankt ist, dann gibt es fiir jedes € > 0 eine Zahl R, €
R derart, dass fiir Qg = QN Bg (0) gilt, dass

ullyrz) =€ < lullwrzn < lullprz) -

Auflerdem gibt es x : [0,00) — [0, 1], definiert durch

(r) = 1firr <R
X 1 Ofirr>R+2
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mit [x' (r)| < 1. Es gilt

1 =X (D) u ()
< HUHWL?(Q\QR) + HUHL2(QR+2\QR) < 2e.
Weil support (yu) C Qgy diirfen wir yu € Wy (Qp4s) statt

u € Wy?(Q) betrachten. Wir nehmen also an, dass Q be-
schrankt ist.

2) Sei ¢, der Friedrichs’sche Glétter
und definiere /. : R — R™ durch

EE = P * || :
Man zeigt direkt, dass
L (s) = |s| fur |s| > ¢,
10- (s) — |s]| < 3¢ fiir alle s,
(2 (s) = sgn (s) fir [s| € {0} U [e, 00),
|0L (s) —sgn(s)| <1 fiir alle s.

Fiir u € W2 (Q) setzen wir

Up () = by (u () (12.5)

und behaupten, dass u, — |u| in W2 (Q).

3. Es folgt sofort, dass

2
lun = T2 ) =

[ (@)~ lu@)) e < 2o 10) 020

— 4n?



12.1 Besonderes ftiir Funktionale erster Ordnung

—& &

Abbildung 12.1: Glatten von der Betragsfunktion

und mit Hilfe der majorisierten Konvergenz, dass

lim |||V, —sgn (u) Vul H%Q(Q)

= lim | (€1, (u(x)) = sgn (u ())° |V (@) dz
- AJL% (€1 (u (@) = sgn (u(x)))” |Vu (2)]* dz = 0.

(12.7)

Also konvergiert {u,} -, und {Vu,} >, in L*? (). Dann ist
{u,}>2 | eine Cauchy-Folge in Wh? () und deshalb auch kon-
vergent in W12 (Q) und u,, — |u| in W2 (). Im Sinne von
schwachen Ableitungen gilt also, dass V |u| = sgn (u) Vu.

4. Wir miissen noch zeigen, dass die schwache Formulierung

der Randbedingungen erfiillt ist. Fir u, in (12.5) gilt leider
nur u, € Wh2(Q)\ W,* (). Statt diese Approximation u,
betrachten wir fiir die Behauptung in (12.3)) nun

up, () = gl/n (u(2))
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mit B
gl/n (S) = gl/n (S) — gl/n (O) .
Wir finden wie in ((12.6) und (12.7)), dass

i () = Jul

L2(Q) < [eaym (@) = lulll 2y + 11/ O)]] 20

< (%Mlm (0)) VIQl =0

und

‘val/" (u) — sgn (u) VUH

12(@)
= |||V l1m (w) = sgn () Vul| o) — 0.

Sei ¢ > 0 und nehme n; so grof}, dass fiir n > n; gilt

Hf]/n () ‘. (12.8)

1

J— < =

|U|HWL2(Q) 3

Weil u € Wy?(Q) gibt es {in},,cy C C=(Q) derart, dass

Uy — uw in WH2(Q). Weil |€1/n | < 1 gilt, folgt aus dem
Mittelwertsatz, dass

H&/m (tm) — L1jn (U)H < = ull2qy

L2(Q)
und
[V () = Vs @,
o () Vit = 81, (1) VuH
< || ) 190 = ],

* H( 1/m m) - 1/n1 (U)) Vu‘

L2(Q)
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< MV = Vull 2

o
H(l/m ) = By, () V|, (12,9

noch den letzten Term in abzuschatzen und nehmen
an, fir alle m > my gilt

Es gilt, dass |||V, — Vul||;2q) — 0, also brauchen wir nur
&12 9)

1Vt — Vaulll 20 < 3¢ (12.10)

XVeil S gi/nl (s) stetig ist, und u,, () — v (z) f.i., gilt auch,
ass

Oy (i () = ), (u (@) L. fiir m — oo,

Die Ableitung f’l Jny 18t beschrankt, und es folgt mit Hilfe der
majorisierten Konvergenz, dass

Vi
H( 1y (Um) = E1ymy (u)> VUHLQ(Q)
Dies bedeutet, dass es m; gibt derart, dass
i 81,

Wenn wir (12.8]), (12.10) und ((12.11)) verwenden, folgt fiir m

geniigend grof, dass

— 0 fiir m — oo.

€ (12.11)

1
3

Oy (tmy) = |U\‘ ey S (12.12)

Man muss nur noch bemerken, dass die Tridger von u,,, und
gl/nl (U, ) identisch sind (gl/m (0) = 0) und dass gl/nl (U, )
als Kombination unendlich differenzierbarer Funktionen in
C* (Q) liegt. Weil man dies fiir jedes € > 0 machen kann,
gilt [u| € Wy? (). n
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Korollar 12.1.3 Man definiert

_l’_

u (Ju| +u) = max (0,u),

(lu] - u) = max (0, —u),

u

N D=

Dann gilt ut,u™ >0, u=ut —u~,
weWh(Q) = uhu e WH(Q),  (12.13)
ueWy?(Q) = ut,u e W (Q) (12.14)

und fiir u € WH2(Q) folgt

HUH%VL?(Q) - ||u+||124/172(9) + ||u_H?/Vl»2(Q)' (12.15)

Bemerkung 12.1.4 Die folgende Norm ist hier gemeint:

1/2
||U||W1,2(Q) = (/Qu(ff)zdx—l-/Q|Vu (517)|2d:17> .

Beweis. Man benutze Lemma T2.1.11 m

Fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung braucht man
mindestens einen Sobolev-Raum W27 (Q) und dhnliches wie
in ((12.13) fiir W2 (Q) gilt nicht fiir W22 (Q):

ue W??(Q) % ut e W (Q).

Betrachte zum Beispiel u (z) = sin (x) auf Q = (=, 7). Dann
gilt

1, ) cos(x) firaz >0,
[ul (=) = { —cos (z) fiir x < 0.

Die Funktion |u| hat keine schwache zweite Ableitung in
L?(—m,m). Wenn v eine solche Ableitung wire, dann gilt
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v(xz) = —|sin (z)] f.d., weil starke Ableitungen auf (—m,0) U
(0, ) mit schwachen Ableitungen f.ii. iibereinstimmen. Jedoch
folgt dann fiir p € C§° (—m, m) mit ¢ (0) # 0, dass

| 0@el) - @l @) ds = ~20(0) £0.

Man kann manchmal auch Funktionen in Sobolev-Raumen
mit hoherem Index zerlegen in einen positiven und einen ne-
gativen Teil, und so, dass auch erfiillt ist, aber nicht
durch v = max (0, u) +min (0, u). Naheres dazu findet man in
[7, Section 3.1.2].

12.2 A-priori Abschitzungen und Maxi-
mumprinzip

Fiir elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist das
Maximum-Prinzip ein sehr wichtiges Instrument. Wenn die
Euler-Lagrange Gleichung zweiter Ordnung ist, bedeutet das,
dass das Funktional hochstens Terme erster Ordnung hat.
Zum Beispiel T : W, (Q) — R, definiert durch

I (u) :/ (3 IVul® — f u) dz, (12.16)
Q
fithrt uns durch die Euler-Lagrange Gleichung zum Randwert-
problem
—Au = fin Q,
{ u = 0 auf 09. (12.17)

Genauer gesagt, wenn ([12.16]) ein Minimum in @ € Wy (Q)
hat und @ sogar in C? (Q) liegt, dann erfiillt @ das Randwert-

problem in (12.17)). Fiir (12.17]) kann man zeigen, dass f > 0
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impliziert, dass auch u > 0. Das starke Maximumprinzip zeigt
sogar, dass fiir 0 # f > 0 sogar folgendes gilt: © > 0 innerhalb
von §2.

Mit Hilfe der schwachen Euler-Lagrange Gleichung kann
man auch ein Maximumprinzip beweisen fiir das Minimum

von (I216).

Lemma 12.2.1 (Maximum-prinzip fiir schwache Lésungen)
Nehme an, f € L*(Q) und f > 0. Wenn u € W,(Q) derart
ist, dass fiir alle o € W,*(Q) gilt:

0l (u, p) = /Q (Vu-Vo—f p)de=0, (12.18)

dann folgt w > 0. Wenn auflerden f > 0 gilt, dann gilt auch
u>0.

Bemerkung 12.2.2 Wie gesagt, der Grund, wieso ein solches
Maximumprinzip nur fir Funktionale J mit hichstens Ablei-
tungen erster Ordnung gilt, ist folgender:

ue W (Q) = ut e WH(Q) (12.19)

Ahnliches wie in fiir WY2(Q) hat man nicht fir
W22 (Q).

Beweis. Wegen Lemma [12.1.1] folgt aus v € Wh2(Q), dass
auch ut,u™ € WH2(Q). Man hat fiir u € W,*(Q) sogar, dass

auch ut,u™ € W,(Q) gilt. Setzt man ¢ = u~ ein in (12.18)
so findet man

OS/‘Vu_|2dm:—/Vu-Vu_dz:—/fu_deO.
0 0 0
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Abbildung 12.2: Die Funktion u als griines Seil, das am Rand fest-
gehalten wird. Diese Funktion liefert das Minimum fiir in
einer Dimension bei einer bestimmten Weihnachtskugelverteilung
f. Das Maximumprinzip sagt, dass das Modell sich so benimmt,
wie wir hoffen: f < 0 impliziert v < 0. Denn héingt man Gewichte
ans Seil, dann geht es nach unten.

Es folgt |[Vu~| = 0 und weil u= € W,?(Q), dass «~ = 0 und
so u > 0. ]

Wie wir schon gesehen haben, hat das Funktional ([12.16]
ein eindeutiges Minimum @ € W, (Q). Wir konnen mit Hilfe
dieses Maximumprinzips die Funktion @ vergleichen mit den
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Minimallésungen von
L(u) = /Q (LVaf? = f* ) do (12.20)
L(u) = /Q (2 \Vaul|® — f~ u) dz, (12.21)

wobei fT =max (0, f) und f = f*— f~.

Korollar 12.2.3 Seien w,uq,us die Minima von I, I bezie-

hungsweise I aus und 12.21). Dann gilt
U= u; — uy und uy,us > 0.

Also gilt auch —ugs < U < uy.

.
.
.
.
.
.
.
.

-
/ \/
.....

Abbildung 12.3: Links —f~ < f < f+ und rechts —us < u < uy.

Beweis. Das Funktional I ist strikt konvex auf W, (€2) und
hat also hochstens ein Minimum @ und fiir dieses Minimum
und nur fiir dieses Minimum gilt 01(@, ¢) = 0. Ahnliches gilt
auch fiir I; und I, und weil

0I(uy — U2>90) = aIl<u17 90) - 812(U27 90) =0,

folgt & = uy — ug. Wegen Lemma [12.2.1 hat man w1, us > 0. m



12.3 Anwendung auf ein semilineares Problem

Korollar 12.2.4 Sei Q2 C R™ derart, dass 2 C Br(0) und neh-
me an, f € L*(Q) mit || f|| gy < M. Wenn u € Wy (Q)
derart ist, dass erfillt ist, dann gilt

M 2
||u||L°°(Q) < %R :

Beweis. Setze v(z) := LM (R?— |z|°) und bemerke, dass
0<v< ¥R und —Av = M > |f] in Q gilt. Damit folgt
0 < (u—v)" < wt und man hat (u—v)" € W;*(Q). Dann

findet man

OS/Q|V(u—v)+|2dx:/QV(u—U)~V(u—v)+d:c
:/QVU-V(u—v)er:L‘—/QVU-V(u—v)er:v
:/Qf (u_v)+dx+/QAv (u—nv)"da
_/Q(f_M)(u—vﬁdxgo.

Wir haben partiell integriert und dabei benutzt, dass
(u—v)" = 0 auf 9Q. Wiederum folgt (u —v)" = 0 und es
gilt u < v. Ebenso zeigt man (v + v)” = 0 und es folgt, dass
u > —v. Dann gilt auch, dass

M
[ull ey < NVl oy = %32-
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12.3 Anwendung auf ein semilineares
Problem

Wir betrachten nochmals das Funktional in (11.6]), ndmlich

T = [ (§IVul + 5 o™ = fw)do. (1222

Die schwache Euler-Lagrange-Gleichung ist wie folgt: fiir alle
@ € Wy (Q) N LPTHQ) gilt

/ (Va- Ve +u lafP "t —f ) dz = 0. (12.23)
Q
Das oben genante Maximumprinzip benutzen wir fiir die fol-

gende a-priori Abschétzung:

Theorem 12.3.1 Sei f € L?(Q) und seien uy, uy die Minimal-

losungen von I, beziehungsweise Iy wie in (12.20{12.21). Fiir

jede Funktion @ € Wy*(Q), die die schwache Euler-Lagrange

Identitdt erfillt, gilt, dass

UQSESU/I.

Beweis. Aus Lemma [12.2.1] folgt us < 0 < uy. Fast wie oben
finden wir

’—u1+2 x = U—w)-V(a—u)" do
os/ﬂlv(u ) d /QV( ) V(a—w)d
— [VavV@-w)do- [ Vu V- w) i
Q Q
_/ (—alul”™" + f) (a—ul)+d:fc—/f+ (@ —w)" de
Q Q
=— [ aluP " (@ —u) dx — ~ (@ —u)tdr <0,
—— [l @ w)de— [ £ @—w)tar<o
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In der letzten Abschéitzung haben wir benutzt, dass u; > 0,
denn wenn u > u; gilt, dann folgt © > 0 und wenn u < u; gilt,
dann folgt (@ — u1)" = 0. Wir finden so, dass V (@ —uy)" =
0, also (7 — uy)" = cund weil (@ — uy)*t € W, 2(Q) gilt, findet
man sogar dass (u —u1)+ = 0. Das bedeutet @ < wu;. Auf
ahnliche Art folgt u > us. [

Bemerkung 12.3.2 Der Beweis hier fordert in keinem Schritt,
dass der nichtlineare Term wie eine Potenz aussieht, sondern
nur, dass die Ableitung g das richtige Vorzeichen hat. Das
dhnliche Ergebnis folgt also auch fir

J(u) = /Q (3 \Vul> + G(.,u) — f u) dz, (12.24)

wenn G (x,u) = [ g(z,s)ds und g € C(Q x R) derart ist,
dass folgendes gilt:

ug(x,u) >0 fir (r,u) € Q xR.

Diese letzte Bedingung sorgt dafir, dass w — G (x,u), dhnlich

wie u ' g lulP™, ein Minimum fiir u = 0 hat.

Dieses Ergebnis konnen wir wie folgt benutzen fiir (11.6)):

J(u) = /Q (% IVul® + T luPt — f u> dz, (12.25)

wenn p superkritisch ist, also fiir p > Z—iﬂ Wir nehmen zu-

siatzlich f € L>(§2). Statt (12.25) betrachten wir (12.24) mit
G(.,u) = Gy (u) fir M € RT mit

+1 :
— p+1 |u|p if Jul < M,
Gu(u) = { 1yp— 1u+— o=l _ppetlgf lu| > M.

2(p+1)
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Jetzt ist
JM(U):/(§|VU|2+GM(U)—M) de  (12.26)
Q

wohldefiniert auf W,*(Q) und sogar fiir jede M > 0 hat man
Ju € CY(Wy?(Q),R). Wegen der Bemerkung und der
vorhergehenden Theoreme finden wir, dass das Minimum wu,
fiir die folgende a-priori Abschétzung erfiillt:

1
Junt |l ooy < %RQ 11l oo o (12.27)

Hier haben wir R derart gewahlt, dass Q@ C Bg(0). Die
Abschétzung in ((12.27)) ist unabhéngig von M.

Nehmen Wir jetzt My > +-R? [/l oo () dann folgt, dass

|p+1

Gy (unr,) = 5 +1 |uns, und damit erfiillt u,;, nicht nur die
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Euler-Lagrange Gleichung fiir (12.25)), sondern auch die fiir
(12.24)). Es gilt sogar, dass

J<UM1) = JMI (uM1> = Hllfz JMI (u)
ueWy"*(Q2)

< inf  J(u) < J(upp).
ueWy % (Q)

Ubrigens hitte man auch statt G, die folgende Funktion
verwenden konnen:

Gy (u) = min (G (u), G (M)).

Obwohl die Funktion G, nicht differenzierbar ist, ist das
Funktional J,; Gateaux-differenzierbar.

Aufgabe 12.1 Wir haben fiir angenommen, dass [ €
L>(Q). Zeigen Sie, dass man auch fir f € L*(Q) ein Mini-
mum, in Wy (Q) findet fiir p > ot

Aufgabe 12.2 Wenn u € W>%(Q) gilt, dann gilt Au € L*().

1. Geben Sie ein Beispiel einer Funktion uw € W*2(Q) mat
Alul & L*(9Q).

2. Geben Sie ein Beispiel einer Funktion u € W2%(Q), die
ihr Vorzeichen wechselt, mit A|u| € L*(Q).

3. Wenn eine Funktion u € W%2(Q) zufilligerweise doch so
ist, dass A lu| € L*(Q), gilt dann auch, dass

A |U|||L2(Q) = ||Au||L2(Q)?
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Wenn man durch die Literatur stobert, findet man die fol-
gende Ungleichung von Kato:

A|u] > sign(u)Au, (12.28)

mit sign(u) das Vorzeichen von u. Wie soll man diese Unglei-
chung verstehen? Weil es hier eine Ungleichung gibt, kénnte
man vermuten, dass auch im letzten Teil der Aufgabe wohl
eine Ungleichung stehen sollte. Die Ungleichung von Kato ist
jedoch gemeint im Sinne von Distributionen fiir positive Test-
funktionen.

So wie man schwache Ableitungen definiert hat, werden
dahnlich auch die distributionellen Ableitungen definiert: Av
ist derart, dass

(Av, p) = (—1)* (v, Ap) fiir alle ¢ € C°(Q).
Eine distributionelle Ungleichung wird dann via positive

Testfunktion ¢ definiert und so wird fiir eine Funktion u, mit
u, Au integrierbar, die Ungleichung von Kato wie folgt:

(Alul,p) = (=12 (Jul. Ap) = (Jul, Ap)
:/ lu(z)| Ap(z)dr > / sign(u(z)) Au(z) p(z)dx
Q Q
= (sign(u) Au, cp) fir alle 0 < p € C°(Q).
Aufgabe 12.3 Sei Q2 C R” ein beschrinktes Gebiet und seiu €

C?*(Q) derart, dass {x € Q;u(z) = 0} die Vereinigung einiger
glatter n—1-dimensionaler C'-Mannigfaltigkeiten ist. Beweise
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i dem Fall die Ungleichung von Kato. Hinweis:
/Q sign(u(z)) Au(z) p(z)dx
= /Q+ Au(z) p(z)dr — / Au(z) p(z)dz

mit QT = {x € Qu(z) > 0} und Q™ = {z € Qu(x) < 0}.

Kapitel 12, Das Maximumprinzip



Variationsrechnung

Extrema und Sattelpunkte

13.1 Stationare Stellen

Die erste Frage, die einem beziiglich Variationsrechnung bei
einem Funktional J : X — R einfillt, ist, ob dieses Funktional
ein Minimum hat. Wenn J differenzierbar ist und es ein Mini-
mum hat in u € X, dann folgt die Euler-Lagrange-Gleichung

d0J (a,p) = 0 fir alle ¢ mit a4+ ¢ € X.

Fir J : I/V(lo’)2 (Q2) — R, definiert durch

Jr (u) = /Q (2 Vul* + G (u, ) — f (z)u (z))dz, (13.1)

mit f € L? () und G differenzierbar, wird dies wie folgt: Fiir
alle p € W5 () gilt

/Q (Vu(z) - V() + Gy (u(@), ) p(x) — f(2)p(2)) dz =0
(13.2)
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Wenn v — G (u,r) konvex ist und G (u,z) = O (u?) fiir
|u| — oo, dann hat J; ein Minimum. Wenn u — G (u, =) diffe-
renzierbar ist, dann bedeutet konvex in u, dass u — G, (u, x)
eine wachsende Funktion ist.

Lemma 13.1.1 Sei Q C R" ein Gebiet. Sei G € C' (R x Q)

konvez in u und sogar derart, dass es c¢; € R™ gibt mit
G (u,7) > cu® — co.

Wir schreiben uy € Wy'* (Q) fiir die Funktion, die mit
f € L*(Q) minimiert in W, (Q). Dann gilt folgendes:

fl > f2 = up > Ufy-
Ist G € C! (R X ﬁ) sogar strikt konvez in u, dann gilt fir die
Funktion u; € W2(Q), die das Minimum von iiber
Wh2(Q) ergibt fiir f € L*(Q), folgendes:

fi > fo = uy > uy,.
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Beweis. Man hat

0 :/ <V(Uf1 —uyp,) Veo+
Q
+ (Gu (ufl’ ) -Gy (uf27 )) ¥ — (fl - f2) 90) dx (133)
und weil man zeigen mochte, dass uyg, — uy, < 0, testen wir

mit ¢ = (uys, —us,)". Wir betrachten die drei Terme einzeln.
Es folgt erstens, dass

/ V(upy, —up) -V (ug, —up) " da
Q
= —/ IV (uy, — ufl)+‘2dx <0.
Q
Konvexitat mit Differenzierbarkeit liefert, dass die Funktion

s +— G, (s,z) wachsend ist. Dies bedeutet fiir den zweiten
Term, dass fiir alle s1,s9 € R

(Gu(s1,2) — Gy (52, 7)) (51 —52) > 0
und auch, dass
[ (G lug ) = G (u, =) do <0, (13
Q
Weil auch noch

jL%—ﬁW%—%VMSO

gilt, miissen diese drei Terme einzeln 0 sein und es folgt
(ug, —up)t = ¢ Tm Fall, dass up,,u;, € Wy (Q) gilt, folgt
c=0und (uf, —us,)" = 0. Das heifit us, > uy,. Im Fall, dass
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wir nur uy,, uy, € WH?(Q) annehmen, finden wir noch immer
(ug, —up)" = c. Um zu zeigen, dass ¢ = 0 gilt, verwenden
wir jetzt die strikte Konvexitdt von G. Wenn ¢ > 0 gilt, fin-
den wir eine strikte Ungleichung in ((13.4)) und dies gibt den
Widerspruch. [ ]

Pi mal Daumen kann man sagen, dass man bei einem Mini-
mum von lokal ein Maximumprinzip hat. Ein Minimum
bedeutet, dass J in Nidhe des Minimums konvex ist und nur
dann liefern die ersten beiden Terme in das richtige
Vorzeichen.

Auch bei einem Sattelpunkt fiir ein Funktional der Form
in (13.1)) ist die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt. Hier
kann man jedoch kein Maximumprinzip erwarten, denn fiir
einen Sattelpunkt gibt es eine nicht-konvexe Richtung und fiir
ein v € W,? () in dieser Richtung geben die ersten beiden
Terme in das falsche Vorzeichen.

Definition 13.1.2 Sei 2 C R" ein Gebiet, (W (), |-]]) ein

normierter Raum, X C W (Q) und sei F € C* (€ x R x R").
Betrachte das Funktional J : X — R, definiert durch

J(u) = / F(z,u(x), Vu(zx)) dz.
Q
Seiu € X derart, dass
0J (U, ) =0 fir alle p € W (Q) mit a+¢ € X. (13.5)

e J hat ein lokales Minimum in u, wenn es € > 0 gibt
derart, dass

J(u) > J(a) fir alleuwe X mit ||lu—al <e. (13.6)



13.2 Lokales Minimum

e J hat ein lokales Mazimum in u, wenn es € > 0 gibt
derart, dass

J(u) < J(u) firalewe X mit ||u—al <e. (13.7)

e J hat einen Sattelpunkt in @, wenn J in u kein lokales
Minimum und kein lokales Maximum hat.

Bemerkung 13.1.3 Ein Sattelpunkt in u bedeutet also, dass @
die schwache Fuler- Lagrange-Gleichung erfillt und es
fiir jedes € > 0 Funktionen . und u, in X gibt mit ||u. — a|| <
g, |lu. — @l < e und derart, dass

J(u) < J(u) < J(ae).

Bemerkung 13.1.4 Fiir Funktionen von R oder R? nach R
kann man sich sofort vorstellen, was man unter einem lo-
kalen Minimum, lokalen Maximum oder Sattelpunkt versteht.
Funktionen auf hoher dimensionalen Gebieten lassen sich mit
Bildern schon schlechter darstellen. J : Wy (Q) — R fingt
sogar in dem unendlich dimensionalen Raum VVOI’2 () an.

13.2 Lokales Minimum

Das Minimierungsproblem

min / (% Vul + L [uP - f u) dz
Q) JQ

uGWOI’Q(

haben wir ausgiebig betrachtet. Was passiert, wenn man das
Pluszeichen durch ein Minuszeichen ersetzt?

ML 7K,
0
= s
% s
54
O ““

Abbildung 13.1: Lokales Minimum, lokales Maximum und Sattel-
punkt fiir f : R?> = R. Wenn das Extremum lokal ist, findet man
meistens auch noch einen Sattelpunkt in der N&he.

Schauen wir uns das Problem mal an:
J(u) = /Q (31Vuf = S5 ™ — fu) e, (138)

Wenn p > 1 kann man, jedenfalls fiir kleine f, ein lokales
Minimum nahe bei u = 0 erwarten. Um genauer zu sein; wenn
der Term P*! superlinear und subkritisch ist, das heift

[
pE (1, Z—fg), dann finden wir mit:

e der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung

[ull 2y < cp lIVulll 2
fiir alle u € W, (R);
e der darausfolgenden Aquivalenz der Normen auf W, (Q)
-l und ||'||W01’2(Q) = V-l 20 s

e der Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung

||U||Lp+1(9) < ¢ ||u||W172(Q)

fiir alle u € W2 (Q);
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dass
1 2 - Cs p+1
7w 2§l = 555 Tl
—Cp ||f||L2(Q) ||“||ng2(g) (13.9)
2
J(u) < % ||u||w(}v2(g) +cp ||f||L2(Q) ||u||W01’2(Q) (13.10)

und damit hat man folgendes Bild fir v +— J(u), wenn
11l 12() geniigend klein ist. Grafisch ist es dargestellt in Ab-
bildung[13.2] Im hellen Bereich kénnte man ein Minimum ver-

muten.

J(u)

/\HUHWOLQ(Q)

Abbildung 13.2: Obere und untere Schranke fiir J(u).

Lemma 13.2.1 Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit n >

2 und set 1 < p < Z—J_“g Dann gibt es € > 0 derart, dass

das Funktional J, definiert in , fiir alle f € L*(Q) mit
[fll L2y < € ein lokales Minimum hat.

Beweis. Wir betrachten die Funktion g; : [0, 00) — R definiert

durch .
_1.2_ %S p
g¢ (s) 55 p+1s

+1_Cpt$.
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Aus (13.9) folgt, dass J(u) > ¢ (HUHWOI’Q(Q)) mit ¢t =
7l 2. Man zeigt mit elementaren Methoden, dass gy ein

lokales Maximum hat fiir s = sg := ?+4/1/c;. Nehmen wir
t > 0 derart, dass

cpt sy < gol(so)-

Also dann gilt g;(sg) > 0 und s — ¢ (s) hat ein positives
Maximum in irgendeinem s; > 0.

Weil J (0) = 0 gilt, bedeutet dies, dass fiir || f||;2(q) < *Z(I’D(S;’g
das Funktional J ein nicht-positives Infimum hat auf

By (0) i= {u € Wo? () Jullyyoq) < 50} -

Dann gibt es eine minimierende Folge {up}, .y in B, (0)
und wegen des Theorems von Kakutani hat diese Folge eine
schwach konvergente Teilfolge:

Uy, — T in W, (Q).

Die schwache Unterhalbfolgenstetigkeit von u + ||\Vu|||iz(ﬂ)
liefert, dass

. 2 ~ 1112
55 > n%l_{%o H|V“mk|||L2(Q) 2 H|VU|”L2(Q)'

Weil die Einbettungen Wy? () € W2 (Q) — LP*! (Q) kom-
pakt sind fiir p € [1,242), gibt es eine in LP*! () N L*(Q)

' n—2
konvergente Teilfolge {umké} . Und wenn man nochmals
LeN

die schwache Unterhalbfolgenstetigkeit von u + HUH%V(},Q(Q)
verwendet, folgt

i (on,) 20

Weil das Infimum nicht positiv ist, folgt auch J (@) <0. =



13.3 Sattelpunktlosungen

Abbildung 13.3: Beispiel [13.3.1] zeigt neben einem lokalen Mini-
mum auch einen Sattelpunkt: Wenn man Wasser einfiillen wiirde,
wiirde es da tberlaufen.

13.3 Sattelpunktlosungen

Fiir mit f geniigend klein haben wir soeben ein lokales
Minimum gefunden. Wie wir in Abbildung schon ange-
deutet haben, findet man in der Nahe oft einen zweiten sta-
tiondren Punkt und der ist meistens kein Extremum, sondern
ein Sattelpunkt.

Beispiel 13.3.1 Das Funktional f : R> — R, definiert durch
f (2, y) = a®+y> — 225, hat zwei stationdre Stellen: (0,0) und
(1,0). Die erste ist ein lokales Minimum und die zweite ein

Sattelpunkt.

Um ein Ergebnis in dieser Richtung fiir unendlich dimen-
sionale Banachrdume mathematisch korrekt zu formulieren,
werden wir erst die sogenannte Palais-Smale Bedingung for-
mulieren.

Definition 13.3.2 Sei X ein Banachraum und J € C' (X;R).
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Fine Folge {u;} C X heifit eine Palais-Smale-Folge fiir J,
wenn

1. es M € R gibt so, dass |J(u)| < M fir alle k € N, und
2. |0J (ug; )|, — 0 fiir k — oo.

Bedingung 13.3.3 Man sagt das Funktional J € C'(X;R)
erfillt die Palais-Smale-Bedingung, wenn jede Palais-
Smale-Folge fiir J eine stark konvergente Teilfolge hat.

Die Palais-Smale Bedingung sorgt dafiir, dass man bei Fol-
gen, bei denen das Funktional gleichméfig beschrénkt ist und
bei denen die Ableitung nach 0 geht, einen Limes finden kann.
Das ist eigentlich genau das, was die drei in Kapitel
genannten Hauptbestandteile liefern. Damit sieht man auch,
dass es nicht der einfachste Schritt im Beweis sein wird, zu
zeigen, dass diese Bedingung erfiillt ist.

Theorem 13.3.4 (Mountain-Pass Theorem von Ambrosetti-
Rabinowitz [2]) Sei X ein Banachraum und nehme an J €
CY (X;R) erfillt die Palais-Smale-Bedingung. Weiter sollen
gelten:

1. J(0) =0;
2. es gibt p > 0 und o > 0 so, dass J(u) > a fir ||ul|y = p;
3. es gibt uy € X mit ||ur|ly > p und J(u1) < av.
Definieren wir
Fr={®eC(0,1];X); ®0)=0 und ®(1) =uy}. (13.11)
Dann gibt es t € X derartig, dass 0J(u;-) =0 und
J(4) = inf sup J(®(t)) > .

PEL 4e(0,1)
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Bemerkung 13.3.5 Die erste und zweite Bedingung zeigen,
dass u — J (u) bei w = 0 eine Delle hat. Selbstverstindlich
findet man ein dhnliches Ergebnis, wenn die Delle um uq sitzt,
mit J (ug) = h und J(u) > o+ h fir [[u — wl|x = p.

Den Beweis werden wir hier nicht geben. Man findet ihn
zum Beispiel im Buch von Struwe [14].

Abbildung 13.4: Vorstellung bei einem lokalen Minimum mit einem
“Mountain-Pass”.

Die Palais-Smale-Bedingung bedeutet, dass bei einer Fol-
ge von Funktionen, bei denen das Funktional J lokal immer
nHacher* wird, die Funktionen nicht nach co abhauen koénnen.
Die Darstellung eines Funktionals, bei dem diese Bedingung

nicht erfiillt ist, findet man in Abbildung
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Abbildung 13.5: In R? fiihrt nicht iiber jeden Bergriicken ein Pass.
Eine nach Palais-Smale genannte Bedingung lasst Félle, wie in
diesem Bild dargestellt, nicht zu.

13.4 Numerische Approximierungen

13.4.1 Konstruktive Approximationen beim Mi-
nimum

Wenn f € C* (R™; R) als einzigen stationéiren Punkt ein Mini-
mum hat, konnen wir wie folgt vorgehen, um dieses Minimum
zu finden:

1. Nehme eine Stelle 2y, am liebsten in der Ndhe des Mini-
muins.

2. Wenn Vf(zg) = 0 gilt, ist zo das Minimum. Wenn
Vf(xy) # 0, dann wird f (z) kleiner, wenn man in die
Richtung —V f (x¢) geht. Das heifit, wenn man das An-
fangswertproblem fiir das System gewohnlicher Differen-
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tialgleichungen betrachtet
1) — -

z (0) = xo,
dann wird z (t) fiir t — oo zu einer Stelle x, = ltlim x (t),
—00

fithren mit Vf (2,) = 0 und diese Stelle wird das Mini-
mum sein.

Numerisch kann man die Schritte beziiglich ¢ wie folgt dis-
kretisieren:

x(t+e)—z(t)

= —Vi(z ().

Fir 0 < ¢ gentigend klein und z,, := z (ne) fithrt dies zum
folgenden Rezept:

Algorithmus 1 fiir ein Minimum von f. Wahle € >0 ge-
niigend klein.

1. Nehme eine Stelle x5, am liebsten in der N&he
des Minimums.

2. Berechne iterativ z,.3 =, —eVf (z,) fir n € N.

Das Minimum wird approximiert durch z, fir n
geniigend gross.

Abbildung [13.6] stellt einen solchen Vorgang dar.

Man kann das gleiche Rezept anwenden, um ein lokales Mi-
nimum zu finden, wenn man geniigend nahe am Minimum
anfiangt.

145

Abbildung 13.6: Numerische Approximation eines Minimums;
rechts die Niveaumengen.

Fiir J € ! (V[/’(lo’)2 (02) ;]R) kann man &hnlich vorgehen. Sei
G € C'(R;R) und definiere J : T/V(lo’)2 () — R durch
J (u) = / (1 Val? + G (u)) d.
0
Dann findet man
0J (u; ) = / (Vu-Ve+ G, (u) ) de.
Q

Weil W2 (Q) und W, (Q) Hilbertriume sind, kann man
!/

oJ (u;-) € (W(lo’)z (Q)) auch auffassen als Element von

W2 (Q). Das heit, es gibt w, € W(lo’f (Q) derart, dass

0)
0J (u; ) = (wy, @) -
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Fiir I/V(lo’)2 (©2) hat man

(w, p) = /Q (Vw - Vo + wy) dz.

Fiir W, * (Q) kann man iibrigens auch (w, @) := Jo Vw-Vdx
benutzen.
Man approximiert nun wie folgt:

1. Man nehme eine geschickte Anfangsfunktion wuy, €
Wy ().
2. Man berechnet iterativ u, 1 := u,, — cw,, fiir n € N,
Fiir Schritt 2 miissen wir also die folgende lineare Euler-
Lagrange Gleichung in w losen:

/Q(VUJ‘VSO‘FWP)dx:/gz(Vu'Vw—l—Gu(u)go)dx.

(13.13)
Wir finden durch partielle Integration formell, dass
o fiir W12 (Q):
—Aw+w=—-Au+G,(u) in{,
{ g—;‘: =0 auf 011, (13.14)
e und fiir Wy* (Q):
—Aw+w=—-Au+ G, (u) in
{ w=20 auf 051, (13.15)

Ubrigens werden die Losungen dieser linearen Randwert-
probleme numerisch approximiert durch zum Beispiel die
Finite-Elemente-Methode. Diese Methode basiert auf einer
Diskretisierung von ([13.13) und benutzt nicht die starke For-
mulierung in ((13.14)) oder (13.15)).
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13.4.2 Konstruktive Approximationen beim Sat-
telpunkt

Man verwendet die Idee, die auch hinter dem Theorem von
Ambrosetti-Rabinowitz steckt. Das heifft, man berechnet ers-
tens das lokale Minimum 2,,;, und sucht eine Sphére B, (i)
derart, dass f(x) > f(@min) + o fir alle © € 0B, (Tmin).
Als Néchstes sucht man eine Funktion st € B, (Tmin) mit
f (Ttest) < f (zmin) + a. Statt Punkte benutzt man diesmal
Kurven. Man fangt an mit dem Polygonzug [Zmin, Ttest] 0der
genauer gesagt:

ko (s) = (1 — 8) Tpin + STiest fiir s € [0, 1],

und lésst jeden Punkt auf dieser Kurve sich dndern durch die

Differentialgleichung in ((13.12)), das heifit

{ Dk (t,s)=—-V[(k(ts) teR",

k(t,s) = ko(s). (13.16)

Berechnet man fiir jedes t € R anschliefiend die Stelle auf
s> k(t,8), WO [, nmmepy 11T Maximum annimmt, sagen
wir in s (¢), dann sollte man den Sattelpunkt wie folgt finden
kénnen:

Tsattel — tll)rgj k (t7 S (t)) :

Eine ganze Kurve numerisch zu modifizieren, wie
vorschreibt, ist sehr aufwendig. Es reicht, wenn man so etwas
nur macht an der Stelle auf der Kurve, wo f maximal ist. Statt
mit Kurven kann man sogar mit Polygonziigen arbeiten.

Algorithmus 2 fiir einen Sattelpunkt von f. Sei T
ein lokales Minimum.
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1. Finde Tyt mit [ (Tgest) < f (Tmin) und fixiere den
Polygonzug Py = [Tmin, Ttest) -

2. Sei P, = [wmin = TG, XY, T, T = xtest] ein Po-
lygonzug. Berechne y" € P, derart, dass

f(y") = max{f (z);x € P},

setze p" =y" — eV [ (y") und definiere P, ; durch

n n Ve3 n n
[xo,...,xm,p ,me,...,ka]

wenn Y, € (x%, xﬁzﬂ) ,
Pn+1 =

n n 1 n n
[xo,...,xm_l,p ,xm+1,...,xk+l]
wenn vy, = I,,.

Fir n geniigend gross, sollte y" einen Sattel-
punkt approximieren.

Eine Skizze einer solchen Approximation eines Sattelpunk-
tes findet man in Abbildung [I3.7] Der Punkt y" ist jeweils
in rot dargestellt und der Punkt p™ in griin. Ein blauer Pfeil
markiert die Richtung der Verschiebung y™ nach p™.

Bemerkung 13.4.1 Wenn y" € (m%,x% +1) gilt, dann folgt,
weil f, eingeschrinkt auf [Jc%, xn +1}, m y™ ein Maximum hat
und weil f differenzierbar ist, dass

VW) (2 —an) =0.
Anders gesagt, fir die neue Stelle p" = y™ — eV f (y™) gilt

(" —y") L (a0 —27,) -
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9) 10)

Abbildung 13.7: Darstellung einer Funktion mit Minimum und Sat-
telpunkt; oben rechts die Niveaumengen; unten eine Approxima-
tion des Sattelpunktes durch Algorithmus 2.
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13.5 Subkritisch und superlinear

Die Anwendung von Theorem [13.3.4] auf

() = / (2 V(@) - Gz, u(x))) de. (13.17)
Q
sieht dann wie folgt aus:

Theorem 13.5.1 Sei ) ein beschrinktes Gebiet in R™ und
G(z,u) = [ g(z,s)ds mit g € C (2 x R). Nehme an, die
folgenden Bedingungen sind erfiillt:

1. limsupu~tg(z,u) <0 gleichmdfig in x € Q;

u—0

2. es gibt C € R und p < Z—J_“g so, dass |g(z,u)] <

C (1 + |ul?) fiir alle (x,u) € Q x R;

3. es gibt ¢ > 2 und R € R so, dass 0 < qG(z,u) < ug(w,u)
fir alle (z,u) € Q x R mit |u| > R.

Dann hat einen “Mountain-Pass” i € W,2(Q), das
heipt: fiir alle p € W, *(Q) gilt

/Q (Va(z) - Ve(z) — glx i) p(x)) dx = 0

und
J(a) = inf sup J(P(t)) >0

€L 4e(0,1]

fiir eine geschickt gewdhlte Kurvenmenge I (eigentlich wdhlt

man uy) wie in (13.11).
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Bemerkung 13.5.2 Die drei Bedingungen lassen sich wie folgt
beschreiben:

1. Die erste Bedingung sorgt dafir, dass der quadratische
Term in der Ndhe von 0 bestimmend ist und fiir eine
Delle sorgt.

2. Die zweite Bedingung sorgt dafir, dass die Wachstums-
rate von der Nichtlinearitat subkritisch ist.

3. Die dritte Bedingung sorgt dafiir, dass die Nichtlinearitdt
starker als quadratisch wdchst fir grofie u und bedeutet,
dass die Nichtlinearitdt im dazu gehérenden Randwert-
problem superlinear ist.

Aufgabe 13.1 Zeigen Sie, dass unter den Bedingungen in
Theorem (13.5.1] die 0-Funktion ein lokales Minimum fir

liefert.

Aufgabe 13.2 Beweisen Sie dieses Theorem.

Aufgabe 13.3 Sei (2 C R™ ein beschrinktes Gebiet in R™ und

2<p<

n—2
Betrachte

J(u):/Q<%|Vu|2—lﬁ]u\p+l—fu) dr,  (13.18)

wenn || f|l () gendigend klein ist. Zeigen Sie, dass die Euler-

Lagrange Gleichung fir J : Wy (Q) — R aus zwei
Losungen hat fiir solche f.



Variationsrechnung

Regularitét

14.1 Einleitung

Beweise von Regularitétssidtzen sind meistens sehr aufwendig.
Wir mdéchten uns gerne beschrianken auf das Funktional J :
W,%(Q) — R, definiert durch

J(u) = / (L |Vaf? — f ) dr. (14.1)
Q

Die volle Regularitét ldsst sich aber nur beweisen, wenn wir

die Sache etwas allgemeiner angehen. Wir werden uns aber be-

schrianken auf Funktionale, bei denen das Randwertproblem

aus der Euler-Lagrange Gleichung linear und gleichméfig el-

liptisch von zweiter Ordnung ist. Wir geben schon mal, noch
ohne Beweis, das Ergebnis fur (14.1)).

Theorem 14.1.1 Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit
90 € C**2 und k € N. Sei i € W, *(Q) das Minimum fiir J
in bei f € L*(Q2). Dann gilt folgendes:

o Wenn f e WF2(Q), dann folgt 1 € WH22(Q).
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o Es gibt c(Q, k) € RY derart, dass fiir alle f € WF2(Q):

litllyprsazay < ¢ (R [ Fllyray -

An der Formulierung sieht man schon, dass der Rand ei-
ne wichtige Rolle spielt. Der Beweis dieses Theorems enthélt
mehrere Teilbeweise. Das Verhalten im Innern des Gebietes
und das Verhalten am Rande wird getrennt betrachtet. Im
Innern wird verfahren wie auf R". Der Rand wird mit einer
Zerlegung der Eins in mehrere Stiicke verteilt, jedes Stiick
wird flachgebiigelt wie in Kapitel [§, und anschliefend wird
Regularitdt auf dem Halbraum bewiesen. Dieses Biigeln hat
aber zur Folge, dass der zugrundeliegende elliptische Differen-
tialoperator sich dndert.

Der transformierte Differentialoperator bleibt zwar ellip-
tisch, aber das zugehotrige Funktional wird durch die Trans-
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formation x — y(x) und u(z) = w(y(z)):

y; Oy; \ Ow ow  ~ 0y
1 j A
/ (2 Z (Z oxy, 8azk> y; Oy; fw) ‘det (&Bj)

Abbildung 14.1: Transformation zur Halbkugel

Bei einer C' (Q)-Transformation gilt w € W32 (Q) genau
dann, wenn u € W, () erfiillt ist.

Weil man sich also notwendigerweise mit allgemeineren el-
liptischen Operatoren beschéftigen muss, werden wir kurz da-
zu Stellung nehmen.

Statt die schwache Form der Euler-Lagrange-Gleichung fiir

(14.1) werden wir die folgende Gleichung betrachten fiir alle
p € Wp(92):

/(aij aiuajSO—i-bjuajSO_Ci aiUSO_dUQO)dI
Q

:/fgodx. (14.3)
Q
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Wir verwenden die Summenkonvention aus der Physik:
a’ du 0 = Z a” dyu 0 usw.
ij=1
Wenn die Funktion » in (14.3) sogar in W22 (Q) N W,*(Q)
liegt, dann folgt

0; (aijﬁiu) —0; (b7u) —c Ou—du=fin Q.

Schaut man diese Gleichung an, dann sieht man, dass wir
einige Annahmen beziiglich der Koeffizienten brauchen. Die-
se Konditionen fassen wir zusammen in der folgenden Bedin-
gung, wobei wir k£ spéiter bestimmen werden.

Bedingung 14.1.2 Sei {2 C R™ ein beschrinktes offenes Ge-
biet. Fir gegebenes k € N sei folgendes erfillt:

1. Der Rand ist geniigend glatt: 0Q € C*+2,

2. Die Koeffizienten sind geniigend reguldr: a’ e
CH2(Q) und ¢V, d € C*1(Q).

3. Der Differentialoperator ist gleichmdf$ig elliptisch: es gibt
A > 0 derart, dass

Z aijfifj >\ \§|2 fiir alle ¢ € R™ und x € Q. (14.4)

ij=1

Mit diesen Bedingungen folgt noch nicht die Existenz oder
die Eindeutigkeit einer Losung. Wir brauchen noch eine Be-
dingung an d, denn wie bei einem variationellen Funktional
braucht man Koerzivitit, wenn u = ¢, und dazu braucht —d
eine untere Schranke:
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Lemma 14.1.3 Nehme an, a¥, b und ¢/ sind derart, dass Be-

dingung erfillt ist fir k = 0 und f € L*(Q2). Dann
existiert pu € R derart, dass fur jedes d mit

—d(z) > p gilt fir alle v € Q, (14.5)

es genau eine Funktion u € Wy*(Q) gibt, die erfillt.
Auferdem gibt es dann ein C = C(\, a;;,¥, ¢;, d, Q) so, dass

||U||W0172(9) <C ||f||L2(Q)'
Beweis. Eine Ungleichung von Poincaré (Theorem [7.3.5)) sagt,
dass wir ||~||W01,2(Q) als Norm nehmen koénnen. Zur Erinnne-
rung:

||U||Wg»2(9) = [[Vull 2 -
Weiter benutzen wir das Theorem von Lax-Milgram (Theorem
7.5.2) und setzen dazu als Bilinearform:

B (u,v) :/ (a” O Oju+V u djv — ¢’ du v —d uv)dz.
Q
Aus Bedingung [14.1.2]2 folgt die Beschranktheit:
| B (u, )| < M [Jullyr2(0) [V][w12(0)
< MO ullysay 0]y -
Aus Bedingung [14.1.2/1 folgt
i 2
/Qaj Ou Oju dx > X [|Vul[12q) -
Weiter hat man fiir beliebiges € > 0, dass
/ (V) u Oju— " Quu)de
Q
> —||[o] + |C||IL°0(Q) ||U||L2(Q) ||Vu||L2(Q)
_ 2 2
> — L1161+ el ey (7 NlFagy + 2 IVl )
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Wir nehmen
-1
e = [I[o] + el oo ) A

und mit dyax = Sup,cq d(x) finden wir:

B(u,u) >

2 2 - 2
NIVl + (s = S0+ [l iy A7) el
(14.6)

Dann ist B(u,u) koerzitiv, wenn der zweite Koeffizient in
(14.6) nicht negativ ist. Wahlen wir

2 _
=5 o]+ lelll ooy A" (14.7)

dann ist B(u, u) fiir —dpax > p koerzitiv.

Fir f € L*(Q) gilt v — [, fvdx € (WOI’Z(Q))/ und es folgt
aus Lax-Milgram, dass es genau eine Funktion u € W,*(Q)
gibt, die die Gleichung

B(u,v) = / f v da fiir alle v € Wy (Q) (14.8)
0

erfiillt. Weil (14.8) nichts anderes als ([14.3)) ist, ist hiermit
Existenz und Eindeutigkeit bewiesen.

Aus (T46), (T4:3) mit p als in (T47) und

‘/qudx

folgt die Abschétzung [[Vul 2y < % 11l 22q)-

< HfHL2(Q) HUHL2(Q) <Cp HfHL2(Q) ”V”HB(Q)
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14.2 Regularitit im Innern

Die Ergebnisse werden wir nur fiir p = 2 beweisen. Ahnliche
Ergebnisse sind jedoch auch giiltig fiir p € (1, 00).

Theorem 14.2.1 (Regularitét im Innern) Sei f € L*() und
nehme an, Bedingung 2 und 3 sind erfillt fir k = 0.
Seiu € WY(Q) eine Funktion, die (14.3) erfillt, und sei
ein Teilgebiet von 0 mit Qy C Q. Dann gilt:

1. ue W»(Qy);
2. es gibt C' = C(,Qy) derart, dass

lllyes,y < C (IFlla + lully) - (149)

Bemerkung 14.2.2 Die Annahmen v € W,(Q) braucht man
nicht fir die innere Reqularitit. Wenn aber u € WOI’Q(Q) gilt

und Lemma zutrifft, dann findet man statt sogar

Bevor wir dieses Theorem beweisen konnen, brauchen wir
eine passende Approximation der Ableitung. Dafiir benutzen

o u(z + hey) — u(z)

D} (u)() = L

(14.11)

und

D"(u)(x) = (Dy(u)(z),..., Dy(u)(z)) .
Wenn u € W*? (R"), dann gilt auch D!(u) € W¥P (R"). Die-
ser Differenzoperator hat dhnliche Eigenschaften wie der Dif-
ferentialoperator:
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e Er ist linear:
Dl (ciu + cpv) (2) = e D (u) (z) + oDl v) () .
e [s gibt eine Produktregel:
Dl uv) (x) =DMu) (z) v (x + heg) +u (z) D) (v) (2)
=D} (u) (z)v () +u (v + hey) D (v) (z).
Wenn u € W*» (Q), Q, C Q gilt und dy wie folgt ist:
do = inf{|z —y|;z € Q4,y & 2} >0, (14.12)
dann gilt fiir 0 < |h| < dy, dass D u) € WEP ().

Proposition 14.2.3 Sei Q@ C R" ein beschrinktes Gebiet, sei
Q, CQundue L*(Q).

1. Wenn auflerdem u € W12 (Q), dann gilt fir h € R\ {0}

D" (W] 12y < IVl L2y - (14.13)
2. Wenn es C € R und ¢ > 0 gibt derart, dass

D" ()| 2,y < C fiir alle b € R\ {0} mit [h] < e,
dann gilt w € W2 (Q) und

||VUHL2(QS) <C.

Beweis. 1. Sei u € C* (Q) Man findet
u(x + hey) — u(x)

D) () = HEH R
fol Su(x + htey) dt L Ou
h 0 63:@ ( E)
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und es folgt mit Cauchy-Schwarz, dass

' Ou

1 1/2 1 2 1/2
ou
< 1dt —(z + ht dt
N (/0 ) </o Oz (@ e) )
1/2
1 au 2
= (/0 o (x + htey) dt) .
Also gilt
h 2 Y Ou 2
| D} (u)(z)|” do < — (x + htey)| dtdx
Qs Qs Jo dzy
1 au 2
/o /QS—hteg 0wy (y) Y
! ou 2 ou 2
< —_— dydt = —_— dy.
< /0 /Q e (y)| dy /Q i ()| dy

2. Wegen HDh(u)“L?(QS) < C folgt, dass es ein Folge hy | 0

gibt derart, dass D?’“ (u) schwach konvergent ist. Sagen wir
D?’“(u) — vy € L*(Q,). Wir werden zeigen, dass die v, auf €,
die schwachen Ableitungen von u sind.

Funktionen ¢ € C2 () konnen wir auBerhalb von €
durch 0 fortsetzen. Wir diirfen also annehmen, dass ¢ €
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C2 (R™). Dann folgt fiir |h| < dy, dass

/Q DI ) ()p ()

(f ooty [ sioretoyac)

1
h
= % </Qs+he£ u(z)p (x — hey) do — /Q u(z)p (z) dx)
= —/Qu (z) D" () (x)dx, (14.14)

und dass

[ wtore @de = fim [ D)o () do =
= — klggo Qu (z) D; ™ (p) () dx = — /Qu(x)g—;i (x) dz.

Das heifit, dass v, € L? (Q,) die schwache Ableitung von u in
der x,-Richtung ist, und dass u € W2 (€2,). Weiter folgt

2
lim / Dl ()| dy
k—o0 Qs
i [ (22 ) - D) +
= lim 0. Oy Yy o (u)(T
(9u hi (9u 2
2 (y) Dy* (u)(x) — a—w(y) >dy
aU, h 8u 2
> — k _ =
im2 [ S ) D)@y [ |52 )] dy
ou 2
i L
/QS oz, | Y
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und die letzte Aussage. |

Beweis von Theorem [14.2.1. 1. Statt (14.8]) betrachten wir
/aij Oiu Ojv dx = / fode (14.15)
0 Q
mit ~ ' ‘
f=F+0;(Vu) + du+du. (14.16)

Dazu haben wir partiell integriert:

/—bj u Ojv.dr = / 0; (b7u) v dx
Q Q

fiir u € WH2(Q) und v € W, *(Q). Unter anderem aus u €
W2(Q) und b € C(Q) folgt f € L2().

2. Wir haben angenommen , C Q. Weil Q beschrinkt ist
folgt dy > 0. Definiere ¢ € C*°(R") so, dass

0<((x) <1 firzeR"
((z)y=1 firx €y,
C(z)=0  wenn d(z,€Q) > 1do.

Fiir spéter definieren wir noch

Qe = {2 € Qyd(z, Q) < 2do} .

3. Sei D'(u) wie in (14.11)). Der ‘grofie Trick’ ist es in ([14.15))
die folgende Funktion einzusetzen:

v=D;" (D} (w).

Wenn u € W, *() gilt, dann folgt nicht, dass Dfu € Wy (Q).
Wenn man ¢? hereinschiebt, dann folgt aber schon fiir |h| <
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Abbildung 14.2: Qs C Qg C

1dy, dass (*Dpu € W'*(Q) und auch D," ((*D})u €
W12(Q). Der Triger dieser beiden Funktionen liegt in €.
Also gilt auch v € Wy (). Wir werden die Gleichung

/ 0 0 9, (D" (D) u) do = / 7 (D7 (DM u) do
Q Q
(14.17)

ausschreiben und fiir 0 < |h| < 1dy die einzelnen Terme ab-
schétzen.

4. Die linke Seite von (|14.17)) wird wie folgt abgeschétzt.
Wenn wir wie in ({14.14)) vorgehen, finden wir

/Qaij (z) du(z) 9; (D" (¢*°DY)u) (z) da

_ /Q (D! (¥ Bu) (x)) 8, (C2DM) (x) do. (14.18)
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Als Nachstes schreiben wir

14.18) = / a” (- + hey) (8;Dju) ¢ (9;Dpu) de (14.19)
Q

g*

+ /Q a (- + hey) (D)) 2(9;¢) ¢ (Dju) dz (14.20)
+/Q (Dpa”) (0iu) ¢ (Dyoju) da (14.21)

+ /Q (Dpa”) (0iu) 2 (9;¢) ¢ (Dju) da. (14.22)

Fiir den ersten dieser vier Terme verwenden wir die gleich-

méBige Elliptizitit (14.4):
/ a’ (z + heg) 9; (Dju) (z) ¢* (x)8; (D) (z) dz
o
> )\/ ¢ (z) |V (D) (2)|" de. (14.23)

Fiir die restlichen Terme folgt mit Hilfe von Cauchy-Schwarz,
2st < 52 + 7 't? und Proposition [14.2.3] dass

1/2
(T4.20) <(J<a(/ ¢ (z) |V (D) x)|2dx) x

(/ﬂwwmmﬁm

< e ||cDEVulL g, + = C2, Dbl
<5H<’D£quL2 +e—1cga||vu||L2 . (14.24)
ghnlich
14.21 <g|{§D§quL2 e 'CEIVullia,.,» (14.25)
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und auch
[[422) < Cc || Dbul 2.
5. Fiir die rechte Seite in (14.17)) finden wir, fiir jedes € > 0

(14.26)

/f "(¢*Dy)u) dw
/‘f‘ d:”*g/ 7 (C2DE) u)® de. (14.27)
Dabei gilt
/Q il o <

C</Q]f| dx+/g|u| dx+/Q]Vu] daz> (14.28)

und mit Proposition [I4.2.3] dass

[ @@y’ ar= [ (0 (@D o

g*

< /QS* v (¢*Dy) u}z dx

< 2/ ¢ V¢ | Dyl dm—|—2/ ¢ |VDh|” de.
(14.29)

s

Kombiniert man (14.27)), und (14.29), folgt
/f " (¢2DP) u) dx<35/ ¢ |VD}u|* do +

e </ T dx+/]u| dx+/|Vu| dx). (14.30)
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6. Wéhlen wir jetzt ¢ geniigend klein, dann folgt aus
(14.23)14.24114.25|14.26)) und ([14.30]), dass

%A/Q | DIVl de < %)\/ﬂ ¢ DVl dx <

s*

< C. (/ |f\2da:+/ |u|2da:+/ |Vu|2dx). (14.31)

Mit Proposition [14.2.3| folgt, dass Vu € W2 (Q,) und

2 ~
IVelina, < 3C- (/uwm+/Whmﬁ/WMdQ.

Weil u, |[Vu| € Wh2(Q,) gilt, folgt u € W?%(Q,). Die Ab-

schitzung wird

lullwzo, < C (If g + lullwragy) - (1432)

7. Wie in Lemma [I1.2.1] kann man noch einen Schritt wei-
tergehen, wenn man in ((14.15) v = u einsetzt

)\||Vu||ig(m < / a’ du dyu dx = / fude
Q 0
< / (f+0; (Vu) +¢ du+du)ude
Q
<e HVUH2L2(Q) + Ce | fl 2y + Cllull 2y -
Fiir € > 0 und geniigend klein folgt
[ullwrz@) < IVull 2 + lull 12
< C (I ey + Nl o) - (14.33)
Kombiniert man schlussendlich ((14.32)) und ((14.33)) folgt das

Ergebnis im Theorem. [ ]
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Theorem 14.2.4 (Hohere Regularitit im Innern) Nehme
an, k € NT, f € Wk2(Q) und, dass Bedmgung erfillt
ist. Sei u € Wy?(Q) eine Lisung von Sez Qg ein
Teilgebiet von Q mit Q, C Q. Dann gilt:

1. u e WH22(Q,);

2. es gibt C = C(Q,Qs, k) derart, dass

lullyssssay < € (1 hwrsay + Nl o) -

Beweis. Im vorletzten Theorem ist das Resultat fir £k = 0
bewiesen. Sei (2.« ein Gebiet zwischen 2 und €),:

O, C Qg und Q- C Q.
Wir werden u € W*12(Q,.) annehmen und zeigen, dass u €
Wk+2’2(QS).
Dazu nehmen wir v € C*°(2) und setzen ¢ = (—1)1* 92

fiir irgendeinen Multiindex « mit || = k. Eine partielle Inte-
gration liefert fiir 4 = 0% € Wy (Q)

/ a”’ d;u dyv dx (14.34)
Q
1)l / du 0% (a¥0,v) du
Q
- / <aij dyu D0+ (=) u 3 (g) (927Pa') (851})) dx
Q Bsa

= / a’ o, (Ogu) Ojv dox = (—
Q
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- /Q (aij Fo+(E=D)ou Yy (%) (92-al) (35,0)> A

Bza

:/Q<(a; (am f’>+(_1)|a—ﬂlx

ol (@u > () (8;3‘_%”)) >vdaz. (14.35)

Bza
Hier bedeutet § < «, dass f < a und 8 # a. Weil C°(9)
dicht in W, *(Q) liegt, kénnen wir in (14.34114.35) v € C°(Q)
ersetzen durch v € W, ?(Q). Weil
Jo (o £) + (<1702 (0, (3) (02%a))|
< C (ullwrrnazoy + 1 lwra)

folgt aus Theorem [14.2.1], dass @ € W??(€). Und weil man
jeden Multiindex o mit |a| = k zuliisst, folgt u € W*+22(Q,)
und sogar

L2(Q)

lullyeesay < C (Nullprnog,.) + 1 e ) <
< O (Ilull g + I fllweacey) -

Am Ende haben wir nochmals den Induktionsansatz benutzt.
]

14.3 Regularitit am Rande

Wir werden die Regularitit auf einer Halbkugel beweisen. Wie
in der Einleitung dieses Kapitels beschrieben, kann man den
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Rand lokal durch eine Transformation flachbiigeln. Es reicht
also fiir die Regularitdt am Rand, wenn wir dies fiir eine Halb-
kugel machen mit v = 0 auf dem flachen Stiick des Randes
dieser Halbkugel:

B#(0) = {z e R";|z| < Rund x; > 0}.
Theorem 14.3.1 Sei f € L?(B(0)), ¢ > 0 und nehme an,
Bedingung 2 und 3 ist erfillt. Wenn u € Wy (B; (0))
eine schwache Ldosung von ist, dann gilt:
1 we WRABE_(0));
2. es gibt C = C(n,¢e) derart, dass

||UHW2’2(B;8(0)) <C (||f||L2(B;r(o)) + ||“||L2(Bl+(0))> :

Beweis. Jetzt nehmen wir ¢ € C* (R") so, dass

0<((r) <1 firzeR",
C(z)=1 fiirz € B _(0),
((x) =0 firz g B _,(0).

Fiir ¢ € {2,...,n} kann man dem Beweis von Theorem
folgen und findet 9,0;u € L*(B;~.(0)). Nur wenn ¢ = 1, muss
man sich etwas anderes iiberlegen. Man geht zuriick zu der
Gleichung und findet nach partieller Integration unter
Benutzung von 9;0;,u € L*(B;_.(0)) fiir alle 4, j aufler i = j =

1, dass
/ a'oyu O dr = /f Y dx
B (0)
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mit f = >z 95 (@70u) + 375 (0; Vu) + dOju) +d u+
f € L*). Weil die innere Regularitéit besagt, dass u €
W22(B(0)), folgt (fast iiberall)

@11812u =0 (analu) — 01a't Oyu =

— f— 0" Oue L*(Q)  (14.36)

Die gleichmiiBige Elliptizitiit gibt a'* > A > 0 und so d%u €
L?(€2). Schlussendlich sei bemerkt, dass man fiir (¢, 7) # (1,1),
wie im Beweis von Theorem [14.2.1], diese Abschitzung findet:

10185l 20y < € (Il 2z @) + Nll sy ) -
Fiir (7,7) = (1,1) benutzt man (14.36]) und bekommt
2
HaluHm(B;Qs(o)) <C Z HaiajuHLQ(Blts(O)) -
(5.9)A01.1)
+ C (I 2oy + 1l 2t op)

Um die Terme mit Ableitungen erster Ordnung von wu los-
zuwerden, steckt in dieser letzten Abschétzung auch wieder

Lemma [14.1.3] ]

Theorem 14.3.2 Sei k € N, f € W*2(B{(0)), ¢ > 0 und
nehme an, Bedingung 2 und 3 ist_erfillt. Wenn u €
Wy (B (0)) eine schwache Lisung von ist, dann gilt:

1. u e WH22(Bf _(0));
2. es gibt C = C(n,e, k) derart, dass

lellyeesast oy < C (I lweasson + 1l o)
(14.37)
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Beweis. Wir verfahren durch vollstdndige Induktion. Fiir
k = 0 ist das Theorem bewiesen in Wir nehmen an,
Theorem sei giiltig fiir irgendein k¥ € N und werden
das Resultat fiir & + 1 beweisen. Ahnlich wie im Beweis von
14.3.1] miissen wir zwei Félle unterscheiden fiir € N” mit
IB] = k + 3, ndmlich 8, < k+ 3 und 5, = k + 3. Wenn
B, < k + 3, kann man vorgehen wie beim Beweis im Innern
und bekommt 9%u € L?(B; _(0)) und

0% g o) <€ <||f||Wk+172<Bf(o>) + ||“||L2(Bi<o>>> :
(14.38)
Fir 4 = (k+3,0,...,0) benutzen wir, dass u €
W2(B+(0)) und eine éhnliche Identitit wie in . Wir

loc

finden 0} "u € L*(B} _(0)) und

||8f+3uHL2(BIis(O)) <C Z HaﬁuHLQ(BLE(O)) "

|8l=k+3

+ <Hf”L2(Bl+(o)) + |’uHL2(Bfr(O))> :

Wiederum haben wir Lemma [14.1.3] verwendet. m

Das Resultat fiir die Halbkugel ldasst sich mit Hilfe einer
Transformation verwenden auf Gebiete, die sich durch einen
C**2_Diffeomorphismus auf solch einer Halbkugel abbilden
lassen. Wir verweisen auf Kapitel [§] Eine geschickte Zerlegung
der Eins auf dem Rande gibt die gewiinschten Ergebnisse auf
dem ganzen Rand.

Aufgabe 14.1 Zeige, dass die soeben gemachte Aussage tat-
sachlich stimmt. Um genau zu Sein: wenn man be-

trachtet in einer Umgebung des Randes, wobei lokal die Be-
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dingung erfiillt ist, dann gibt es einen lokalen C*+2-
Diffeomorphismus T, der:

1. lokal den Rand flachbiigelt: T (0QNU) C {0} x R*;

2. die schwache Identitdit auf QN U dberfihrt in eine
dhnliche Identitat auf T (2N U), wobei wiederum Bedin-

gung erfillt ist.

Mit U st eine lokale Umgebung gemeint.

14.4 Regularititsitze in Hoélder- und
Sobolev-Riumen

Mit einer geschickten Zerlegung der Eins kann man die bei-
den Ergebnisse zu Regularitédt im Innern und am Rande jetzt
zusammenfiigen zu:

Theorem 14.4.1 Sei k € N, f € W*%(Q) und nehme an, Be-
dingung|14.1.2 ist erfiillt. Sei u € W&’Z(Q) eine schwache Lo-
sung von (14.5). Dann gilt:

1. ue Wk22(Q);
2. es gibt C = C(Q, k) derart, dass

lllysessy < C (I hwragey + Nl o) -

Ohne Beweis geben wir noch folgende Regularititssitze an.
Beweise fiir diese Aussagen findet man im Buch von Gilbarg
und Trudinger [12].
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Theorem 14.4.2 Sei p € (1,00), k € N, f € W*P(Q) und
i

nehme an, Bedingung|14.1.4 ist erfillt. Sei u € Wol’p(Q) eine
schwache Losung von . Dann gilt:

1. u € Wk2Zr(Q);
2. es gibt C = C(Q, k,p) derart, dass

sz < C (1 lhwky + el ogey ) -

Theorem 14.4.3 Seiy € (0,1), k € N*, f € C*17(Q) und
nehme an, Bedingung|14.1.4 st erfillt. Seiu € C*(Q)NCy(Q)
eine Ldsung von . Dann gilt:

1. ue CFL(Q);

2. es gibt C = C(Q, k,~v) derart, dass
lulossnngy < C (I lloro + lull ey )

Bemerkung 14.4.4 Die Bedingungen 1 < p < oo und 0 <
v < 1 sind scharf. Es gibt keine derartigen Ergebnisse fiir
p € {1,00} oder € {0,1}.

Bemerkung 14.4.5 Wie bei der Regularitit in Sobolev-
Rdumen hat u die Regularitdt in Hoélder-Rdumen von [ plus
zwei. Ein C**2-Rand reicht bei Hélder jedoch nicht, um nach
C*27(Q) zu kommen. Daher fiihrt das letzte Theorem von

f € Ck17(Q) nach u € CH17(Q).
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Anhang A
Maif3theorie

Die Menge aller Teilmengen von V nennt man Potenzmenge
und wird notiert durch P (V). Man sieht auch 2V als Notation.

Definition A.1 A C P (R") nennt man eine o-Algebra,
wenn folgendes gilt:

1. 0,R" € A;
2.Ac A = R"\Aec A

3. fir {Aien C Agilt ) Aic Aund () Aic A

Man nennt A € A eine beziiglich dieser o-Algebra messbare
Menge.

Nenne O C P (R™) die Menge aller offenen Mengen in R",
also O := {A C R"; A offen}.

Definition A.2 Die kleinste o-Algebra auf R™, die O enthdlt,
nennt man die Borel-o-Algebra auf R™.
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Definition A.3 Sei A eine o-Algebra auf R™. Dann heifst u :
A — [0, 00] ein Maf$ auf A, wenn folgendes erfillt ist:

1. 1 (0) =0;

2. p ( o Ai> = > ien M (Ay) fiir alle paarweise disjunkte
{Ai},en mit A; € A (o-additiv).

Fiir A € A nennt man p (A) das MaB dieser Menge.

Theorem A.4 FEs existiert eine o-Algebra L C P (R™) und ein
Mafs X : L — [0, 00] mit den folgenden FEigenschaften,

1. O C L, also auch alle abgeschlossenen Mengen und end-
liche Schnittmengen und Vereinigungen dieser Mengen
liegen in L.

2. Fiir jeden Block B = [ay,b1] X - -+ X [ay, b,] und jede Kugel
B, (z) gilt

A(B) =Vol(B) und X\ (B, (x)) = Vol (B, ()) .
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3. Wenn D € P (R") derart ist, dass es A € L gibt mit
D C Aund A(A) =0, dann gilt D € L und X\ (D) = 0.

Die kleinste o-Algebra £ in P(R™), die diese Eigenschaften
hat, nennt man die Lebesgue-o-Algebra. Man nennt A € L
eine Lebesgue-messbare Menge und A\ das Lebesgue-Maf3 .
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Anhang B

Integration und Konvergenz

Man definiert die Lebesgue-messbaren einfachen Funktio-
nen f:R"™ — R als die Funktionen mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. f nimmt hochstens abzahlbar viele Werte an:
f(R") ={y; € R;i € N};
2. f~ (y;) € L fiir alle i € N.

Also gibt es fiir eine solche Funktion f abzihlbar viele
Lebesgue-messbare Mengen A; derart,dass

)= i, (@),
ieN
Fiir eine solche Lebesgue-messbare einfache Funktion f > 0
definiert man
[ 1de=Y )
R™ ieN

und nennt diese Funktion Lebesgue-integrierbar, wenn

fRnfdx<oo.
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Sei Ly, . (R™) die Menge aller Lebesgue-messbaren einfachen
Funktionen R" — R.

Definition B.1 FEine Funktion f : R® — R mit f > 0 nennt
man Lebesque-integrierbar, wenn

E::sup{/ g dx; ggfmitgGLm,e(]R")}
:inf{/ h dz; h: hmeithGLm7e(R”)}<oo

und man definiert

fdo =1

R

Wenn f nicht iberall positiv ist, dann nennt man f
Lebesgue-integrierbar, wenn f* = max(f,0) und f~ =
max (—f,0) es beide sind und setzt dann

fdx= ftdx —

RTL R"l Rn

f Tdux.
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Bemerke, dass f™ und f~ beide > 0 sind und dass
f=r=r.

Definition B.2 Sei Q C R offen. Man sagt f € L' (Q) wenn
die Funktion f:R"™ — R, definiert durch

(x):{ f(z) firzeQ,

/ 0  firx &,

Lebesgue-integrierbar ist und setzt

/f dx :/ fdx.
Q n
Definition B.3 L}

loe (2) mennt man alle Lebesgue-messbaren
Funktionen f : Q — R, fir die gilt, dass f),, € L'(K) fir
jede kompakte Menge K C €.

Fiir fi, f» € L'(Q) definiert man f; ~ fy, wenn es eine
Nullmenge N € £ (also A (N) = 0) gibt derart, dass

fi(z) = fo(x) firallez € Q\ N,

und man sagt f; = fy f.ii. (fast iiberall). Nur so wird
(L) /7 gy ) it

1 llpre = / /] de

ein normierter Vektorraum, denn aus || f||;q, = 0 folgt nur
f = 0 f.i. Meistens nennt man diesen normierten Vektorraum
auch wieder L' (), obwohl es dann Aquivalenzklassen statt
Funktionen betrifft.
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Theorem B.4 Sei () C R" offen. Die stetigen Funktionen mit
kompaktem Triger C. () liegen dicht in L' (Q). Das heifst,
fiir alle e > 0 und f € L* (Q) gibt es g € C. () derart, dass
If =9l <e

Theorem B.5 (Egoroff) Se: 2 C R™ mit A\(2) < oo und sei
{fi}re, eine Folge von Lebesque-messbaren Funktionen auf Q2.
Nehme an, dass limyg_,o0 fi () = f(z) fi.

Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine messbare Teilmenge A C
Q derart, dass

1. M(Q\A) <€ und

2. fr = [ gleichmdfig in A.

Theorem B.6 (Lebesguesche Differenzierbarkeit)
Fir f € L} (R™;R) gilt fiir vy € R™ f.1i., dass

loc

| 1 o
S XB, (20) /BT@O) fdo=1{z0).

Theorem B.7 (Das Lemma von Fatou)
Sei @ C R"™ und sei {fx}r, C LY(Q) eine derartige Folge,
dass

o fi. >0 fi. und

o sup [, fi do < oo.



Dann ist f € L'(Q) wohldefiniert durch
f(z) := liminf fy(x) f.d.
k—ro0

und
fdr < hmlnf/ fr dz.
Q

Theorem B.8 (Majorisierter Konvergenzsatz von Lebesgue)
Sei Q@ C R™ und sei {fy}re; C L' () eine derartige Folge,
dass

o fr— f fii. und
e cs g€ LY(Q) gibt so, dass | fx] < g fi. fir alle k € N,
Dann gilt, dass f € L*(Q) und

I}igolo/fkdx_/fdx

Theorem B.9 (Monotoner Konvergenzsatz von Beppo-Levi)
Sei Q C R"™ und sei { fr}re, C L*(Q) eine Folge,

o die monoton wdichst: fi < fo < - < fi < fra1 < ...
und

e sup [, fr do < oo erfiillt.
k>1

Dann ist f € LY(Q) wohldefiniert durch f := klim fr [
—00

und
lim/fkdx:/fdx.
k—o00 Q Q
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Anhang C

Ungleichungen

Theorem C.1 (Cauchy-Schwarz) Fiir alle u,v € L*(Q) gilt

/qudx < ||u||L2(Q) HUHL2(Q)‘

Theorem C.2 (Holder) Seien p,q € (1,00) mit % + % = 1.
Fiir alle w € LP () und v € L1(Q) gilt:

mesmmﬁwm@-

Diese Ungleichung gilt auch fir p =1 und ¢ = oo.

Theorem C.3 (Jensen) Sei A (2) < oo und sei f : R — R

konvex. Dann gilt

f <ﬁ/ﬁu(w)dm> < ﬁ/ﬂf(u(x))dm.
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Theorem C.4 (Calderon) Sei A (2) < oo und sei 1 < p <
q < 00. Dann qilt

1_ 1

||u||LP(Q) <A(Q)ra ||uHLq(Q) .

Theorem C.5 (Young) Seien p,q € (1,00) mit %—i—% = 1. Fir
alle w € LP (Q) und v € L9(Q2) gilt:

1 1
wodr < = [|ul|h, + = ||v]|4, .
/Q  lull + < ol

Theorem C.6 (Minkowski) Sei p € [1,00] und seien u,v €
LP (). Dann gilt

[+l oy < Null oy + 101l o) -
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Anhang D

Kompaktheit, Abgeschlossenheit

Als Erinnerung einige bekannte Sétze, die mit Kompaktheit
und Abgeschlossenheit zu tun haben.

Theorem D.1 (Bolzano-Weierstraf3)
Jede beschrdnkte Folge in R™ hat einen Hdaufungswert.

Korollar D.2 Sei Q2 eine Teilmenge von R™. Dann gilt:
Q ist beschrinkt und abgeschlossen < ) ist kompakt.

Dieses Korollar kann so nur in endlichen Dimensionen gel-
ten, denn F. Riesz hat folgendes Ergebnis bewiesen:

Theorem D.3 (F. Riesz) Sei (X, |||) ein normierter Raum.
Dann sind dquivalent:

o X ist endlich dimensional.

o B,(0) ={x € X;|z| <1} ist kompakt.
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Theorem D.4 (Weierstra3) Sei (X, |-||) ein normierter
Raum und sei K C X kompakt. Eine stetige Funktion
[ K — R nimmt sein Minimum an in K.

Dieses Theorem von Weierstrafl gilt auch fiir topologische
Raume (X, 7).

Theorem D.5 (Arzela-Ascoli) Sei {fi}ro, C C(Q) mit Q C
R™ eine Folge von Funktionen, die

1. gleichmdfsig beschrinkt sind: es gibt M > 0 derart, dass
|fr(x)| < M fir alle x € Q und k € N,

2. gleichmdfpig gleichgradig stetig sind: fir alle e > 0 gibt es
0 > 0 derart, dass fir alle k € N und fiir alle x,y € Q2

z—yl <0 = |fu(z) — frly)] <e.

Dann gibt es eine Teilfolge { fx,. }-_, und eine stetige Funk-
tion f derart, dass gilt: fy, — [ gleichmdfiig auf kompakte
Teilmengen von €.
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Theorem D.6 (Hahn-Banach) Sei (X, ||-||) ein Banachraum
und seien A, B C X zwei nicht-leere konvexe Mengen mit
AN B = (. Nehme an, dass A abgeschlossen ist und B ist
kompakt. Dann gibt es eine lineare Funktion f : X — R und
reelle Zahlen o < 8 derart, dass

Ac{zreX;f(x)<a} und BC{zxe X, f(x)>p}.

Fiir die néchsten Ergebnisse braucht man Begriffe, die mit
Dualraum und der schwachen Topologie und der schwachen
Konvergenz zu tun haben.

Schwach abgeschlossen. Die Menge K C X heifit schwach
abgeschlossen, wenn K > x,, — x impliziert, dass z € K.

Schwach kompakt. Die Menge K C X heifit schwach kom-
pakt, wenn es fiir jede Folge {z,}, .y C K eine Teilfol-
ge {Zn, }pey und ¥ € K gibt derart, dass z,, — 7 fiir
k — oo.

Man nennt es schwach abgeschlossen wegen der schwachen
Topologie und nicht weil der Begriff schwécher ist!

Theorem D.7 (Mazur) Sei (X, |||) ein Banachraum und sei
K C X konvex. Dann sind dquivalent:

o K st abgeschlossen.

o K ist schwach abgeschlossen

Fiir den Dualraum eines Dualraums X’ schreibt man X”.

Kapitel D, Kompaktheit, Abgeschlossenheit

Theorem D.8 (Kakutani) Sei (X, [|-[|) ein Banachraum.
Aquivalent sind:

e Dieser Banachraum ist reflexiv: X" = X (es gibt eine
stetige Bijektion zwischen diesen mormierten Vektorrdiu-
men,).

e Die abgeschlossene Einheitskugel in X,
By :={z € X;|z| <1},

st schwach kompakt.
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