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Schwachstellen



Schwachstellen bei der Torsion eines Stabes




Schwachstellen bei der Torsion eines Stabes




Das Modell:

—Au=1 inQ
u=20 auf 092

Die Schwachstelle xy maximiert
[Vu(z)].

Sei |Vu(zg)| = max |Vu(x)|.

e

o v(x) = Vu(zg) - Vu(z) ist harmonisch.

—_— = .
. rfggIU(w)I max |v(z)]

o — x4 € 0.



Faustregel der Ingenieure, Vermutung von De Saint Venant

Wenn das Gebiet zwei Symmetrie-
achsen hat, liegt xy dort, wo der
groBte einbeschriebene Kreis den
Rand beriihrt.




Theorem Sei Q0 wie unten und setze
Q. ={x € Qu(x) >e}.
Die Faustregel gilt nicht fiir Q oder nicht fiir Q. mit e € (0,&¢).

S., A counterexample with convex domain to a conjecture of De Saint Venant, Journal
of Elasticity 22 (1989), 57-61



Theorem Sei Q2 wie unten und setze
Q. ={x e Qu(x) >e}.
Die Faustregel gilt nicht fiir Q) oder nicht fiir Q. mit e € (0,¢9).

S., A counterexample with convex domain to a conjecture of De Saint Venant, Journal
of Elasticity 22 (1989), 57-61



Beweis :

N ainiu(x') # 86;9””@”) = Widerspruch fiir Q.. €|
o gul@) = grulen) = Fu(n) > gFaul).



Symmetrievererbung
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Wird Symmetrie vererbt?

Q ist symmetrisch.

7

Positive Losungen von

—Au= f(u) inQ
u=0 auf 00

haben die gleiche Symmetrie.



Theorem (Gidas-Ni-Nirenberg, Serrin)
Sei Q) eine Kugel und f Lipschitz. Dann ist jede positive Lésung von

—Au= f(u) inQ
u=0 auf 092

radialsymmetrisch.

‘Moving-Plane’ Argument. Der Beweis liefert Symmetrie der Losung,
wenn das Gebiet Steiner-symmetrisch ist.

B

Steiner-symmetrisch nicht Steiner-symmetrisch




Theorem
Sei ) C R? Steiner-symmetrisch beziiglich einer Achse und invariant bei
Drehungen um w/n. Sei f Lipschitz. Dann ist jede positive Lésung von

—Au= f(u) inQ
u=20 auf 00

symmetrisch beziiglich dieser Achse und invariant bei Drehungen um 7 /n.



Symmetrievererbung?

Ja:

Offen:
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rbu

Symmetrievere




Positivitat und elliptische Systeme
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Theorem (Maximumprinzip) Sei u # c.
Wenn —Awu > 0, dann hat u kein Minimum innerhalb des Gebietes.

Theorem (Positivitatserhaltung) Sei 2 ein Gebiet.
Dann gibt es A\q > 0 derart, dass fiir A < \q:

{ —Au>Xu  inQ

w>0 2uf 90 = u >0 in Q.

Theorem™ Sei Q) ein Gebiet.
e Matrix M ist kooperativ: M;; > 0 fiir i # j.
e 19 >0 mit —Ag— M@ > 0.
Dann gibt es A\q > 0 derart, dass fiir A < \q:
{—Aﬁ—MﬂzAa’ in Q

>0 auf 00 = @20in .



Und wenn M nicht kooperativ ist?

e Protter und Weinberger: ‘a genuine restriction’.

e Statt Erhalt der Positivitat fiir A < A héchstens fiir A € [A., A\q):

— Parabolische Probleme: At ~ }A;

— Bei singuldren Perturbationen & ~ .
= Fundamentaler Unterschied zwischen einer Gleichung und System
mehrerer Gleichungen.



Modell vom Typ FitzHugh-Nagumo

{ g — 2Upy = f(u) —6v I xRT
UV — Vg = U — YU I xRt
mit
fw)=u(l—u)(u—a)
O<e<l, 7>0,5>0,
I=[-1,1].

o Fiir 6 < 0 ‘zwei’ stabile stationdre Lésungen (und eine instabile).
Kooperativitit = Maximumprinzip —> Lokale Eindeutigkeit

o Fiir § > 0 ist dieses System nicht ‘kooperativ’.

Wie andert sich das fiir § > 0 unter u = v = 0 auf 017






Gleichungen hoherer Ordnung
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Beispiel eines Randwertproblems vierter Ordnung:

Man setzt v = —Aw und findet:

II

Die Positivitat bleibt erhalten, denn das Maximumprinzip ergibt:

f20 = v>0 = u>0.
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Leider zu einfach ...

Ein Modell fiir eine polygonale o f ist die Massendichte.
Platte Q2 ist e 1y die Auslenkung.
A2y = f inQ, e u = Au = 0 bedeutet
u=Au=0 auf 99, gelenkig gelagert.
ErfahrungsgemaB:

= S
oSS " S o<
SSOS oS _S oo ;;&“‘““.
S==maaee - SSosaaaaen
SS S~ S ox S
—_—— ¥




Das eigentliche Problem:
e Minimiere das Energiefunktional:
J(u) = /Q <; (Au)2 +(1—-o0) (uiy — umuyy) — fu) dxdy.
Finde uy € W22(Q) N W 2(Q) = W mit

J(ur) = inf {J(w);u € W} .

e Fiir das System findet man eine Losung uyp mit
urt, Aur € Wy (9).

Uy = ujr ?



Au=f in Q
u=Au=0 auf 99

Theorem Sei ) C R? ein Polygon.

o Wenn Q nur konvexe Ecken hat, gilt uy = uyr.

e Wenn Q mindestens eine konkave Ecke hat, gibt es {1y, ...

so dass
up=ung < (f,;) =0 firi=1,...,n.

Im Fall einer konkaven Ecke folgt u; # uy; fir f 2 0.

71/}77/}'



Beweisidee:

e Bei einer konkaven Ecke gibt es eine harmonische Funktion h # 0
mit 0-Randwerten fast iiberall und h € L2(Q)\W12(Q).

e Es gibt eine Lsung v € Wy*(2) von
—Av="h in§,
v=20 auf 09Q).

® u, = uj + cv ‘losst’

Aty =f in Q,
u=Au=0 auf O0.

e Fiir alle ¢ € R gilt u, € W *(Q) und Au, = 0 fast iiberall.

— Nur fiir ¢ = 0 gilt Au. € WH2(Q).
— Nur fiir ¢ = ¢; gilt u. € W22(Q).



Beweisidee fiir 2 :’:

o h(r,p) = (r‘ﬂ — rﬂ) cos (B ¢) und g =
Offnungswinkel P,
rPecos(By) e L*(Q) 2(-Pf)+1>-1a <1 >

€ (3,1) mit

<=3

e Sei G der Greensche Operator:

_ —Av=g in,
v(_}g<:>{ v=0  auf 9Q.

e Vergleich beider Losungen:

(Gf h)

) Gh.

Uy = urr —



Numerisches Resultat

Uit

Uy



Offenes Problem

Wenn f = 0, dann folgt uy; > 0.

Wenn 1 > 7, dann folgt ur; # ur.

Analytische Methoden liefern fiir ¢ > 37 und f 2 0, dass u; # 0.

o Was passiert mit dem Vorzeichen fiir ¢ € (7, 37)?



Druck und Auslenkung

31



Gelenkig gelagerte und unterstiitze Platten

Thanasis Stylianou

erste Ergebnisse:

e Fiir o =1 bleibt die Platte liegen.

e Fiur o <1 kommt die Platte hoch.



Lebenserwartung
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Erwartungszeit einer konditionierten
Brownschen Bewegung

Matthias Erven



Konditionierte Brownsche Bewegung

Sei  C R™ mit n > 2 ein Gebiet.

o X () startet in x € 2.
o X () wird gestoppt (killed), wenn sie 0 (Q\ {B:(y)}) erreicht.
® T\B.(y) ist die Lebensdauer.

e Man ist interessiert an

EY [1q] := lalllfl(}Ea; [To\B.(y); X (ToB.(y)) € 0B:(y)] -

Vermutung Sei Q) C R? ein Gebiet. Dann gilt:

sup EY [tq] = sup EY[rq].
z,yeN z,y€IN



Vermutung (Walter und McKenna)
Eine isoperimetrische Ungleichung gilt.

Theorem (Kawohl, S.) Eine isoperimetrische Ungleichung gilt nicht.

Vermutung (Bafuelos, Carroll) Fiir einfach zusammenhangende
Gebiete in R? wéchst EY [Tq] entlang hyperbolischer Geoditischer.

Theorem (Griffin, McConnell, Verchota) Sei Q C R? ein einfach
zusammenhangendes Gebiet. Dann gilt

sup EY[rq]= sup EY[rq].
z€IN,YEN z,yeN

Theorem (Dall’Acqua, Grunau, S.) Sei B eine Kreisscheibe:

sup EY [rp] = sup EY[rp].
z,yeB z,y€dB

Theorem (Erven, S.) Auf dem Goldfischglas gilt das nicht:

sup EY [rg] > sup EY[rq].
z,yeG z,y€0G



Leonid Frank

Philippe Clément



Ik heb gezegd.



