1. Wabhrscheinlichkeitsverteilungen und Versicherungsanwendungen
1.1 Wichtige diskrete Verteilungen
a. Poisson-Verteilung.

Sei N eine zufillige Variable, ist ein Poisson-Verteilung mit Parameter A definiert
o /l

durch P(N =x) = — firx=0,1,2,......
X!
Bez.: P(1)
Die momenterzeugende Funktion ist
oo N _k }\(x 0 ¥ -
MN(t) — ZO A Z 1)

w1 =M D o=y (1)

MY (1) =AMy (1) + Aoe'-My (1) =hoe My (1) + (he¢!) My (1)

b. Die Binomialverteilung.

Sei N eine ZV, eine Binomialverteilung mit Parameter 7 und ¢ (n € N0 <¢ < 1) ist

definiert durch
P(N:X):(;l)qx(l—q)n_x fir x=0,1,2,...... Ni

Bez.: B(n, q)

Die momenterzeugende Funktion ist

n —
=D (x)qx(l —q)" "
x=0

=X2(Zj(e"q)x(l —q)" "

M\ (¢t)=n-(n— l)-(qet—i- 1 —q)”_z'(qet)2 —i—n'(qet—i-l



= E(N)=My(0)=n(g+1—¢)" "qg=nq

E(Nz) =M",(0) =n-(n— 1)-q2 +n-q

= Var(N) =E(N2) —EZ(N) =n(n— 1)'q2 +n-q —(n-q)2=n'q-(1
—q)

Die negative Binomialverteilung

Sei N eine ZV, die negative Binomialverteilung mit Parameter £ > 0 und
p(0 <p <1) ist definiert durch

P(N=x)=(k+x_1)pkqx ﬁirx=0,1,2, ...... p+q:1

X

Bez.: NB(k,p)

Die momenterzeugende Funktion ist

k+x—1)
M@U%=§}ﬁ( )p'f
x=0

X

S (- g )

(l—qe)k x=0 (*)

i
— P

k
(1-¢¢)
(*) wegen ZP(N=x)=l
x=0
setze 0 <g=g-¢' <1 ein
— k
Z(k—i—x 1) l—qet) (q-et)x=l
hier0<q-et<1$0<et<§
1
=1 < log(;) = -log(q)

k
My (1) = (—”—]
1 —ge

k—1
M/N(t) :k[ )4 - ) . ‘p'(‘q.et) =k q-e t 'MN(t)
1—gqg-e (
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d. Die geometrische Verteilung (wichtige Verteilung in der Ruintheorie)

Die geometrische Verteilung ist ein spezieller Fall der negativen

Binomialverteilung mit Parameter k£ = 1.

Die geometrische Verteilung mit Parameter p ist definiert durch:
P(N=x)=p-¢¢ furx=0,1,2,......

s.0. setzek=1

2

EN=1 VarN=-L
P p

My (1) = L fiirt < -log(q)
t
1 —ge

1.2. Wichtige stetige Verteilungen
a. Gammaverteilung

Sei X eine ZV, ist eine Gammaverteilung mit Parameter oo > 0 und A > 0 definiert
durch (die Dichtfunktion)

XOQ a—1 -
fr)=22t <€ fiir x>0
()



foe]

Gammafunktion ist definiert durch (o) =J Xl
0

Bez.: y(o, 1)

Das n-te Moment ist

~E(X Foa+1) o
M(a)x A
IMo+2) olo+1)
E(x?) = TR
(o)A
Cofat+1) o o
=>VarX——2——2——2

A A A

Die momenterzeugende Funktion

AT 0T L
M (1) = e



0 (*)

o
(o) =[k7” J A—t>0=1<A

Die Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung ist ein spezieller Fall der Gammaverteilung mit
Parameter

o=1.

Die Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 ist definiert durch

fx)=re™  flirx>0

Die Verteilungsfunktion F(x)=1-¢ >

Ss.0. setze o=1c¢ein

E(x") ="
A
M0 ==
E(X)=% E(X2)=%
VarX=% - $=$

Die Paretoverteilung

Ist X ein ZV, ist eine Paretoverteilung mit Parameter a > 0 und A > 0 definiert
durch

f(x) = ———— flirx>0

Bez.: Pa(a, A)
Die Verteilungsfunktion

F(x)=1—[ A ] x>0

A+ x

[¢9)

E(X"):J X f(x) dx
0



o [¢2]

(*) "

E(x?) =J ((x+2)2 =22 - 1) f(0) dx
0

=J (x+2) () dr - 20 EX — 22
0

[¢9)

A%
= O(—_ldx—ZKEX— 7»2
o (x+7u)OC

[¢9)

o—2 (x+1)""

J (oa—l)km_1 dx:J o A"
(A +x)" O(x+@w+‘

dx=J f(x)dx =1

0

2 o—2
oA J (o0—2)A 1 dr - 2AEY — 32



_oc—2_27voc—1_x
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(a—1)(a—2)
Vo 23 (Y -’
(0 —1)(a—2) [0‘_1] (0 —1)*(a—2)

d. Die Normalverteilung

Sei X eine ZV, eine Normalverteilung mit Parameter p und o’ ist definiert durch

2

G/ 2T 20

Bez.: N(i, o)

Die Standardnormalverteilung hat p =0, o =1

1 X2
f(x)= GXP[— 7‘

on

Die Verteilungsfunktion von der Standardnormalverteilung ist

2

_ 1 X
db(x)—J’_wmexp[— 2}dx

Eine Beziehung ist, wenn Xx ~ N(M, 02) und z=(X—u)/c dann Z ~ N(0, 1)




E(X)=p, Var(X)=0"

Die Lognormalverteilung

Sei X eine ZV, eine Lognormalverteilung mit Parameter p und o ist definiert
durch

flx) =

xo/ 2T 2(52

Bez.: LN(u, o)
Die Verteilungsfunktion ist

1 N 2
roo) - J 1 p[M]d
yoy 21

20

2
exp|_M] fiir -oo < p < o0, x>0

log(x)
2
J ! pk%] & (wie N o)
oy/2m 20
[ log(x) — ]
= F(x)=0 T

Also X ~LN(w,0) logx ~N(i, o)

E(x") =E(e") =M, (n)=exp {,un + %Gznz}

u-l-%cz

E(X)=¢e

E(X2)=e2“+262

2
Var X—EX? - X =M +20 _ e2”+"2=e2“+"2(e" - 1)



1.3. Gemischte Verteilung

Bsp.: X ist eine Exponentiellverteilung mit EX = 100, definieren wir eine ZV 'Y

durch
0 X <20
Y= X-20 20<X <300
280 X>300

P(Y=0)=P (X<20)=1-¢%0120=-1_¢702 -0 1813

Ahnlich p(y=280) =P (X > 300) =1 - P(X < 300)
—1— (1 - 001:300)

=e¢™3 =0, 0498
Im Interval Ye(0, 280) ist die Verteilung von Y stetig.

P(30 < ¥ < 100) = P(50 < X < 120)

=P(X < 120) - P(X < 50)
= (1= 0-01:120) _ (]_¢0,01:50)

(]
—o 05 _ L2

=0,3053

An den Punkten 0 und 280 gibt es Spriinge. Die Verteilungsfunktion von Y ist
differenzierbar im Intervall (0, 280), also hat Y eine Dichtfunktion h(y) im
Intervall (0, 280).
Das Moment von Y ist

280

E(Y") =J x"h(x) dx + 280" P(Y=280)
0



Normalerweise ist K(x) = P(Z < x) eine gemischte Verteilung in [0, o), und m ist
eine Funktion, denn

= Zm(xi)P(Z=xi) + Jm(x)k(x) dx

1.4. Anwendungen in Versicherung
Riickversicherung:
Sei X die Summe der Forderung (Deckung), also X > 0, und X hat die
Verteilungsfunktion F(x) =0 fiir x <0

a. Proportionale Riickversicherung
Unter einem proportionalen Riickversicherungsvertrag, bezahlt die
Versicherungsgesellschaft eine festgelegte Proportion a von der Deckung. Und die
restliche Proportion 1- a wird von dem Riickversicherer bezahlt.
Definiere Y :=aXundZ=(1-a)X —-Y+Z=X

Die Verteilungsfunktion von Y ist
P(Y <X) =P(aX <x) =P(X < x/a) = P(X/a)
Und die Dichtfunktion ist
1l (x
0= 4 ()
Bsp.1: X ~y(a, A), die Verteilung von aX ist y(a, A/a)
Xux(x - 1e -Ax

Bew.: fiirx /) I' o)

— Die Dichtfunktion von aX ist
Ax

o a-—1
A x e

aal"((x)

)=o)

A
zaX~y(oc, aJ



Bsp.2: X~ LN(u, o), die Verteilung von aX ist LN(u + log a, o)

Bew.: fiir X~ LN(y, o)

log(x) — 2
fx)= | exP“ (08( ZH) ]

X0y 2T 20

— die Dichtfunktion von aX ist

Sl (xY_ 1 (log(x) — log(a) — M)z
f(y)_;f[;)_xa 27 expl_ 2(52

— aX ~ LN(log a + , 0)

b. Excess of Loss
Bei einem Excess of Loss Vertrag wird die Deckung der Schiden durch die
Versicherungsgesellschaft mit dem Riickversicherer geteilt, wenn die
Schadenhohe den festgelegten Betrag iibersteigt. Sonst bezahlt die
Versicherungsgesellschaft den ganzen Schaden.

M ist das Selbstbehaltniveau, Y und Z sind die bezahlten Anteile der
Versicherungsgesellschaft bzw. dem Riickversicherer.

Also Y = min(X, M)
Z =max(0, X-M)
Y+Z=X.

Die Position des Versicherers

Fy ist die Verteilungsfunktion von Y

F(x) x <M

F,(x)=
Y() 1 x>M

11



Die Verteilung von Y ist gemischt mit ein Dichtfunktion f(x) fiir 0 <x <M
Also P(Y =M)=1- F(M)

Y ist eine Funktion von X

o0

E(r") = (min(x, M))" £ ()

0

M
=J ' f(x) dv + M'(1 — F(M))
0

M
E(Y) =J ¥ f(x) dv + M(1 — F(M))
0

d =1 —
d—ME(Y)—l F(M) >0

— EY ist eine wachsende Funktion.

Von 0 bis E(X) liegt im Intervall Me[0, o)

Ax AM )

Flx) =1-¢ ™ x > 0,50 EY=%(l—e_

Bew.:

M
EY=J xhe Mde + MM
0

=%(1 - e_/lM)



log(M)

(*)

=exp[un + %02,12” >
w oy 27
2 2
+o0o n)) ]dy

(*) Quadratische Ergdnzung

— 2 _
yn - b f) -—((y—n)*-20"m)
20 20
=_—12<y2—2uy+u2—202yn)
20
-—(» —25(u+ ") +1%)
20
=2_—12((y—(u+62n))2—(u+62n)2+u2)
(0}
=2‘712( (v— (w+0™))" = 2u%n + ')



log(M) — u—czn
o

= E(Y") =exp[un + %cznz}cb

[IOg(M)—u]]
_(D e —
o

Die Position des Riickversicherers

0 x<M

7=
x—Mx>M

F(M) x=0
F(X+M) x>0

Die Verteilungsfunktion F(x)=

+ M"




=e Mg x)
1 —awm
1.
A
e o e
Bsp.: Flx)=1—-¢™x>0. M()=1—c¢ L

M ©
=J eO-X-e_de-l-J M)y oA gy
0 M

Bsp.: X hat eine diskrete Verteilung
0,6 X =100
PX)= 0,3 X =175
0,1 X =200



M = 150, wie ist die Verteilung von Z mit Z > 0
Annahme: nimmt Z 0 an

. 0 x <150
Losung: z=
x — 150 x> 150
0,6 Z=0
P(z)= 0,3 Z=25
0,1 Z =50

Wegen Z # 0, nimmt Z nur die Werte 25 und 50
P(Z =25)=3P(Z=50)

— P(Z=25)=0,75
P(Z =50)=0,25

Allgemeine: W ist Kein-Null Bezahlung von dem Riickversicherer.

P(W<x)=P(Z<x|Z>0)=P(X<x+M|X>M)
_PM<X<x+M)
P(X > M)

_ Fx+ M) — F(M)
1 — F(M)

Dichtfunktion

f(x+ M)
1 —F(M) (*)



Bsp.: Flx)=1—e™

,x > 0.
Wie ist die Dichtfunktion von W?

Ao Mo+ M)

Mit der Formel (*) 7(W)= e—_w —pe M
1 —(1—e™)

Bsp.: X ~ Pa(a, 1), wie ist die Verteilung von W
o

oA
(A+x+M

; o
! (1 :“ 14]

o o
_ an '[lJrMJ
(7L+M+x)a+1 A

)a+1

f(w)=

o(L+M)°

(A -I-M—i—x)m—Irl

W~ Pa(o, A + M)

Policy excess

Bei einer Excess of Loss Police mit Selbstbehaltniveau d, bezahlt der Versicherter
den ganzen Betrag, der kleiner oder gleich d ist.

Und er bezahlt nur d, wenn der Betrag grofer als d ist.

Also der Versicherter bezahlt min(X, d)
Der Riickversicherer bezahlt max(0, X - d)



1.5. Summe von Zufallsvariablenariablen.

&

n

Sei X,i=1,2....,n iid.ZVen,S, = > X
i=1

Wie ist die Verteilung von s ?

Methode mit momenterzeugenden Funktionen
Ms ist die momenterzeugende Funktion von Sn.
Mx ist die momenterzeugende Funktion von Xi
‘S HX X Aot X
M(t):E(e ”)=E(e( b2 "))

s

Bsp.1: Xi hat eine Poissonverteilung mit Parameter A, Xi~P(1)
Wie ist Sa ?

My(1) =exp{r(e' — 1)}
= M(1) =exp{nl(et — 1)}
Also S ~ P(nA)

Bsp.2: X hat eine Exponentialverteilung mit gy—-L
A

Wie ist Sn ?

My () = fiirs < A

:MS(t):[ 7»7\;[]

Also S, ~ay(n,\)



b. Faltung von Verteilungen (direct convolution of distributions)

XA n
Annahme {%7;_, sind diskrete ZVen. nicht negative

Also Snist auch nicht negative
fir S,=X, + X,:X,=j € (0,x)
X, <x—j
=85,=X +X, <x
Xi, X2 sind unabhingig

Im Allgemein P(S, <x :z 1 <x/)P(X,=))

Und p(s, <x =Z (S,_ 1 =x /) P(X,=))

F ist Verteilungsfunktion von Xi und fj = P(Xn = j)

Definiere F'*(x) =P(8, <x) n-fache Faltung von der Verteilungsfunktion F

Also F*(x z (n—1) f

1 x>0

Def.: F'* = F**(x) =
0x<0



Ahnlich £ =P(S,=x)

X

Sodass f7* = E fx(’ij_'mJ; mit f1* = f
j=0

Wenn F eine stetige Verteilung im Intervall(0, o) ist mit Dichtfunktion, haben
wir

P = FOTD =0 0)d
0

X

Und £*(n) =Jf(”_ D (x =) f(0)dy

0

Bsp.1: Wie ist die Verteilung von Sn, wenn (x) 1.i.d. ZV.und Xi~y(1, &)

i=1
sind.
Setze n =2 ein

20 =] 7= 0)d
0

X
=J X-e_x(x_y)'k-e_lydy
0

2
=\"e de
0

2 _
=A"xe Ax

=5, ~y(2.1)

20



=%k3~x2- -Mx
= S3 ~ /Y(3a7\’)

Mit Induktion
D (x) ~y(n—1,1)

X

@ =] T =)

0

X

n—1_ _ ‘n—=2 -Ax—y)
=

0

X

:M (x — )”—Zd‘
Tn—1) e
0
_ Ao M R SRS U Al
Tn—1) n—1 T(n)
=S8 ~vy(nh)

c. rekursive Rechnung von diskreten Zufallsvariablen.
Sei Xinichtnegative diskrete ZV.

Definiere f=P(X,=]) und g=P(S,=)) fiirj=0,1,2,...

21



Benutze die erzeugende Funktion von Xi

j=0
die erzeugende Funktion von S

:Zrkgk

k=0

Bezichung G (r) =G (r)"

X

Ableiten G'(r) =n-G(r)" "G’ (r)
Multiplizieren mit -G (r) ergibt

G .(r)-rG/(r)=nG(r)rG (r)

= Zr’)j.Zk-rk-gk=n' Zrkngerj;
=0 k=1 k=0 =1

Um ein Ausdruck von gi zu finden, betrachten wir das Koeffizient von »* auf der
beiden Seiten von der Gleichung.
Das Koeffizient / auf der linken Seite kann als /*=//-** "/ geschrieben werden.

[o2]

also fvg +fi(x—1)g _, +.+f_,g =2)(x—j)Jj-gx_j
i=

dhnlich ist auf der rechten Seite

n (g, T&(x—1f T tg )= ijgx —;

Die beide Koeffizienten miissen gleich sein, bekommen wir

x—1

X
xg . fo + 2 (x —J)f8, _j=n-21/1;gx —
J= J=

P R

\li—‘

22



Bsp.: (x, }4 sind i.i.d. ZVen. mit £, =P(X,=))

i=1
und £,=0,4 f£=0,2

=03 £,=0,1

Rechnen rekursiv P(S,=r) fiir » = 1,2,3 und 4.
Losung: g =P(s,=0)=£"*=0,4*=0,0256

Und f,=0 fiirj = 4,5,6.

min (3, x)
1 5j
also ¢ =— 27
Ex fO jZ] ( x jfg x—J
4f1 ‘8= 0,0768

g] %

1
g2=—[?-fl g+ 4f2g0) =0, 1376
Jo

8= fo( 118 + fzgl —|—4f3goj =0, 1840

1 3 11 B
g4_E(Z'fl'g3 tohs T Tf3g1] =0, 1905



