
Prof. Dr. J. Steinebach Sommersemester 2010
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Aufgabe 17 (mündlich) [µ-Integral]

Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum. Zeigen Sie, dass für jede messbare Abbildung f : Ω→ N gilt:∫
fdµ =

∞∑
k=1

kµ ({f = k}) =
∞∑
k=1

µ ({f ≥ k}) .

Aufgabe 18 (4 Punkte) [µ-Integral]

Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum und {Ai}i=1,2,... ⊂ A. Für n ∈ N (fest) sei

Bn =
{
ω ∈ Ω | ∃ {i1, . . . , in} ⊂ N : ω ∈ Aij ∀ j = 1, . . . , n

}
.

Zeigen Sie, dass Bn ∈ A gilt, und beweisen Sie die Ungleichung nµ (Bn) ≤
∞∑
i=1

µ (Ai) .

Aufgabe 19 (4 Punkte) [µ-integrierbare Funktionen]

Seien (Ω,A, µ) ein Maßraum mit einem endlichen Maß µ und f : Ω → R eine messbare

Funktion. Beweisen Sie:

(i)
∞∑
n=1

µ ({|f | ≥ n}) ≤
∫
|f |dµ ≤ µ (Ω) +

∞∑
n=1

µ ({|f | ≥ n}) .

(ii) f ist genau dann µ-integrierbar, wenn die Reihe
∞∑
n=1

µ ({|f | ≥ n}) konvergiert.

Aufgabe 20 (4 Punkte) [Radon-Nikodym-Dichte]

Seien (Ω,A) ein Messraum und µ, ν, λ jeweils σ-endliche Maße auf A. Zeigen Sie:

(i) Gilt ν � µ und λ� µ, so folgt ν + λ� µ und

d(ν + λ)

dµ
=
dν

dµ
+
dλ

dµ
µ− f.ü.

(ii) Gilt ν � λ und λ� µ, so folgt ν � µ und

dν

dµ
=
dν

dλ
· dλ
dµ

µ− f.ü.


