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Abgabe: 07.06.2010, 09.45 - 10.00 Uhr, vor dem Hörsaal des MI

Aufgabe 25 (mündlich) [Produkmaß]

Gegeben sei eine reellwertige messbare Funktionen f auf einem Maßraum (Ω,A, µ) mit einem

σ-endlichen Maß µ. Zeigen Sie, dass gilt:

(a) Q :=
{

(ω, y) ∈ Ω× R1 : y = f(ω)
}
∈ A⊗ B1;

(b) (µ⊗ λ1) (Q) = 0.

Aufgabe 26 (7 Punkte) [Satz von Fubini und Tonelli]

Für x ∈ R und t > 0 sei f(x, t) := (2πt)−1/2 exp
(
−x2/(2t)

)
und g := ∂f

∂t . Zeigen Sie, dass

(a) f eine Lösung der Diffusionsgleichung ∂f
∂t = 1

2
∂2f
∂x2 ist;

(b) für t > 0 (fest) gilt:
∫
R f(x, t) dλ1(x) = 1;

(c) für s > 0 (fest) gilt:∫
R

∫
[s,∞)

g(x, t) dλ1(t) dλ1(x) = −1 und

∫
[s,∞)

∫
R
g(x, t) dλ1(x) dλ1(t) = 0;

(d) weder g+ noch g− integrierbar ist.

Aufgabe 27 (5 Punkte) [Unendliches Produkt von W-Maßen]

Sei (Ωi,Ai, Pi) , i = 1, 2, . . . , eine Folge von W-Räumen und sei (Ω,A, P ) der Produktraum.

(a) Zeigen Sie, dass für Ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , gilt:

A :=

∞∏
i=1

Ai ∈ A und P (A) =

∞∏
i=1

Pi (Ai) := lim
n→∞

n∏
i=1

Pi (Ai) .

(b) Bezeichne Qn das Produktmaß auf dem Produktraum( ∞∏
i=n+1

Ωi,
∞⊗

i=n+1

Ai

)
, n = 1, 2, . . . .

Beweisen Sie für alle n ∈ N die Gleichung: P = P1 ⊗ · · · ⊗ Pn ⊗Qn.

(c) Zeigen Sie, dass für f ∈ L1(P ) und n ∈ N (fest) gilt:∫
fdP =

∫ (∫
f(x1, . . . , xn, y) dQn(y)

)
d (P1 ⊗ · · · ⊗ Pn) (x1, . . . , xn).


