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Aufgabe 16 (mündlich) [UMP-Test]

X1, . . . ,Xn seien i.i.d. exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert λ > 0. Be-

stimmen Sie (ohne Benutzung von Satz 8.1 der Vorlesung) einen UMP-Test für H : λ ≥ λ0

gegen K : λ < λ0 (λ0 > 0).

Aufgabe 17 (4 Punkte) [Maximum-Likelihood-Schätzer, Randmaxima]

X1, . . . ,Xn seien unabhängige, N(ϑ, 1)-verteilte Zufallsvariablen, wobei ϑ ∈ R+. Bestimmen

Sie den Maximum-Likelihood-Schätzer ϑ̂n für ϑ und zeigen Sie, dass
√
n
(
ϑ̂n − ϑ

)
im

Allgemeinen nicht asymptotisch normalverteilt ist.

Aufgabe 18 (4 Punkte) [Cramér-Rao-Schranke]

Sei PX =
{
PX
ϑ = fϑ(x)μ : ϑ ∈ Θ ⊂ R

}
, Θ offen, mit

(i) ∂
∂ϑfϑ(x) messbar μ-f.ü. ∀ϑ ∈ Θ ;

(ii) ∂
∂ϑ log fϑ(x) messbar μ-f.ü. ∀ϑ ∈ Θ ;

(iii) 0 < Eϑ

(
∂
∂ϑ log fϑ(X)

)2
< ∞ ∀ϑ ∈ Θ;

(iv) ∂
∂ϑ

∫
fϑ(x)μ(dx) =

∫
∂
∂ϑfϑ(x)μ(dx) ∀ϑ ∈ Θ .

Ferner sei γ = γ(ϑ) differenzierbar und d = d(X) ein erwartungstreuer Schätzer für γ = γ(ϑ)

mit

(v) ∂
∂ϑ

∫
d(x)fϑ(x)μ(dx) =

∫
d(x) ∂

∂ϑfϑ(x)μ(dx) ∀ϑ ∈ Θ .

Zeigen Sie:

a)

Var(d(X)) ≥ (γ′(ϑ))2

Eϑ

(
∂
∂ϑ log fϑ(X)

)2 .

b) Falls die untere Varianzschranke angenommen wird, so gilt

d(X) = γ(ϑ) +
(γ′(ϑ))2

Eϑ

(
∂
∂ϑ log fϑ(X)

)2
∂

∂ϑ
log fϑ(X) Pϑ-f.s.

Aufgabe 19 (4 Punkte) [Neyman-Pearson-Ansatz]

Für n ∈ N sei Pϑ(N = n) = (1 − ϑ)n−1ϑ. Geben Sie einen UMP-Test zum Niveau α = 0.05

für H : ϑ = 1
2 gegen K : ϑ = 1

4 an. Wie entscheiden Sie sich bei beobachtetem N = 5 ?

Berechnen Sie die Güte des Tests.


