Prof. Dr. Josef G. Steinebach SS 2012

3. Ubungsblatt zur Vorlesung ,,Stochastische Prozesse*

Abgabe: Montag, 23.04.2012, 9.50 Uhr, in Seminarraum 2

Aufgabe 3.1 (miindlich) [Faltungshalbgruppe]
Zeigen Sie, dass die Brown’sche Halbgruppe (p):>0 mit

Ho = €0, Mt:N(Oat)v t>0,
eine Faltungshalbgruppe ist.

Aufgabe 3.2 (4 Punkte)  [Operatoren-Halbgruppe eines Markov-Prozesses]
Eine Familie {T'(t) : t > 0} beschrénkter linearer Operatoren auf einem Banach-Raum L heift
(Operatoren-) Halbgruppe, falls

(i) T(0)f =f furalle felL,
(ii)) T(s+t)f =T(s)oT(t)f firalle fe L und s,t>0.

Sei nun X = {X;};>0 ein Markov-Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) mit
Zustandsraum (R, B) und Ubergangswahrscheinlichkeiten Py(z,C), t >0, z € R, C € B. Ferner
bezeichne B(R) den Banach-Raum der beschrénkten, Borel-messbaren, reellwertigen Funktionen
auf R und

T(0)f = [ f)Pady) VP BE) 20,
Zeigen Sie, dass {T'(t) :t > 0} eine Operatoren-Halbgruppe auf B(R) bildet.

Aufgabe 3.3 (4 Punkte) [infinitesimaler Erzeuger]

Seien { X, }nen und {Y,}nen zwel unabhéngige i.i.d. Folgen exponentialverteilter Zufallsvariablen
mit Parameter A bzw. p. Betrachten Sie nun ein System mit zwei Zusténden (An (0), Aus (1)),
das zunéchst fiir die Zeit X7 an ist, dann fiir die Zeit Y7 aus, dann wieder fiir die Zeit X2 an,
usw.. Zeigen Sie, dass sich dieses System als Markov-Prozess modellieren ldsst und geben Sie den
zugehorigen infinitesimalen Erzeuger an.

Aufgabe 3.4 (4 Punkte)  [Operatoren-Halbgruppe]

Sei {X;}i>0 ein reellwertiger Markov-Prozess mit Anfangsverteilung p und zugehoriger Operatoren-
Halbgruppe {T'(t) : t > 0} auf B(R) gemiB Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass durch p und
{T'(t): t > 0} die endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses eindeutig festgelegt sind.



