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Aufgabe 7.1 (mündlich) [Poisson-Prozess]
Sei {Nt}t≥0 ein Poisson-Prozess mit Intensität λ. Beweisen Sie mit Hilfe der Submartingal-
Ungleichungen, dass für t→∞ gilt

Nt

t

P−→ λ.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 4.4.

Aufgabe 7.2 (4 Punkte) [Poisson-Prozess]
Sei {Nt}t≥0 ein Poisson-Prozess mit Intensität λ und isotonen Pfaden. Beweisen Sie, dass für
t→∞ gilt

Nt

t
−→ λ P -f.s. und

Nt − λt√
λt

D−→ Z,

wobei Z
D∼ N (0, 1).

Aufgabe 7.3 (4 Punkte) [Separabilität]
Sei {Xt}t≥0 ein reellwertiger, separabler stochastischer Prozess auf (Ω,A, P ). Zeigen Sie:

a)
{
ω ∈ Ω : t 7→ Xt(ω) ist stetig in t0

}
∈ A für alle t0 ≥ 0.

b)
{
ω ∈ Ω : t 7→ Xt(ω) ist gleichmäßig stetig auf [0,∞)

}
∈ A.

Aufgabe 7.4 (4 Punkte) [gleichgradige Integrierbarkeit]
Sei {Xn}n≥1 ein inverses Submartingal bzgl. der absteigenden Filtration {An}n≥1. Zeigen Sie,
dass die Familie {Xn}n≥1 gleichgradig integrierbar ist, falls lim infn→∞E(Xn) > −∞ gilt.


