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Einleitung

In der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik bisher meistens:
Modelle fiir Folgen X7, Xs,... unabhéingiger (identisch verteilter) ZV.
Ausnahme: Martingalfolgen

Fiir Anwendungen werden benotigt :

1) Modelle fiir die kontinuierliche Beobachtung von Zufallsphdnomenen (z.B. die

Bewegung von Partikeln, Aktienverlaufe, Anfragen bei Bedienungssystemen, medi-

zinische Messkurven u.v.m.)

2) Modellierung anderer Abhéngigkeitsstrukturen  (Zahldaten, Markov-Prozesse,

Martingale in stetiger Zeit, stationére Prozesse usw.)

Definition. FEin stochastischer Prozess ist eine Familie {X;},er von Zufalls-
variablen X;: (Q, A) — (X,B) auf einem W-Raum (Q,A, P).

Bezeichnungen: T — Parameter- oder Zeit menge,

X — Zustandsraum.

Die Funktionen t — Xi(w), w € Q fest, heiffen Pfade des Prozesses (und

modellieren 1.A. das zeitlich dynamische Verhalten eines stochastischen Systems ).

Andere Schreibweisen: {X(¢)}ier, {X(t):te€T}.

Eigentlich: (t,w) — X(t,w) = Xy(w).
Beispiele
— Angzahl der bis zur Zeit t eingetretenen Versicherungsfille,
— Wert einer Aktie zur Zeit t,

— Position eines Teilchens zur Zeit ¢,



— Wartezeit eines Kunden, der zur Zeit t eintrifft,
— Lange einer Warteschlange zur Zeit ¢

u.v.11.

Aufgaben :

— Konstruktion stochastischer Prozesse mit bestimmten Verteilungs- und Pfadeigen-

schaften ,
— Bestimmung wichtiger Kenngrofien ,
— Asymptotik fiir t — oo,

[ — statistische Analyse des Modells: Zeitreihen ] :

Hier: Ausgewahlte Kapitel aus der Theorie stochastischer Prozesse, insbesondere in

stetiger Zeit, z.B.
— allgemeine Martingale ,

— Prozesse mit unabhéngigen, stationdren Zuwéchsen (z.B. Brown’sche Bewegung,

Poisson-Prozess etc.) ,
— Markov-Prozesse ,
— stochastische Integrale und Differentialgleichungen ,

— Anwendungen in der Finanzmathematik .

Die Angabe eines stochastischen Prozesses erfolgt oft durch die Angabe von

T, dem Parameterraum,
(X,B), dem Zustandsraum,

PXH,___, x;, » den gemeinsamen Verteilungen aller je endlich vielen ZV. X ,..., X

n *

Bemerkung. Dies reicht nicht zur eindeutigen Festlegung von {X;}ier aus!

Beispiel. Seien T = [0,1], (X,B) = ([0,1],[0,1]NnB) und U: (Q,A) — (X,B) mit
PU=u)=0 VYu. Setze

X, = 0, telo,1];

v~ {1 C falls U=t,
0 , sonst.



Dann sind  {X;}sep1) und {Yi}iep,1) stochastische Prozesse mit denselben , endlich-

dimensionalen Verteilungen “, denn

n

P((Xoo X0) # (i3 %)) = P O{X, #£Y0)) £ Y PW0=t) =0,

i=1
aber z.B.
P( sup X; < %) = 1, jedoch
0<t<1
P{ sup thé) = 0, also
0<t<1

Vorsicht bei ., Ereignissen “, die durch iiberabzahlbar viele Bedingungen festgelegt

sind. Daher macht man i.A.

» Regularitdtsvoraussetzungen “, z.B. Stetigkeit (Rechts-, Linksstetigkeit) der Pfade o.4.

Mathematische Grundlagen :

Allgemeiner Maf- und Integralbegriff

—  Grenzwertbegriffe der W-Theorie,

bedingte Erwartungswerte und bedingte Verteilungen,

— Martingalkonvergenzsatze .

Grundlegend fiir die Konstruktion stochastischer Prozesse ist die Beantwortung folgender

Frage:
Fir T (#0) sei {u,, 1, : t; €T, paarweise verschieden (p.v.)} ein System endlich-

-----

dimensionaler Verteilungen, d.h. die py, 4, sind W-MaBe auf (X", B").

Existiert dann ein W-Raum (2,4, P) mit einem stochastischen Prozess {X;}ier,
X Q— X, derart, dass

Vi, .. tp, €T, pov?

Notwendige ,, Konsistenz “ -Bedingungen :

(K1) poty,otnitnin (B X X) = gy 0, (B) ¥V BeB";

(K2) Fiir jede Permutation 7 von (1,...,n) gilt:

fity,...t (B) = M1y trr(n)(Bﬂ'> V BebB", wobel

.....

B, = {(xﬂ(l),...,xﬁ(n)) Sz, 1) € B}.



