I Konstruktion stochastischer Prozesse

1 Der Existenzsatz von Kolmogorov

Gegeben: X — polnischer Raum
B — o-Algebra der Borel’schen Teilmengen
T — nicht-leere Parametermenge
[t,...t. — konsistente Familie, endlich-dimensionaler Verteilungen,

d.h. (K1), (K2) gelten (auch , projektive Familie “ genannt)

Satz 1.1. (Kolmogorov) Es existieren ein W-Raum (2, A, P) und ein stochastischer
Prozess {Xi}tier, Xi: Q — X, derart, dass

Pyt = PXH 77777 Xy, th,...,tneT, p.v.

Beispiel 1.1. (Produktmafe)

a) T'=N=1{1,2,...}, (X,B) polnischer Raum und (p,) Folge von W-Mafien auf
B. Setzt man

so bilden die p;,

denn
k
(1) i (B3 X) = (@ s, )(B) - i, (X)
v=1 N——
1
== /’[‘7,1 ,,,,,, ik (B> ’
k
(2) Hiy ... iy, (Bil Koo X Blk) = i, (B'lu)

k
Z Tttty (Betin) = ttinyom(in) (Brginy X+ X Bagiy) -

Dies liefert die Existenz einer Folge unabhéngiger ZV. auf (Q,A4,P) mit
Verteilungen Px, = p,, n € N.



b) T iberabzéhlbar, (X,B), (4, 4, wiein a).

Liefert analog die Existenz einer Familie unabhéngiger ZV. auf (2,4, P) mit
Verteilungen Px, =, t€T.

Bemerkung 1.1. Die obige Konstruktion ist bei einem beliebigen Messraum (X', B)

moglich .

Beispiel 1.2. (Poisson-Prozess) T = [0,00), (X,B) = (R',B').

Fir A > 0 (fest) bezeichne m); die Poisson-Verteilung mit Parameter At (¢ > 0),
To==¢g. Fur 0<t; <ty < ... <tp, N1,...,Ng ENo, wahle

Fiir beliebige t, >0 (p.v.) sei ¢ Permutation mit 0 <t¢; <...<t; . Setzt man

i

fity oot (B) 1= iy tik(Bi%

so bilden die 4, ., eine konsistente Familie.

Dies liefert einen stochastischen Prozess {N;}i>o auf (2, A, P):
(1) NO =0 P—fS,

(2) {N:}i>0 besitzt unabhéngige Zuwéchse, d.h. fir 0 <ty <t; <... <t gilt:
Die ZV. N, — Ny,...,N;, — N, _, sind unabhangig;

(3) {N:}i>0 besitzt stationdre Zuwichse, d.h. die Verteilung von N,—N, (0 < s < t)

hangt nur von ¢t —s ab.

Beispiel 1.3. (Wiener-Prozess) T = [0,00), (X,B) = (R!, B!).
Fur 0 <t < ... <t, wahle man

Pyt = QDy,Di+Ds,....Di+4Dn
mit (auf einem geeigneten W-Raum) (@)-) unabhéngigen, N(0,t¢, — t,_1)-verteilten
ZIN.D,, v=1,...,n (ty := 0, N(0,0) := g9), und fiur beliebige ¢, > 0 (p.v.),
7 Permutation mit 0 <) <... <trp) :

/’Ltl ,,,,, tn (B) - /’Ltﬂ.(l) ..... tﬂ(n) (BTI') .

Dann bilden die i, .4, eine konsistente Familie endlich-dimensionaler Verteilungen und

.....

der zugehorige stochastische Prozess {X;}:>0 besitzt unabhéngige, stationédre Zuwéchse.

Insbesondere gilt , dass

Px, = N(0,t) Vt>0.

t



Beispiel 1.4. (Markov-Ketten) T =N, (X,B) diskret, z.B. 0.B.d.A. = (N,P(N)).

Seien (pi(O))Z.eN ein W-Mafl und P = ((pw)) eine ,, stochastische Matrix “, d.h.

ijEN
o0
p; >0 Vi, jeN, > py=1VieN,
j=0
Fir 0<n; <...<np=:n; iy,...,0; € N, wihle man zunéchst

to1,...n({(io, - in) ) = Dig(0) Pigiy ** * Pin_yin »

dann

-----

und fiir Permutationen der Indizes nq,...,n; analog zu den Beispielen 1.2/1.3.

Dann bilden die i,  », eine konsistente Familie. Beachte z.B., dass

.....

Hny,...ongmg (Bk X N) = Z Z Hony,.ongimp ({(Zla ce 7ik+1)})

(il ..... ik)GBk ’L'k+1€N

Der zugehorige stochastische Prozess {X,, }nen, auf einem geeigneten W-Raum (€2, A, P)

bildet eine ,, homogene Markov-Kette © mit Anfangsverteilung

P(Xo=1i9) = pi,(0), o€ Ny,

und Ubergangswahrscheinlichkeiten

P(Xyp1 =11 Xn =1) = Dipir» %0,01 €N, neNy.

{X,} besitzt die (elementare) Markov-Eigenschaft, d.h.

P Xy, = k41 | Xoy = iy, Xg = o)

= P(Xo,, =ir1| Xny =ik) , €Ny, 0<ng < ... <nyyq.
Beachte z.B.

P(Xn+1:in+1|Xn:Z.n7“-7X0:i0)

P(Xo=io,..., Xnt1 = ins1)
P(Xo = i0, -2 X — i)

Pio(0) Digiy = Pininas
pio (0) pioi1 e pin,lin

= Pinini1>



sowie
P (XnJrl = Z‘n+1> Xn = Zn)
P(X,, =1i,)

< Z Z pl()( )p'LOZl e pin—lin> pinin—O—l

Konstr. in—1

Z Z plo( )pioh 0 Dig_vin

in—1

P (Xn-l—l = in—l—l |Xn = Zn) =

Piningr -

Die (so genannten) n-schrittigen Ubergangswahrscheinlichkeiten

P = P(X, =j|X=1)
[ = P(Xpsn=7j|Xm=1) | (Homogenitt)

berechnen sich fir n > 2 zu

pgl) = Z Diky Pkiks *°° Pkp_1,j

.....

bzw. in Matrix-Schreibweise :
@) = B = P,

Es gelten die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen :

n+m szk pk] :

Die Theorie der Markov-Ketten ist sehr reichhaltig und hat bereits vielfdltige Anwen-
dungen; vgl. z.B. Chung (1967), Fahrmeir-Kaufmann-Ost (1981), Ferschl (1970) u.v.a.

Fiir weiterfiihrende Entwicklungen reicht dieser Begriff aber i.A. nicht aus. Wir werden

deshalb i.F. allgemeine Markov-Prozesse untersuchen, die auf allgemeinen (reguléren)

bedingten (Ubergangs-) Wahrscheinlichkeiten basieren .




