12 Das Black—Scholes—Modell

Black & Scholes (1973): Bewertung einer europdischen Option auf (z.B.) 1 Aktie

Asset-Prozess: dSpy = rSo.dt (risikolos, Zinsrate r);

dSiy =: dS; = Si(pdt + odW,;) (risikobehaftet ).
Setzt man Sy = 1, sogilt: Sp; = €, t>0.

Bezeichnet Sy den Aktienpreis z.Zt. 0, so erhédlt man:
2

Sy = Sy exp{(,u—%)t + aWt}, 0<t<T,
. Ausiibungszeitpunkt

{1og (S:/So) }ogth ist ein  Wiener-Prozess (mit Drift ).

Daraus resultieren die folgenden Eigenschaften des Modells:

— 5; ist log-normalverteilt ;

— Pfade des Prozesses sind stetig;

- bzw 5t — 5
S ‘ Ss
(unabhéngige relative Zuwéchse);
St - Ss D St—s - SO

S B So

0<s<t, sind unabhingig von A,

0<s<t (stationdre relative Zuwichse).

Strategie: ¢ = {0 }o<i<r = {(Hot, Hi) }o<t<r ist ein an {A;}o<i<r adaptierter (bzw.
progressiv messbarer) Prozess, der die Anteile Hy; bzw. H; des risikolosen bzw.
risikobehafteten Assets z.Zt. ¢ modelliert.

Wert des Portfolios: V; = Vi(¥) = HotSor + HiS:.

Analog zum diskreten Modell definieren wir selbstfinanzierende Strategien :

diskret : AV, () = Vo (9) =V, (9) = 19n+1 (Sns1— Sn);

|
kontinuierlich:  dVi(¥) = Hy;dSos + HydS:;

T
Voraussetzung : / |Hosldt < oo P-fs., / HYdt < oo P-fs.;
Dann gilt : / Hy:dSo: = / HOtre dt und

T T
/ Ht dSt = / (Ht St M) dt + / (Ht St O') th
0 0 0

sind wohldefiniert, da ¢t —— S, stetig ist auf [0,7], also auch beschrénkt .
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Definition 12.1. Fine Stmtegie ¥ = {ﬁt}ogth = {(HO,t,Ht)}Ogth h@lﬁt

selbstfinanzierend , falls

T T
(1) / |Hoyldt + / HXdt < oo P-fs.;
0 0

¢ ¢
(2) HotSor + Hi Sy = HooSoo + HoSo + / HysdSos + / H,dS, P-fs.
0 0

Bezeichnet §t = e S, 0 <t <T, wieder den diskontierten Asset-Prozess der
risikobehafteten Anlage, so gilt folgendes Analogon zu Satz 10.1:

Satz 12.1. Sei v = {(Hoy, Hi) }o<i<r adaptiert (progressiv messbar) und gelte
(1) aus Definition 12.1. Setzt man V,(9) := e " V,(¥), so gilt:

t
¥ st selbstfinanzierend <= Vi(9) = Vp(9) + / H,dS, P-fs. VO<t<T.
0

Aquivalentes Martingalmaf:

Sei {Wi}i>o ein Wiener-Prozess (mit stetigen Pfaden) und {A;};>0 die kanonische
Filtration (mit den iiblichen Bedingungen ).

Es gilt der folgende Satz:

Satz 12.2. (Girsanov)  Sei {0:}o<t<r adaptiert (progressiv messbar) mit
fOT53<oo P-f.s und definiere {Li}o<i<r gemaf

t 1 t
L, = exp{—/édeS - 5/5§ds}.
0 0

Setzt man Pp := Ly P (Dichte-Mafl), so bildet {Wt}ogth mat

—

t
Wt = Wt+/5sd8
0

einen Wiener-Prozess (beziiglich {Ai}o<i<r) unter P .

Eigenschaften von {/th}ggtST = {W;+dt}o<i<r (Spezialfall) unter P :

(1) Stetige Pfade ( P-fs.), da {W;+dtho<i<r P-f.s. stetige Pfade besitzt und Py,

zu P aquivalent ist;
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(2) Unabhéngige, stationéire Zuwéchse, denn fir 0 <s <t, u,v € R gilt:

Ep, exp {u Ws + U(Wt - Ws)}

2
= EPGXP{UW5+U(Wt—Ws)+5(us+v(t—s)) —5WT—%T}

2 U2

= exp{%s—i-?(t—s)}.

[ Motivation: Die Verschiebung wird durch L; kompensiert . ]

Bewertung und Hedging von Optionen :

Es wird sich auch hier zeigen, dass es ein zu P aquivalentes W-Mafl P* gibt, unter
dem der diskontierte Asset-Prozess {S;}o<i<r, S =€ S;, ein Martingal bildet.

Aus der stochastischen Differentialgleichung dS; = S; (udt + o dW,; ) folgt iiber partielle

Integration :

dS, = —re"'S,dt + e tdS,
= §t((,u—r)dt + odWy) .

Wahlt man W, = W, + =2t =: W, 4+ 6% t, also ocdW, = o dW, + (u —r)dt, so ergibt

g

sich :
dgt == §t o th .
Nach dem Girsanov—Theorem (Satz 12.2) ist

(5*2
P = exp{—é*WT— 5

T} P
ein zu P &quivalentes W-Maf3, unter dem {Wt}OStST einen Wiener-Prozess bildet .

Nach Beispiel 11.2 gilt P*- (und damit P-) f.s.:

. 2

Sy = goexp{awt—%t}, 0<t<T,

und {S,}ocycr ist P*-Martingal .
Man beachte, dass die Definition des stochastischen Integrals unter dem Wechsel zu einem
aquivalenten W-Mafl P* unverandert bleibt, denn allgemein gilt :
X, 5 X = v{X,}c{X) I {X ) {X,}: (X} =X
P —f.s.

<= XniX.
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Wir werden jetzt ,, europaische Optionen “ bewerten unter ,, zuldssigen Strategien “ im

Sinne folgender Definition :

Definition 12.2.

a)  Eine Strategie 0 = {VU;}o<t<r = {(Hot, Hi) }o<t<r heifft , zuldssig “, falls sie
selbstfinanzierend ist und falls fir {XN/t(??)}OStST, XN/t(ﬁ) = Hy:+ H; §t, qgilt :

(al) V,(¥) >0 VO<t<T,

~ 2

(a2) E*< sup Vt(l‘})> < 00;

0<t<T

b)  Eine , Option “ h, d.h. eine Ar-messbare Funktion h, heifit , duplizierbar “,
falls gult:

(bl) E*(h?) < oo,

(b2) h = Vy(¥) fir ein zuldssiges {U; o<i<r -

Im Black-Scholes-Modell gilt nun der folgende zentrale Satz:

Satz 12.3. Sei h eine duplizierbare Option und ¥ = {J:}o<i<r eine zuldssige
Strategie mit h = Vp(¥). Dann folgt:

Vi) = E* (e Dh|A) Pfs. VO<t<T,
insbesondere

Vo(W) = E*(e""h) P-fs.

Der Wert E* (e*T(t*t) h ‘ .At) heifst , Preis “ der Option h zur Zeit t.

Ferner gilt:

Satz 12.4. Im Black-Scholes-Modell ist jede Option , die durch eine Ap-messbare,
nicht-negative L£2?(P*)-Funktion definiert ist, duplizierbar .

Zum Beweis benotigen wir das folgende Ergebnis (Vgl. Karatzas-Shreve (2005), Kap. 3) :
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Sei {M}o<i<r L*-Martingal beziiglich der Filterung {Ai}o<i<r des Wiener-
Prozesses (stetige Pfade, tibliche Bedingungen ). Dann gilt:

Es gibt einen adaptierten (progressiv messbaren) Prozess — {Hi}o<i<r — mit
E(fOTHtht) < oo derart, dass P-f.s. gilt:

t
Mt:M0+/Hdes vVOo<t<T
0

(Darstellung von L2-Martingalen ).

Bemerkung 12.1. Falls h = f(Sr), z.B. h =[S — K], (europaischer Call) oder
h = [K —Sr], (europiischer Put), so ergibt sich V;(¥) = F(t,S;) mit einer geeigneten
Funktion F(t,z): [0,T]xR — R :

Vi) = E*(e7"0 f(Sr) | A
= B (7T f(S, 6T ea(WT—Wt)—é(T—t)) |A).
Da S; A;-messbar ist und WT—fV[Z unabhéngig von A; (unter P*), ergibt sich mit
F(t,z) = E* (e—r(T—t) f(xer(T—t) ea(WT—W})—ﬁ(T—t)))
sofort: Vi(9) = F(t,S).
Wir bestimmen die Funktion F(t,z) fiir européische Call- und Put-Optionen:
Da Wy — Wt 2 VT —tZ, P;=N(0,1), erhilt man

fur fo(z) =z — K], :

Setzt man 7=7T —t¢ und

long—l—'r—i-”—QT
7 = (/27\/; 2), 2 = 21— 0T,

so gilt :
0,2
[er T g eoxVT=i=7 (T=1) _ K|, >0 <= 2>-z <+ —2<zn.

Damit ergibt sich:

@

F.(t,x) :/ (ze” ”_#—Ke_”) 12 5 4z
_ m

22

- ¥

2
_Z
e 2 dz.

z2 2
_ / (I e Tz=%5" Kefr'r)

[e.9]

Q‘

2
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Transformiert man im 1. Anteil des Integrals
Z =24+ o1, dZ = dz,

so erhélt man mit ®(z) = P*(Z < 2):

F.(t,x) = 2®(z1) — Ke "7 D(z7).

Mit denselben Uberlegungen und Bezeichnungen (oder tiber die Call-Put-Paritat ) ergibt

sich fiir die européische Put-Option, also

fir fo(z) =[K — 2], :

Fy(t,z) = Ke "7 ®(—2) — 2®(—2)

[ Black-Scholes-Formeln } .

Abschlielend zeigen wir noch, dass es moglich ist, eine Hedge-Strategie fiir Optionen

h = f(Sr) explizit zu bestimmen :

Wir haben V,(¢9) = e F(t,5,) und wollen annchmen, dass F € C=([0,T] xR), was
z.B. fiur Call- und Put-Optionen erfiillt ist .

Mit F(t,z) == e "' F(t,xe") ergibt sich, dass V,(9) = F(t,5,).
Uber die Ité-Formel erhélt man :

F(t,S;) = F(0,5)) + / Fi(s,Ss)ds + / F,(s,Ss) dS
0

0

Wegen dS; = S,odW,, gilt d(S,S), =02 52ds und

t N t
F(t,Sy) = F(0,S)) + /an(s,Ss)Sdes + / Kyds,
0 0

mit geeignetem K.

Da V,(9) = F(t,S,) P*-Martingal und die Darstellung von Ito-Prozessen P*-f.s. ein-

deutig ist, muss K, =0 P*—f.s. gelten und somit:

t
F(t.3) = F(0.5) + / o Fu(s, §.) 5. dW.
0

- tOF ~ ~
= F il d
(0,S0) + N (s,S5)dS,,

61



also

~ tOF ~ ~
T) = Vo) + / OF  5.)ds,.
0 Ox
Folglich ist
oF , = OF
Ht — E(t,st) — %@,St)

geeignet . Mit Hy, = f(t7 §t) — H, gt ist ¥ = {(Hoy, Hy) }o<t<r zuldssig mit

Vr(W) = e"TVp(9) = e"TF(T,Sy) = F(T,S7) = f(Sr).

Bemerkung 12.2. In der obigen Herleitung ist die Darstellung von £2-Martingalen als

stochastische Integrale nicht benutzt worden .

Fiir die europaischen Call- bzw. Put-Optionen ergibt sich :

OF,
ox

or,
ox

(t,x) = P(z) und (t,x) = —P(—21).

Sprechweisen : Hat der Wert V;(¢) eines Portfolios zur Zeit ¢ eine Darstellung V;(¥) =
U(t,S;), so nennt man

g_\i}(t’ S;) : ,Delta“ der Option,
0?w :
w(t’ Sy) : ,,Gamma “ der Option,
%_f(t’ S;) : , Theta“ der Option,
g_\f(t’ S) o, Vega * der Option,

wobei o die ., Volatilitat “ des Asset-Prozesses bezeichnet.
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