2 Halbgruppen von I“Jbergangswahrscheinlichkeiten.
Markov-Prozesse

Im Folgenden sei (X,B) ein (polnischer) Messraum und 7' = [0,00) oder 7' = Nj.

Definition 2.1. Fine Familie (P)ier von Ubergangswahrschemlichkeiten auf
(X,B) mit

(21) Py = PP, VsteT

heifit  Halbgruppe von Ubergangswahrscheinlichkeiten auf (X,B).

Zu den Bezeichnungen :

P,: XxB—10,1 mit

(i) B — Pf(z,B) W-MaBlauf B Vze X,
(i) = +— P(z,B) B-messbar V B € B.

Interpretation: Py(z, B) beschreibt die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs von z nach
B in der Zeit t.

Hierbei ist P, P, wie folgt definiert :
pspt(xaB> = /Ps(yaB)Pf/(mdy)

(totale Wahrscheinlichkeit des Ubergangs von z nach y gemdB P,(x,+) und des
anschlieBenden Ubergangs von y nach B gemiB PS(-,B)).

Die Relationen (2.1) heien Chapman-Kolmogorov-Gleichungen .

Wegen s+t =1t+s ist die Halbgruppe automatisch kommutativ, also P, P, = P, P;.

Wir nehmen im Folgenden stets an, dass Fy =1, wobei

(22) I(x,B) = £,(B) = { L xEB} = Ip(z)

0, sonst

den (so genannten) , Einheitskern “ bezeichnet .

Beispiel 2.1.
a) (X,B)=(N,P(N)), T=N,, P stochastische Matrix

Dann erhalt man mit

Pl(i, B) = P(Z, B) = Z pij und
jEB
P, = P!



eine Halbgruppe von Ubergangswahrscheinlichkeiten. Es besteht offenbar eine
Bijektion zwischen den stochastischen Matrizen P iiber N x N und den Uber-
gangswahrscheinlichkeiten P = P; auf (N,P(N)).

b) Seien (X,B) = (R}, B') und (u)ier eine Faltungshalbgruppe von W-Maflen auf
B, dh. pss=ps*p; (s,t €T). Dann liefert

P(x,B) = (B —x) = Bildma8l von p; unter der Translation y — y+x

eine (so genannte) Faltungshalbgruppe von Ubergangswahrscheinlichkeiten . (P,)

ist translationsinvariant (bzw. rédumlich homogen ), d.h. es gilt

P(z,B) = P(x+z2,B+2z2) Vz,2€ X, BeEB.
Speziell :

1) g = N(0,t) (t>0), po=-¢eop, Brown’sche Halbgruppe;
2) g = m (t>0), pwo=-¢ep, Poisson’sche Halbgruppe;

3) Fir 0 < a<2; v >0, seien (u;) W-Mafle mit charakteristischen Funktionen
oi(1) = exp(—yt|7|*), 7€&R (stabile Verteilung der Ordnung «). Die
(u¢) bilden wegen ¢,y = @4, eine Faltungshalbgruppe;

a=2,v= % . Brown’sche Halbgruppe;

a=1, y=1: Cauchy’sche Halbgruppe.

Der entscheidende Satz ist nun:

Satz 2.1. Seien (X,B) ein polnischer Messraum, T = [0,00) oder T =Ny, pu
ein W-Maf$ auf B und (P;)ier eine Halbgruppe von Ubergangswahrscheinlichkeiten
auf (X,B).

Dann existiert ein stochastischer Prozess {X;her auf (Q,A, P) mit Zustandsraum

(X,B) und endlich-dimensionalen Verteilungen (fir t, <...<t,, B € B")

(2.3) py,..t,(B) = / . -/IB(Il, ey Tn) Pt (Tn-1, dTn) - - - Py (%o, dz1) p(dT0),
=

t..t,(B), m beliebige Permutation .

Bemerkung 2.1. Bei gegebener Halbgruppe (P)ier von Ubergangswahrscheinlich-
keiten hangt das W-Mal P im Satz 2.1 nur von p ab, also P = P*. Die endlich-
dimensionalen Verteilungen sind festgelegt durch (fir t; <...<t,; By,...,B, € B):



(24) PH(Xy, € By,..., X, € B,)
(2.3)
= / / - /Ptntn_l(:z:nl, dxy,) - - Py, (2, dxy) p(dzy) .
X B B
Fir p=e, schreiben wir P* = P® und erhalten:

(25)  P*(X,, € By,.... X, € B,) — / /Ptn_tn1(xn_1,dxn)---Ptl(x,dxl).

By By

Ein Vergleich von (2.4) und (2.5) liefert:

(26)  PHA) = /Px(A)u(dx) VAcA,

da die Zylindermengen einen N-stabilen Erzeuger von A bilden.
Beachtet man, dass wegen (2.5) fiir n=1 (tc =0) noch P*(X; € B) = Pi(z, B) bzw.
(27)  PMX, € B) = / Py(x, B) uldz),

gilt, so lasst sich in der Tat der Prozess {X;} als ein stochastisches Modell fiir die Position

eines Teilchens zur Zeit ¢ interpretieren (unter den Ubergangswahrscheinlichkeiten P ).

Mit Py = I ergibt sich noch
(2.8) PH(Xo€eB) = u(B), BebkB,

d.h. p kann als Anfangsverteilung des Teilchens (z.Zt. t =0) aufgefasst werden.

Wir betrachten die zu {X;};er gehorige (so genannte) kanonische Filterung {AY},cr,
d.h.

A = A(X;s<t), teT.

{AV} ist eine aufsteigende Familie von Teil-o-Algebren von A und X, ist nach

Konstruktion A;-messbar .

A? kann als die durch den Prozess {X,} bis z.Zt. t gegebene Information aufgefasst
werden (o-Algebra der t-Vergangenheit). Spéter werden auch feinere Filterungen
{A;}, d.h. Teil- o-Algebren A; C A mit A; 1T und X; A;-messbar, eine Rolle spielen.

{A% ist die grobste Filterung, fiir die gilt, dass X; messbar ist beziiglich der t-ten
Teil-o-Algebra .

{X;} ist nun ein Markov-Prozess im Sinne folgender
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Definition 2.2. FEin stochastischer Prozess {Xi}ier auf (Q,A, P), der messbar
ist beziglich einer Filterung {Ai}wer, heifft Markov-Prozess, falls gilt:

(29) P(X,€B|A,) = P(X,e B|X,) P-fs. VYs<t, BEB.

Die FEigenschaft (2.9) heifit , elementare Markov-FEigenschaft .

Bemerkung 2.2. Da die o-Algebren A, wieder von den endlich-dimensionalen

Zylindermengen erzeugt werden, gentigt es, statt (2.9) zu fordern

(2.10) P(X,€B|X,,,...,X,)) = P(X,€B|X,,) Vsi<..<s,<t, BEB.

Beispiel 2.2.

a) {X,}nen, Folge unabhéngiger ZV. (vgl. Beispiel 1.1);

b) {Xn}nen, Markov-Kette (vgl. Beispiel 1.4);

¢) {N¢}i>0 Poisson-Prozess (vgl. Beispiel 1.2);
d) {Xi}i>0 Wiener-Prozess (vgl. Beispiel 1.3);
)

e) {Xi}>0 Prozess mit unabhéngigen Zuwichsen, d.h. fir 0 <ty <t; <...<t,
sind die ZV. X, Xy, — Xy,,..., Xy, — Xy, , unabhangig.

Satz 2.2. Der gemdf$ Satz 2.1 existierende stochastische Prozess {Xi}ier ist ein

Markov-Prozess beziiglich der kanonischen Filterung {A?},or .

Ferner gilt fir s <t und B € B :

(211) P(X;€ B|AY) = P_(X,,B) P-s,

wobei mit P,_4(Xs, B) die ZV. ww— P_(Xs(w), B) bezeichnet ist.

Als abschlieSendes Beispiel betrachten wir noch:

Beispiel 2.3. (Markov-Kette in stetiger Zeit) T = [0,00), (X, B) = (No, P(Ny))

Seien A = (A ijen, €ine Matrix mit YolAijl <e Vi und A= ((aij))z‘jeNo mit
: ; :

)
! —Xi . i=J )
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Gilt A\;; >0 und ) A;; = Ai;, so sind die Matrizen
J#i

wohldefiniert (punktweiser Limes) und mit

P(i,B) = > py(t), i€Ny, BCNy,

jEB
ist eine Halbgruppe von Ubergangswahrscheinlichkeiten auf (No, P(No)) gegeben :
1) Mit A" = ((aﬁ?))), n=12,..., gilt: \agl)\ <
%) Pli,B) — /Ps(k,B)Pt(z',dk);
3) Pu(i,-) ist W-Mafl auf P(Np);

4) Ny = hmpi%(t) (i #7);

t—0
t—0 t
Folglich

4) pi(t) = Nijt + ot) (1 #7);
5) pu(t) = 1— Xt + ot).

Es gelten die Kolmogorov-Vorwartsgleichungen bzw. -Riickwartsgleichungen, ein System
von Differentialgleichungen fiir die p;;(¢), aus denen diese mit p;;(0) = ;; (prinzipiell)

bestimmt werden konnen:

Riickwartsgleichungen :
6) pi;i(t) = —Xipi(t) + %;i&kpkj(t) bzw.
6)) P'(t) = AP(t);

Vorwartsgleichungen :
7) pi(t) = —pi(t) Ny + gé:jpik(t) Akj  bzw.

) P(t) = P(t)A.

Bezeichnung: Die Matrix A heit (infinitesimaler) FErzeuger der Halbgruppe (Pt)
von Ubergangswahrscheinlichkeiten, die wiederum mit den Matrizen (]P’(t)) identifiziert

werden konnen .
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Speziell :  Poisson-Prozess

Seien )\i,iJrl:)\a)\ii:)\a)\ij:O (]<Z\/]>Z+1), d.h.

pi,i-i—l(t) = M + o(t),
pi(t) = 1 = At + o(t),
pij(t) = ot) (<iVji>i+l).

Mit der Anfangsverteilung p(0) = (p:(0)),_,,
Pn(t) := pon(t) (n =0,1,...) erhdlt man aus 6) das folgende Differentialgleichungs-

= (1,0,...) und der Bezeichnung

System :

0)=1
Pot) = —Apo(t) Pl po(t) = e M,
Pht) = —Ap@®) + Apot) "L pit) = e,

n = Atn
P = —ap®) + Apa) L0 pp = e

Der Poisson-Prozess bildet somit eine Markov-Kette in stetiger Zeit mit den obigen

Intensitdten und Anfangsverteilung & !
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