3 Prozesse mit unabhangigen, stationaren Zuwachsen

In diesem Paragraphen untersuchen wir eine wichtige Teilklasse von Markov-Prozessen .

Definition 3.1. Sei {X;her, T =Ny oder T =R, , ein stochastischer Prozess
auf (2, A, P) mit Zustandsraum (R BY). Man sagt, {X;} besitzt

a) unabhdngige Zuwichse <= V0<ty<t;<...<t,, neN:
Xig, Xty — Xigy - -, Xy, — Xy, , sind unabhangige ZV.;

b) stationdre Zuwdchse :<= VO0<s<t, s,teT:

Die Verteilung von X; — Xy hdngt nur von t—s ab.

Stochastische Prozesse {X;} mit unabhéngigen, stationdren Zuwéchsen erhélt man aus

Faltungshalbgruppen (p;) auf (R? B¢) und einer Startverteilung .

Satz 3.1. Seien (ui)ier, T =Ny oder T =R, , eine Faltungshalbgruppe und p
ein W-Maf$ auf (RY,B?). Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Der kanonische Prozess {X;} auf (R%)T, (BY)T) mit endlich-dimensionalen
Verteilungen gemafs (K1), (K2) und

(3.1)  Htortn = QXoXo+Yi, . Xo+Yit t+Yn s

wobes QX(),Yl ..... Y, = M ® Mty ® oty —ty & Moty —t, 1 fur 0= tO <...< tn7
besitzt unabhdngige, stationdare Zuwachse.

b) {X;} st ein Markov-Prozess beziglich der kanonischen Filterung {AY},cr,
A = A(X,; s <t), mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

(3.2) Pf(z,B) == m(B—2x), t>0,

und Startverteilung Px, = .

Satz 3.1 liefert zu jeder Faltungshalbgruppe (u;) kanonisch einen Prozess {X;} mit

unabhéingigen, stationdren Zuwéchsen und Ubergangswahrscheinlichkeiten P(z,B) =
(B — ).
Umgekehrt gehort zu jedem stochastischen Prozess mit unabhéngigen, stationédren

Zuwéchsen eine Faltungshalbgruppe, wie der folgende Satz zeigt :
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Satz 3.2. Fiir jeden stochastischen Prozess {Xitier, T =No oder T =Ry, mit
Zustandsraum (RY, BY) definiert

,U/t o= PXt7X0
eine Faltungshalbgruppe (p;) von W-Mafen auf B<.

Die endlich-dimensionalen Verteilungen von {X:}ier ergeben sich wie die des

kanonischen Prozesses gemaf (3.1) aus dieser Faltungshalbgruppe .

Wir betrachten jetzt stochastische Prozesse mit unabhéngigen, stationaren Zuwéachsen,
Parametermenge 7 = [0,00) und Zustandsraum (X, B) = (R4, BY).

Solche Prozesse besitzen eine Reihe von Regularitatseigenschaften, z.B.

Satz 3.3. {X(t)}>0 mit Zustandsraum (R? BY) besitze unabhdingige, stationdre
Zuwdchse . Ferner gelte X(0) =0 P-fs. —

Die Verteilung von X (t) ist unbegrenzt teilbar, d.h.
VneN 3 iid zV. Y, .. v\ X(t)

Zym o 4v ™ (¢ fest).

Betrachtet man die charakteristischen Funktionen ¢, (u) := Ee/®X®) 5o ergibt sich :
vo(u) = 1, @rs(u) = @i(u) ps(u).
Falls z.B. ;(u) rechtsstetigistin ¢ (V u € R? fest), so gilt:

(3.3)  w(u) = (cpl(u))t, t>0, ueR?.

Satz 3.4. {X(t)}>0 Dbesitze unabhdangige, stationdre Zuwdchse, X(0) =0 P-f.s.
und py(u) = Ee" X)) sei rechtsstetig in t =0 (V u€R? fest) —

a) ¢r = (p1)', wobei 1 charakteristische Funktion einer unbegrenzt teilbaren

Verteilung ist;

b) {X(t) >0 ist stetig nach Wahrscheinlichkeit, d.h.
Vig>0, ty—ty (n—00): X(tn) (L) X(to).

Beispiel 3.1. (vgl. Beispiel 2.1)

Poisson-Prozess, Wiener-Prozess, stabile Verteilungen (allgemein: Faltungshalbgruppen)
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Bemerkung 3.1. (vgl. Rogers & Williams (2000) , 1.28 )

Die charakteristische Funktion einer unbegrenzt teilbaren Verteilung hat eine ganz
bestimmte Struktur :

Satz 3.5. (Lévy-Khintchine-Darstellung)
a) Fir be R, ¥ e R™ positiv semidefinit und jedes Mafi v auf R\ {0}
mit
(3.4) / (|z|*A1)v(dz) <oo  (aAb:=min{a,b})
definiert die Funktion ¢ : R4 — C mit ¢(u) = exp ¥(u),

(3.5) W(u) = i(u,b)— %uTZu + / (e““””> —1—i{u,2)I{|2<1y) v(dz)

die charakteristische Funktion einer unbegrenzt teilbaren Verteilung auf B?

<(u,:1:) = i_zdjluixi, |z| = <x,x>)

b) Die charakteristische Funktion ¢ einer unbegrenzt teilbaren Verteilung auf B?
kann in der Form o(u) = expW¥(u) mit U wie in (3.5) dargestellt werden,
wober das Tripel (b, 2, V) durch die Verteilung eindeutig bestimmt ist .

Bezeichnung: v heifit das Lévy-Mafl zur unbegrenzt teilbaren Verteilung mit

charakteristischer Funktion .

Beispiel 3.1. (Fortsetzung, d=1, ¥ =: 02)

a) Poisson-Prozess: X(t) R 1

oi(u) = BeX® — exp {\t (e™ —1)},

also v = Mgy, 02=0, b=\t liefert die gewiinschte Darstellung .

b) Wiener-Prozess: X(t) R N (at, odt)

, t o%u?
pilu) = exp (iat — =25 ),

also v=0, o?= o2t, b=at.
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c) Cauchy-Prozess (stabile Verteilung der Ordnung o =1):

¢i(u) = exp(—7t|ul), ~v>0.

vt 1
T a2
(vgl. Rogers & Williams (2000) ) .

Wiéhle V(d.%) = I{0<|x|§1}, 02 =0=0b

Aus der Lévy-Khintchine-Darstellung erhilt man sofort :

Satz 3.6. Sei y charakteristische Funktion einer unbegrenzt teilbaren Verteilung
auf B mit Tripel (b,¥,v). Dann ezistiert ein stochastischer Prozess {X(t)}i>o
mit X(0) =0 P-fs. und Zustandsraum (R B%), so dass

we(u) = EetfuX®) — (gpl(u))t, t>0.
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