6 Stetige Modifikationen

{Xi}>0 sei ein stochastischer Prozess auf (9, A, P) mit Parametermenge 7" = [0, c0)
und Zustandsraum (X, B) = (R4, BY).

Als Erstes beweisen wir das folgende

Lemma 6.1. {X;};>0 (w.0.) besitze eine stetige Modifikation. Dann ist die Menge

C10,00) wesentlich beziglich der endlich-dimensionalen Verteilungen des Prozesses.

Gesucht sind also z.B. Bedingungen fiir die Existenz von stetigen Modifikationen

stochastischer Prozesse.

Satz 6.1. (Kolmogorov) Fir {X;h>o (w.0.) gelte die folgende Bedingung:
Ja>0,>0,c>0 Vs,te|0,00)

E|Xi—X,|* < c|t—s|'tP

—  Es existiert eine stetige Modifikation {)N(t}tzo von  {Xi}iso.

Bemerkung 6.1. Der Beweis von Satz 6.1 liefert sogar eine schirfere Aussage (vgl.
Bauer (2002), Satz 39.4 und Korollar 39.5):

Unter den Voraussetzungen von Satz 6.1 besitzt {X;};>0 eine Modifikation {)?t}tzo , SO
dass jeder Pfad ¢t +—— )?t(w) lokal Holder-stetig ist von jeder Ordnung v, 0 < v < f/a.

Beispiel 6.1. Sei {W;};>¢ ein Wiener-Prozess auf (9,4, P) .
0<s<t

Dann gilt: FE|W, — W, |4
=F (W/YtQ_s)2 = Var (Wtz—S) + (E Wt2—3>2 :

E Wt4— s

Man beachte: W,_, 2 VoIt —s| Wy, EW12 =1, VC”"(WE) = 2.

Damit gilt: Var (W2,) = (t—s)*Var (WE) = 2(t —s)?
(BW2)" = (t—sp
== E|\W,—=W,|* = 3|t—s]|?,

d.h., die Bedingung von Satz 6.1 gilt mit a=4, =1, ¢=3.

Fazit: Es gibt eine Modifikation {Wt}tzo , so dass jeder Pfad lokal Holder-stetig ist von
jeder Ordnung ~ < }l .
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Bemerkung 6.2.

a) Mit direkten Methoden ldsst sich diese Ordnung noch zu ~ mit 0 < 7 <
verschirfen (vgl. Csorgé & Révész (1981)) .

1
2

b) Diese Verschiarfung ergibt sich aus Satz 6.1, wenn man beachtet, dass gilt:
E|W, —W,|* = c,|t—s|™, «¢,= const.

—  Holder-Stetigkeit fiir v < %1 —
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