7 Rechtsstetige Modifikationen

Bei der Herleitung der Submartingal-Ungleichungen im stetigen Fall war vorausgesetzt

worden, dass ein rechtsstetiges Submartingal vorliegt.

Wir werden jetzt Bedingungen kennen lernen, unter denen diese Annahme gerechtfertigt

ist.

Satz 7.1. {Xi}i>0 sei ein an {A;}i>0 adaptiertes Submartingal und {A;}i>o
erfiille die , tiblichen “ Bedingungen (FO0), (F1). Dann gilt:

{Xitis0 besitzt genau dann eine rechtsstetige Modifikation, wenn gilt:

t — E X, ist eine rechtsstetige Funktion .

Fulls eine rechtsstetige Modifikation existiert, kann sie so gewdhlt werden , dass der

Prozess ein cadlag-Prozess ist, d.h., dass die Pfade in der Menge

D|0,00) := {t — x(t) | x st rechtsstetig und besitzt linksseitige Limiten auf [0,00)}

liegen.

Beispiel 7.1. (Poisson-Prozess)
Es existiert eine cadlag-Modifikation des Poisson-Prozesses (mit Intensitdt A > 0).

Sei D :={x: [0,00) — Np|z ist isotone cadlag-Funktion}. Es lésst sich sogar
zeigen (vgl. Bauer (2002), §41):

Es existiert eine Modifikation des Poisson-Prozesses mit Werten in D .
Man sagt, dass x € D nur ,, Springe der Hohe 1“ besitzt, falls

(0<) z(t) —x(t—) € {0,1} Vt>0.

Es gilt:

Satz 7.2. {N:}i>0 sei eine Modifikation des Poisson-Prozesses (mit Intensitdt \)
und Pfaden in D . Dann folgt:

a) 3 e A, P(Q) =1: t — Ny(w) besitzt nur Springe der Héhe 1 Y w € Qy;
b) Vg >03 Qe A, P(Qy) =1: t+—— Ny(w) st stetigin to YV w € Qy;

c) 3 €A, P(Q3) =1: t+— Ny(w) besitzt oo wiele Springe der Hohe 1
Vwe Qg 5
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Betrachten wir nun die ZV.
T, = inf{t >0: N, >n}, neNy,
sogilt Tp = 0 und
{T, <t} = {N,>n}, alsoist T, messbar,
sowie (vgl. Schmitz (1996), §10)
{T,, — Thi—1}n=12,. sind iid. Exp(\)-verteilt.
von iid. Exp(\)-verteilten ZV. in

folgender Weise ein Poisson-Prozess mit cadlag-Pfaden definieren, die oo viele Spriinge
der Hohe 1 besitzen:

Umgekehrt ldsst sich iiber eine Folge {7,,}n=12

geen

Da P( ﬂ{Tn>0}>:1a folgt fir 7o :=0, T, =1 +-4+7 (n=12,...):
n=1
0=T, < T < - < T, < - P-fs.

Setzt man, fir w € ﬂ{Tn >0},

n=1

< t < Tl(w),
1, Tl(W) < t < TQ(U})7

t < Tn+1(w>v
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so erhalt man einen Poisson-Prozess mit Intensitdt A, Np-wertig, mit P-f.s. rechts-
stetigen Pfaden und oo vielen Spriingen der Héhe 1 (vgl. Schmitz (1996), §10).
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