8 Separabilitat

Aufler den ., stochastischen Eigenschaften“ von Prozessen {X;}ier, T = [0,00) oder
T = Ny, die durch die konsistente Familie {Pth ,,,,, X, t; €T, neN } festgelegt sind,
sind zusatzliche ,, analytische Eigenschaften “, d.h. z.B. Pfadeigenschaften wie Stetig-
keit, cadlag o. dgl., wiinschenswert, etwa um Messbarkeitsproblemen zu begegnen.

Analytische Eigenschaften erfordern jedoch zunéchst zusatzliche Voraussetzungen.

Eine allgemeine Eigenschaft, die es gestattet, das analytische Verhalten von {X;}ier auf

das in abzahlbar vielen Punkten zuriickzufiihren, ist die Eigenschaft der ,, Separabilitét « :

Definition 8.1. Fin reellwertiger Prozess {Xi}ier auf (2, A, P) heifst separabel
= IS CT, Sabzihlbar (S=T): YweQ, teT I (s,) TS, s, —>t:
X, (w) — Xi(w) (n— o).
S heifit separierende Menge .

Beispiel 8.1.

a) Ist {Xi}>0 ein (rechts-, links-) stetiger Prozess, so ist {X;};>0 separabel. Jede

abzdhlbare, dichte Teilmenge S von [0,00) ist separierend.

b) Sei S C [0,00) abzihlbar, dicht, und

1 p—
Xt: ) U t?
0, U#t,

wobei P(U=u)=0 VY u>0. Dannist {X;};>¢ nicht separabel, aber es gibt
eine separable Modifikation {)}t}tzo )

Bemerkung 8.1. Sei {X;};>¢ separabel und S C [0,00) separierend. Dann gilt fiir
jede (offene) Teilmenge I C [0,00) und fiir beliebiges ¢y € [0,00) :
a) infX, = inf Xg, supX;, = sup Xg;

tel selns tel selnsS

b) lim X; = lim X, limX; = lim X;.
t=to ed =t s

Satz 8.1. (Doob) Sei {X;}i>0 ein reellwertiger stochastischer Prozess. Dann
gibt es eine separable Modifikation {X,}is0.-
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Zunéachst beweisen wir :

Lemma 8.1. Sei {X:}>0 ein reellwertiger stochastischer Prozess
— 35 C0,00) abzihlbar, dicht Yt>0 3 N, € A, P(N;) =0 :
Fir w¢ Ny 3 (s,) CS, sp—t: X, (w) — Xe(w) (n— 00).

Fiir einen beschrénkten stochastischen Prozess {X:}:>o erhalten wir nun die gewiinschte
Modifikation :

Lemma 8.2. Sei {X;};>0 ein stochastischer Prozess auf (S, A, P) mit
a < Xi(w) <b Vt>0 Vwe (JabeR).
Dann gibt es eine separable Modifikation {X,}i=0 von {X,}is0 mit

o < Xw) <b Vt>20 Vwel.

Der Beweis von Satz 8.1 lasst sich auf den beschrankten Fall zuriickfiihren. Allerdings
ist es notwendig, Modifikationen {X,} zuzulassen, die (mit Wahrscheinlichkeit 0)

die Werte 400 annehmen konnen .

Bemerkung 8.2. Gibt es zu einem separablen stochastischen Prozess {X;};>o einen
dquivalenten Prozess {X;};>0 mit stetigen (rechtsstetigen) Pfaden, so besitzt {X;}
eine stetige (rechtsstetige) Modifikation .

Beispiel 2.3 (Fortsetzung) Sei {X:}:>o eine separable Markov-Kette mit Zustands-
raum (X, B) = (N,P(N)) und Ubergangsmatrizen
Aij, 1F]
P(t) = e, A = (a;), a; = v ’
0 (). w = {70

wobei )\ij207 )\“: Z)‘ij7 Z |>\23| SC V.
i j

Interpretation der infinitesimalen Parameter A :

Sei V; die Verweilzeit in dem Zustand, der zur Zeit ¢ eingenommen wird, d.h.

Vi = inf{s>0: Xy s #X;}, inf 0 := 4o00.

Dann gilt :
P(V,>v|X,=14) = e ¥ (v>0),
d.h. V; ist (bedingt) Exp(\;)-verteilt, unabhéngig von ¢!
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