9 Weitere Eigenschaften Brown’scher Bewegungen

Fiir weitere Anwendungen untersuchen wir in diesem Paragraphen mehrdimensionale
Brown’sche Bewegungen, die sogar (im Hinblick auf Martingaleigenschaften) beziiglich

einer Filtration {A;};>0 definiert sind:

Definition 9.1.  FEin stochastischer Prozess {Wt(d)}tzo auf (2, A, P) mit

Zustandsraum — (R%, BY)  heifit  d-dimensionaler Wiener-Prozess — ( oder auch

d-dimensionale Brownsche Bewegung) beziiglich einer Filtration {A;}, (C A),

wenn qgilt:
(i) Wo(d) =0 P-fs, t+— Wt(d)(w) ist stetig Y w ¢ N, P(N)=0;
(i) VO<s<t: Wt(d) — W st unabhdngig von Ay ;

(i) VO<s<t: PWt(d)_WS(d) = N(0,t—s)®---® N(0,t —s) (d Faktoren),

wobei N(0,h) die Normalverteilung mit E.W. 0 wund Varianz h bezeichnet;

(iv) Wt(d) ist Ai-messbar YV t>0.

Bemerkung 9.1.
a) Jeder (reelle) (Standard-) Wiener-Prozess {W;},, besitzt eine Modifikation

{Wt}tzo, die ein Wiener-Prozess ist beziiglich der kanonischen Filtration {A{},5,
mit AY = A(W,; s < t). Hierbei kann o.E. angenommen werden, dass die {iblichen

Bedingungen gelten :

N = {NCcQ| FA€eA NCA, P4)=0 c A V>0

,Augmentation®
(ii% A? = N AY Vt>0 ,Rechtsstetigkeit®;
s>t

b)) VneN e, =cu(d): E|W?P |2 = ¢, hn

= 3 Modifikation {/th(d)}tzo des d-dimensionalen Wiener-Prozesses mit P-f.s.
Holder-stetigen Pfaden der Ordnung ~ < % ;

c) {Wt(d)}tzo d-dimensionaler Wiener-Prozess beziiglich {A;},~,

= {Wt(d)}tzo = {Wt(odlt—Wt(Od)}tZO ist d-dimensionaler Wiener-Prozess beziiglich
{Aidizo = {Atorthizo;

d) Mit {Wt(d)}tzo ist auch {—Wt(d)}tzo d-dimensionaler Wiener-Prozess beziiglich
{At}tzo?
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e) Ist {Wt(d)}tzo ein d-dimensionaler Wiener-Prozess, W% = (Wl,..., W), sosind
die {W/ }e>o eindimensionale Wiener-Prozesse (j = 1,...,d) beziiglich derselben

Filtration.

f) {Wt(d)}tzo d-dimensionaler Wiener-Prozess beziiglich {A},-,

—  Cov( s(d),Wt(d)) = DiagP(sAt,...,s\t).

Brown’sche Bewegungen fiihren zu einer Vielzahl von Martingalen. Hierzu eine Reihe

von Beispielen :

Satz 9.1. {VVt(d)}tZO sei ein  d-dimensionaler Wiener-Prozess beziiglich { A}, -

Dann gilt:

a) {| W |2 —dt} ist ein Martingal beziiglich {A:};>¢;

t>0

2

(i : imagindre Einheit) .

2
b) { exp (z (u, Wt(d)> +t M) }t>0 ist ein Martingal beziiglich { A},

Bemerkung 9.2. Ein Satz von Lévy (1948) besagt sogar, dass sich reelle Brown’sche

Bewegungen durch Martingaleigenschaften charakterisieren lassen :

Sei {X:}>o ein quadratintegrierbarer stochastischer Prozess mit P-f.s. stetigen Pfaden.
Sind dann  {X;},5, und {X? —t},5, Martingale beziiglich {A;},5,, soist {Xi},5
ein (reeller) Wiener-Prozess beziiglich {A;},5¢ -

Das Fluktuationsverhalten von Wiener-Prozessen lasst sich fur ¢t — oo und ¢ — 0 sehr

genau beschreiben. Wir erinnern hierzu an das Gesetz vom iterierten Logarithmus:

Satz 9.2. Sei {W,},> ein reeller Wiener-Prozess. Dann gilt:

: Wi
1 ———— = +1 P-fs
2) Tliljp 2tloglogt * )
o Wi
1 f ——— = -1 P-fs
e V2tloglogt )5
|44
b) limsup ————-— = +1 P-fs.
=0+ /2tloglog 1

lim inf

W,
=0t [atloglog 2

= —1 P-fs.
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Bemerkung 9.3.
a) Es geniigt, die 1. Aussage in a) zu beweisen, denn mit {W;},5, sind
auch {—=W,;},5, {tw(%)}po’ {_tw(%)}po’ (0W (}) :=0) wieder Wiener-
Prozesse.

b) Satz 9.2 b) zeigt, dass die Ordnung % der Holder-Stetigkeit des Wiener-Prozesses
nicht zu $46 (§ > 0) verbessert werden kann (vgl. auch Bauer (2002), Satz 47.3).

c) Als Korollar ergibt sich, dass die Pfade des (d-dimensionalen) Wiener-

Prozesses  P-f.s. nirgends differenzierbar sind. Insbesondere sind die Pfade

P-f.s. von unbeschréankter Variation auf jedem kompakten Intervall [0,¢] (¢ > 0).
Es gilt ndmlich (vgl. Bauer (2002), Satz 47.6):

Sei {Wt(d)}tzo ein d-dimensionaler Wiener-Prozess, 0 < s < t fest, und sei
Z:=(s=t <t <---<t, =t) eine Unterteilung von [s,t] der Feinheit

Dann gilt fir 6(Z) — 0 :

n
d d 12 2
Ve o= > WO -wO T S dt-s).
j=1
Sprechweise: Man sagt, dass der d-dimensionale Wiener-Prozess ein Prozess ist

mit endlicher quadratischer Variation (iiber jedem Intervall [s,t]). Letztere ist
gleich d(t—s)!

Korollar 9.1. Seien {Wt(d)}tzo, 2Z wie oben und
M N @ @ _
vy = Zl|Wtj W2, Mz = max [W, -
]:

Dann gilt: Vz < Mz VZ(ZI), aber sup Vz(l) = 400 P-fs.
Z

Da d-dimensionale Brown’sche Bewegungen unabhéangige, stationare Zuwéachse besitzen,

gentligen sie der schwachen Markov-Eigenschaft beziiglich der kanonischen Filterung

{AV}so = {AWD: s < t) o, dh, esgilt fir 0<s<t, BeB:
PWeB|AY) = P_(W?, B),

S

wobei Py(z,B) = P(W,Ed) +x € B) die kanonische Faltungshalbgruppe von Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten bezeichnet.
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Wir werden sehen, dass sich diese Eigenschaft auch auf zufallige Zeitpunkte tibertréagt.

Satz 9.3. {Wt(d)}tgo set ein d-dimensionaler Wiener-Prozess mit stetigen Pfaden
beziiglich einer Filterung {A;},o, die den iiblichen Bedingungen geniige.

Dann gilt fiir jede Stoppzeit T beziiglich {Ai},~o und jedes h >0, B € B

P(WT(f?h €B ‘ A) = Ph(W(d) B) P-fs. auf {T < oo},

T )

d.h.

P(AN{WY, eB}) = /Ph(wﬁd>(w),3) dP(w) VY Ae{r<oo}nA,.

Bemerkung 9.4. Mit denselben Beweismethoden lasst sich zeigen :

Satz 9.4. {I/Vt(d)}t20 set ein d-dimensionaler Wiener-Prozess mit stetigen Pfaden
beziiglich der Filterung {A;}i>0, die den iblichen Bedingungen geniige, und T sei
eine Stoppzeit mit P(T < oo) =1. Setzt man

ii?d) o { Lviﬁl'_'vv}v auf {T <:OO}7

0, sonst ,

so ist {/Mz(d)}tzo wieder ein  d-dimensionaler Wiener-Prozess ( beziiglich seiner
kanonischen Filterung) und unabhdngig von A,, d.h., A, und A(Wt(d);tZO)

sind unabhdngige o-Algebren .

Folgerungen. Sei {W,},, ein reeller Wiener-Prozess mit stetigen Pfaden :

a) Fir a € R betrachte man 7, :=inf{t > 0: W, =a}. Dann gilt:

P(r, <t) = 2P(W; > |a|]) = “E /| e 2 dx.

b) Fiir M;:= sup W; und a >0 gilt das folgende , Spiegelungsprinzip“:

0<s<t

Sei B C (—o0,a], B € B', und B=2u—B (,,Spiegelbild“), so folgt

P(W, € B,M, >a) = P(W, € B), insbesondere

P(M;>a) = 2P(W; > a).
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c) Sei nun {Wt(d)}tgo ein d-dimensionaler Wiener-Prozess mit stetigen Pfaden und

T, = inf{tzo: ‘Wt(d)|=7’} (r >0, fest),

die ,Zeit des ersten Durchgangs durch die Sphire* S, = {z € R?: |z| =r}.

Wegen der Stetigkeit der Pfade erhalt man
- ) (d)
T, = 1nf{t20. ‘Wt |>7“}
=)

und somit ist 7. eine Stoppzeit bzgl. der augmentierten kanonischen Filterung.

Wir zeigen :

Insbesondere gilt daher P(7, < oc0) = 1.

Abschlieflend untersuchen wir noch die Erstaustrittszeiten von eindimensionalen Wiener-

Prozessen mit stetigen Pfaden aus offenen Intervallen (a,b) mit a <0 < b (vgl. die
Skorohod-Einbettung): Sei

T = T(a,b) = 1nf{t20 VVt%(aab)}

Dann gilt: 7 ist Stoppzeit beziiglich der augmentierten kanonischen Filterung mit

ET = |ab|,

Bemerkung 9.5. Allgemeiner erhilt man fiir jede integrierbare Stoppzeit eines reellen
Wiener-Prozesses beziiglich der augmentierten kanonischen Filterung und mit stetigen

Pfaden die Beziehungen :

EW, =0 und EW? = ET.

37



