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Aufgabe 4.1 (mindlich)  [Convergence of Types]

Gegeben seien eine Folge reller Zufallsvariablen {M,,},en sowie zwei positive reelle Folgen {ay, }nen
und {b,}nen. Flirein M€ N und n — oo gelte

anM, — by =G und  anM,» — by, - G,
wobei G eine nicht-degenerierte Zufallsvariable bezeichne. Zeigen Sie, dass fiir n — oo gilt:
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Aufgabe 4.2 (2+2 Punkte)  [Bedingter Erwartungswert bei Zerlegungen]

Die Zufallsvariable X auf (£2,.A, P) sei nicht-negativ oder P-integrierbar und {C;}jen C A sei eine
disjunkte Zerlegung von ©Q mit P(C;) >0 firalle j € N.

a) Zeigen Sie, dass fiir die von {Cj}jcn erzeugte Teil-o-Algebra C = A(C;: j € N) gilt:
¢c={>¢;|scn}.
jeJ

b) Bestimmen Sie eine Version von E(X|C).

Aufgabe 4.3 (4 Punkte) [Bedingter Erwartungswert]

Sei (2,4, P)=(R% B2 N(0,1I)), also P= f\? mit

flu,v) = %exp (— (u2 +v2> /2) , u,v€R,

und sei X : (R?,B?) — (R,B) P-integrierbar. Geben Sie eine Version von E(X|C) an fiir
C:i={CeB|(uv)eC & (~uv)€C}.

Aufgabe 4.4 (242 Punkte) [Projektionseigenschaft, bedingte Varianz]

Sei (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, C eine Teil-o-Algebra von A und X € £3(Q, A, P).
Zeigen Sie:
a) [|[X — E(X[C)|l2 = minyer2ae,p) | X — Y2, das heiBt, E(X|C) ist die Projektion von X
auf den Teilraum £2(Q,C, P) der C-messbaren Zufallsvariablen in £2(2, A, P).
b) Var(X) = Var(E(X|C)) + E(Var(X|C)), wobei Var(X|C) := E(X?|C) — (E(X]C))? P-fs.
Insbesondere gilt: Var(X) > Var(E(X|C)).
Hinweis: Verwenden Sie die Jensen-Ungleichung (Eigenschaft 14 auf Seite 30 des Skripts).



