Prof. Dr. Josef G. Steinebach Sommersemester 2014

6. Ubungsblatt zur Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitstheorie 11
Abgabe: Mittwoch, den 28.05.2014, um 09:55 Uhr in Seminarraum 1

Aufgabe 6.1 (mindlich)  [Stoppzeiten]

Beweisen Sie die Aussagen in Beispiel 9.1 a) bis d) der Vorlesung.

Aufgabe 6.2 (5 Punkte) [Doob-Zerlegung]

{Y.}nen sei eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) mit
Var(Y,) = 02 (n € N). AuBerdem sei {(S,, An)}nen, ein Martingal, wobei

Su=1" and A, = D n=0,
?zlyia nZL A(Yl,---7Yn), 7121

n =0,

Zeigen Sie:
a) Es existiert genau dann eine Folge (an)nen reeller Zahlen derart, dass {5721 > ai}neNo
(Z?zl a; :=0) ein Martingal beziiglich {A,}nen, definiert, wenn gilt:
E (Yfﬂ‘ An) =any1 =02, Pfs. YneN,. (%)

b) Die Bedingung in a) ist insbesondere dann erfiillt, wenn {Y},},en eine unabhingige Folge ist.

c) Unter (x) ist {S2},en ein Submartingal beziiglich {A,,},en mit Kompensator { X0 sz}nEN’
wobei man mit den Bezeichnungen aus Satz 8.1 der Vorlesung die dortige Folge {Z,}nen als
Kompensator des Submartingals {(X,,A,)}neny bezeichnet.

Aufgabe 6.3 (4 Punkte) [Martingale]

Sei {(Xn,An)}nen ein Martingal auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (92, A, P) mit |X;| < C und
| Xnt1 — Xn| <C firalle n>1 undein C >0. Sei weiter 7: Q — N eine Stoppzeit beziiglich
{An}tneny mit ET < oo. Zeigen Sie: X, ist integrierbar mit EX, = FX;.

Aufgabe 6.4 (3 Punkte) [Optional Stopping]

Sei {(Xn,An)}nen, ein Supermartingal auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) mit Xy =c¢
und 0 < X,, <d firalle n €N (¢,d >0, fest). Zeigen Sie, dass fiir jede P-f.s. endliche Stoppzeit
7: Q— Ny beziglich {A4,}nen, gilt: P(X; =d) <c/d.



