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Aufgabe 6.1 (mündlich) [Stoppzeiten]

Beweisen Sie die Aussagen in Beispiel 9.1 a) bis d) der Vorlesung.

Aufgabe 6.2 (5 Punkte) [Doob-Zerlegung]

{Yn}n∈N sei eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) mit
Var(Yn) = σ2

n (n ∈ N). Außerdem sei {(Sn,An)}n∈N0 ein Martingal, wobei

Sn =
{

0, n = 0,∑n
i=1 Yi, n ≥ 1,

und An =
{
{∅,Ω}, n = 0,
A(Y1, . . . , Yn), n ≥ 1.

Zeigen Sie:

a) Es existiert genau dann eine Folge (an)n∈N reeller Zahlen derart, dass
{
S2
n −

∑n
i=1 ai

}
n∈N0(∑0

i=1 ai := 0
)

ein Martingal bezüglich {An}n∈N0 definiert, wenn gilt:

E
(
Y 2
n+1

∣∣∣An) = an+1 = σ2
n+1 P -f.s. ∀ n ∈ N0. (∗)

b) Die Bedingung in a) ist insbesondere dann erfüllt, wenn {Yn}n∈N eine unabhängige Folge ist.

c) Unter (∗) ist {S2
n}n∈N ein Submartingal bezüglich {An}n∈N mit Kompensator

{∑n
j=1 σ

2
j

}
n∈N,

wobei man mit den Bezeichnungen aus Satz 8.1 der Vorlesung die dortige Folge {Zn}n∈N als
Kompensator des Submartingals {(Xn,An)}n∈N bezeichnet.

Aufgabe 6.3 (4 Punkte) [Martingale]

Sei {(Xn,An)}n∈N ein Martingal auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) mit |X1| ≤ C und
|Xn+1 −Xn| ≤ C für alle n ≥ 1 und ein C > 0. Sei weiter τ : Ω→ N eine Stoppzeit bezüglich
{An}n∈N mit Eτ <∞. Zeigen Sie: Xτ ist integrierbar mit EXτ = EX1.

Aufgabe 6.4 (3 Punkte) [Optional Stopping]

Sei {(Xn,An)}n∈N0 ein Supermartingal auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) mit X0 ≡ c
und 0 ≤ Xn ≤ d für alle n ∈ N (c, d > 0, fest). Zeigen Sie, dass für jede P -f.s. endliche Stoppzeit
τ : Ω→ N0 bezüglich {An}n∈N0 gilt: P (Xτ = d) ≤ c/d.


