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Aufgabe 7.1 (mindlich)  [Martingale]
Sei {(Xn, An)}nen ein Martingal mit Xo=0 und EX2 <oo Vn€N. Zeigen Sie:

EX?
P(max Xi20) < gty (020,

Aufgabe 7.2 (3 Punkte) [0-1-Gesetze]
Seien (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {A,},en eine Filtration. Zeigen Sie:
a) Gilt A4, 1 Ax und A€ Ay, dannfolgt E(Ia|A,) — 14 P-fis. (0-1-Gesetz von Lévy).

b) Folgern Sie hieraus das 0-1-Gesetz von Kolmogorov (siehe den Satz 18.2 im Skript der Vorlesung
+Wahrscheinlichkeitstheorie, WS 2013/14).

Aufgabe 7.3 (5 Punkte) [Doob's Upcrossing-Lemma]
Seien {(X,,An)}nen ein Submartingal, a < b, reell, und Uxla,b]: Q@ — Ny (N € N) definiert
durch

Unla,b =sup{k >1: 31 <o <m <0< <op <7 <N mit X, <a, X;; >2b Vj},

wobei sup () := 0. Uy[a,b] heiBt die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen (“upcrossings”) des
Intervalls [a,b] durch die Folge Xi,...,XpN. Zeigen Sie:

E(XN — a)+

E(Unfa,b) < =5 —

Hinweis: Zeigen Sie zunachst, dass es sich fir 79 := 0 bei o; = inf{j > 7,1 : X; <a} AN,
7 =inf{j >0;: X; >0} AN (i=1,2,...) um Stoppzeiten handelt.

Aufgabe 7.4 (4 Punkte) [SLLN fir Martingaldifferenzen]

Beweisen Sie das starke Gesetz der grofien Zahlen (SLLN) fir Martingaldifferenzenfolgen gemaB
Beispiel 10.1 der Vorlesung.



