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Aufgabe 8.1 (mindlich)  [Inverses Submartingal]

Konstruieren Sie ein Beispiel fiir ein inverses Submartingal {(X,,A,,) }nen, dessen Grenzvariable X
P-f.s. endlich ist, fir die jedoch gilt: E|X(| = oo.

Hinweis: {(X,, A,)}nen heiBt inverses Submartingal, falls in Definition 10.1 der Vorlesung die
Bedingungen (i)—(iii) gelten, aber ,>" in (iv).

Aufgabe 8.2 (4 Punkte) [Markovkette]

Seien (X, P(X)) ein abzahlbarer Messraum und {X,, },cn, eine Folge von (X, P(X))-Zufallsvariablen
auf (2, A, P). Zeigen Sie, dass {X,}nen, genau dann eine Markovkette beziiglich der Filtration
{A(Xo0,...,Xn)}nen, ist, wenn fir alle ig,...,in41 € X, n €N, mit P(X, =ip,...,X0=1p) >0
gilt:

P(Xpi1 =tnt1 | Xn =tn, ..., Xo =10) = P(Xpt1 = int1 | Xn = in).

Aufgabe 8.3 (5 Punkte) [Von weiBem Rauschen erzeugte homogene Markovketten]

Seien X' und Y abzihlbare Mengen undsei f: X'xY — X eine Abbildung. Sei weiter {Y},},en eine
Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit Werten in ). Man definiert nun fiir eine gegebene Zufallsvariable
Xo mit Werten in X' rekursiv eine Folge von Zufallsvariablen {X,,},en durch

Xny1 = f(Xn7Yn+1) fur n € Np.

Beweisen Sie, dass { X, }nen, eine homogene Markovkette bildet und bestimmen Sie die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten p(x,y) = P(Xp41 =y | X, =) fur z,y € X.

Aufgabe 8.4 (4 Punkte) [Starke Markoveigenschaft]

Sei {Xy,}nen, eine homogene Markovkette mit abzéhlbarem Zustandsraum X. Weiterhin sei T;, =
inf{n >1: X,, =y} fur y € X. Zeigen Sie, dass gilt:

Po(Xn=y) =Y Pu(Ty=k)Py(Xp_p=y) fir z,yeX.



