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Aufgabe 12.1 (miindlich, 242 Punkte) [bedingte Varianz|
Seien X,Y reelle Zufallsvariablen mit existierendem bedingten Erwartungswert E(Y|X). Die be-
dingte Varianz von Y unter X ist definiert als:

Var(Y|X) := BE((Y — E(Y|X))?|X).

Interpretieren Sie die bedingte Varianz am Beispiel einer 2-dimensionalen Verteilung mit positiver
stetiger Dichte (miindliche Aufgabe) und zeigen Sie:

a) Var(Y|X) = E(Y?|X) - E(Y|X)?,
b) Var(Y) = E(Var(Y|X)) + Var(E(Y|X)).
Bemerkung: Analog gilt:
a) Cov(Z,Y|X):= E((Z - E(Z|X)(Y — E(Y|X))|X) = E(ZY|X) — E(Z|X)E(Y|X),
b) Cov(ZY) = E(Cov(Z,Y|X)) + Cov(E(Z|X), E(Y|X)).

Aufgabe 12.2 (1+2+44+1 Punkte) [AR(1)-Zeitreihen mit ARCH(1)-Fehlern)]
Sei {Y}, }nez (schwach) stationére Losung der Differenzengleichung

Yn:,u‘i’qbynfl“‘ena V’I’LEZ, |¢’ <1’

wobei {&, }nez eine schwach stationire ARCH(1)-Zeitreihe ist (mit Parametern w und «, vgl. Ka-
pitel 14). Seien weiter F,, := 0{Y,,,Yy—1,...} und F,, := o{en,en_1,...}. Zeigen Sie:

(€n|Frn) = 0 und Var(e,|Fpp) = w2 4 ahe? |, VneZ, h>0,

a l—«

) E
b) E(Y,|Fn-n) = E(Y,) +op(1) fiir h — oo,
c) Cov(Yy, Yotk Frnon) = Cov(Yy, Yiik) +o0p(1) fiir h — oo, k € Z.
)

d) Vergleichen Sie Var(e,|F,_1) und Var(Y,|Fn_1).



