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Aufgabe 20 (mündlich) [Vorhersage von MA(1)-Zeitreihen]

Die Zeitreihe {Xn}n∈Z sei durch die Gleichungen

Xn = en + βen−1, {en}n∈Z ∼WN(0, σ2),

mit |β| < 1 gegeben. Zeigen Sie, dass

lim
n→∞

E(Xn+1 − X̂n+1)
2 = σ2

für die beste lineare 1-Schritt-Vorhersage X̂n+1 gilt.

Hinweis: Betrachten Sie hierzu den Innovations-Algorithmus.

Aufgabe 21 (3 Punkte) [Projektionen]

Sei {Xj}j∈Z eine zentrierte, stationäre Zeitreihe mit Spektralfunktion F und zugehörigem

Prozess {Z(λ)}λ∈[−π,π] mit orthogonalen Zuwächsen. Sei weiter

I(g) =

∫
(−π,π]

g(λ) dZ(λ), g ∈ L2(F ),

sowie Mn := sp {Xj | j ≤ n} und Nn := sp {eij· | j ≤ n}. Zeigen Sie:

PMnXn+h = I
(
PNne

i(n+h)·).
Aufgabe 22 (6 Punkte) [Vorhersage von ARMA(p,q)-Zeitreihen im Frequenzbereich]

Sei {Xj}j∈Z eine kausale und invertierbare ARMA(p,q)-Zeitreihe gegeben durch die Gleichungen

a(B)Xj = b(B)ej , j ∈ Z.

Sei weiter f(λ) = |g(λ)|2 die Spektraldichte von {Xj}j∈Z mit

g(λ) =
σ√
2π

∞∑
k=0

cke
−ikλ, λ ∈ [−π, π],

und c(z) =
∑

k ckz
k = b(z)/a(z) für |z| ≤ 1.

Bestimmen Sie X̂n+h durch Vorhersage im Frequenzbereich.

[bitte wenden ]



Aufgabe 23 (3 Punkte) [1-Schritt-Vorhersage]

Sei {Xn}n∈N eine reelle, stationäre, zentrierte Zeitreihe mit Autokovarianzfunktion

γ(h) =
(
1
2

)|h|
, h ∈ Z.

Sei weiter (0.5, 0.7, 0.6) eine Realisation von (X1, X2, X3). Berechnen Sie die 1-Schritt-

Vorhersage x̂4 = x̂4(x1, x2, x3) sowie den Vorhersagefehler v4

a) über Inversion der Kovarianzmatrix Γ3 ;

b) mittels des Durbin-Levinson-Algorithmus.


