7 Vorhersage bei stationaren Zeitreihen

Vorhersageproblem : Aus einem ,, Abschnitt“ Xi,..., X, einer reellen stationiren

Zeitreihe sollen die ,, zukiinftigen © Werte X; (¢ =n+1,n+2,...) vorhergesagt werden.

Optimalitéitskriterium : Bestimme X, = X,(Xy,...,X,,) derart, dass

5 5 Lo
1X; — X3l = {E|X; — X,[2}Y? = min (t>n+1).

Wird X, in einem (geeigneten) abgeschlossenen Teilraum M von £2(P) bestimmt,

so bedeutet dies:

(71) Xy=PuX; (t>n+1),

wobei Py, die Projektion auf M bezeichnet.

Projektionen in Hilbert-Raumen
Sei H Hilbertraum mit Norm |[|-|| und Skalarprodukt (-, ) undsei M ein (bzgl

| - || ) abgeschlossener Teilraum. Dann gilt :

1) M+ ={x e H|(x,y) =0 Vye M} ist ein abgeschlossener Teilraum (gilt fiir
beliebige Teilmengen M von H);

2) Ve eH Ty (eindeutig) 2 e M: ||z —2| = mﬂ lz —yl|;
yE

T =: Py x heiit Orthogonalprojektion von z auf M und ist charakterisiert

durch die Bedingungen :
(72) 2€M und x—3¢e€ M

3) Eigenschaften der Projektion :

a) Py : H — M st linear und stetig;
b) [[zl* = |2]]* + [l — 2[|*;
c) teM < Pyr==x,

reEMt <= Pyz=0;

d) My Cc My <— PyPur=Puyxr VreH.
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Aus praktischen Griinden beschréankt man sich beim Vorhersageproblem i.A. darauf,

beste lineare Vorhersagen zu finden, d.h. man finde

n
X, = &+ Zéij derart, dass
j=1

I |

Xt—XtHLQ(P) = min (t>n).

Hier also: H = L*(P), (X,Y)=EXY, | X|* = EX?,
M=[1,X1,...,X,}] (abgeschlossen).

Sei nun {X,} relle stationére Zeitreihe mit E.W. m und acv.f. ~(+)

— {X,, —m} zentriert und stationir mit acv.f. 7(-).

Es gilt: P[{l,Xl ..... X0} Xpin=m+ P[{lem ..... Xn—m}] (Xn+h — m)

Daher o.E. im Folgenden: ‘m =FX, = O‘

1-Schritt-Vorhersage (h =1)

A~

Es gilt: X1 =1 Xn+ ...+ cpnXy, wobei wegen (7.2) gelten muss:

(7.3) < ch,j Xn+1-j, Xn+17k> = <Xn+1, Xn+1fk> (k=1,...,n),

Jj=1
~

J

g

Xn+1

d.h.

(7.3) Zc,m-*y(j—k) = qk) (k=1,...,n).

Setzt man I, = ((’y(j — lf)))jk:1 L Tn = (fy(l), . ,*y(n))T und ¢, = (Cpts -y Con)

.....

so schreibt sich (7.37) in Matrixform als:

(7.37) T'yen = v (¢, nicht notwendig eindeutige Losung) .

Falls I',, regular: cn =1 L,

Satz 7.1. Sei {X,} zentrierte stationdre Zeitreihe mit acv.f. v(-). Falls v(0) >0
und v(h) = 0 (h — o), so ist die Kovarianzmatriz T, von (Xy,...,X,)" requlir
VneN.
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Unter den Voraussetzungen von Satz 7.1:

n

Xny1 = E Cn,an+1—j

J=1

mit ¢, = (Cp1y---,Cnn) gemidB (7.37) ist beste lineare Vorhersage von X, ,; mit

Vorhersagefehler (m.s.e.)

~

(74) Up = E(Xn+1 - Xn+1>2 = 7(0) - 7; F:Ll Tn -

h-Schritt-Vorhersage (h > 1)

Entsprechend ist
5 h
Xogn = ZC;j) XnJrlfj
j=1

beste lineare Vorhersage, wobei AP = (cﬁf‘}, N cﬁf‘,l)T Losung ist von

.
(75) T =~ 4= (), y(h+1),...,y(n+h+1)) .

Bemerkung 7.1. Die Linearkoeffizienten c¢,; (bzw. cg})) aus (7.3”7) (bzw. (7.5))
kénnen rekursiv bestimmt werden, ohne die Matrix I',, zu invertieren (grofier numeri-

scher Vorteil!) :

Durbin-Levinson-Algorithmus :

Sei {X,}jez zentrierte stationére Zeitreihe mit acv.f. ~(-), fiir die ~(0) > 0 und
v(h) =0 (h — o0) gilt. Die Koeffizienten c¢,; aus (7.3”) und Vorhersagefehler wv,

aus (7.4) geniigen den Rekursionsformeln:

7(1)
cig = —= , v=70),
7(0)
n—1
Chn = {7(”) - Cn—1,5 ’}/(TL - j)}/vn—l 5
j=1
Cn,1 Cpn—1,1 Cpn—1,n-1
- Cnn 5
Cnn—1 Cn—1n-1 Cn—1,1
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und
_ 2
Vp = Vp1 (1 —cp,)-

(vgl. Brockwell & Davis (1991), Proposition 5.2.1).

Der folgende Algorithmus ist allgemeiner anwendbar und kann auch bei nicht-stationéren

Zeitreihen eingesetzt werden. Wir setzen dann

V(jak):COU(XﬁXk)) j,k’GZ.

Innovations-Algorithmus :

Sei {X,};jez zentrierte Zeitreihe mit Kovarianzfunktion ~(j,k) = EX;X; und sei

Dann ergeben sich die 1-Schritt-Vorhersagen Xn-i—l und ihre Vorhersagefehler v, =
E(Xu 1 — Xnﬂ)z wie folgt :

. 0 , n=0,
7.6 X, = n N
0 o Z:ldn,j (Xn+1*j - XnJrlfj) , n>1 .,
J:
wobel
(0 = (1),
1 k—1
(77) dn,nfk = U—k (’7(77/ + 17 k + 1) — Z kog,j dn,nfj U]> , k= O’ N 1 ,
§=0
n—1
Up = y(n+1,n+1)— ]Z::Od%’n_jvj )

Beispiel 7.1. (Vorhersage von MA(1)-Reihen )
Xo=entBent, {eatnez ~ WN(0,0%).
Hier gilt: v(j,k) =0 ([ —k[>1), ~(j,5) = 1+ 8%, (j,j+1) = po>.

Der Innovations-Algorithmus liefert (rekursiv):

Vo - (1+62)02 )
dp; = 0 , J=2,....n,
1
dn,l = 602 )
Un—1
v, = {1+ﬁ2——5202}02
n—1



Setzt man 7, = v,/0?, so erhilt man die Rekursion
XnJrl = ﬁ(Xn - Xn) /7"”,1 [ = dn,l(Xn - Xn)}
mit ro =1+ 0%, r, =14+ 5%>— (6%*/rn_1) (n=1,2,...).

Numerisches Beispiel : Vorhersage von 1z aus den Werten xy,...,x5 einer

MA(1)-Reihe mit 8= —-0.9, 0?2 =1:

n Tny1 j:n—i—l T'n

0 —258 0.00 1.810

1 1.62 1.28 1.362

2 —-096 —-0.22 1.215

3 262 055 1.144

4 —-136 —-1.63 1.102

d —-0.22  1.075
L (n o)
1

h-Schritt-Vorhersage (h >1): Setze XnJrh = Py, Xt -

R n+h—1
(7.8)  Xppn = Z Apyn—1 (XnJrhfj_XnJrhfj) mit
i=h
’ . n+h—1
A 2
(7.9)  vpen = E(Xpsn — Xogn)” = y(n+h,n+h) — Z Ao h 1 Unsny s
j=h

wobei die d,; wieder geméf (7.7) bestimmt sind.

Rekursive Vorhersage bei kausalen ARMA (p, q)-Reihen

Der Innovations-Algorithmus kann direkt auf ARMA(p, ¢)-Reihen angewandt werden,
aber es ergibt sich noch eine erhebliche Vereinfachung nach geeigneter Transformation.
Gelte

a(B)X, = b(B)e,, {e,} & WN(0,6%), B Backward Shift-Operator

mit a(B)=1—aB—-—a,B, a,#0; b(B)=1+bB+--+bB7, by #0.
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Statt {X,} betrachte man zunéchst die transformierte Reihe {Y,}, wobei

1
Y'n, = —Xn 9 n:177r:max(p7Q>’
(7.10) 1
Yn:_a(B>Xn , 7’]/:7"—1—1,....
g

Es gilt: M, =[{X1,.... X} =[{Y1,...,Ya}l,

denn , D “  direkt aus (7.10)
und , C “  rekursiv aus (7.10), =z.B.

XT+1 = O-Y;’—i—l + aer +-- apXr+1—p € [{}/17 s aY;’-f-l}] usw.

Sel nun Xn+1 = PMn Xn+1 s Yn+1 = PMn Y?’H—l .

Die Autokovarianzfunktion 7y () kann gemafl §5 bestimmt werden. Fiir die Kovarian-

zen y(j, k) = EY;Y, (j <k) ergibt sich dann:
(1

F’Yx(j—k) , 1< <k<r;
! | — k p (+7—k 1< < kE<2r:
. g{%((j— )—ZCLWX( +J - )} o Lsysr<ksoar
7(jak>: q =1
Zbgbg+k_j , T<Jj<k (bO - 1) )
(=0
0 , sonst .

\

[Beachte: a(B) X, =b(B)e,, e, R WN(0,0%).]

Der Innovationsalgorithmus (fiir {Y;}) liefert:

)A/nJrl = Z dn,j (YnJrlfj - )A/nJrlfj) , n=1...,r—1,
(T11) { ol :
YnJrl = Z dn,j (YnJrlfj - YnJrlfj) , N >r ’
=1

~

mit d,; und r, = E(Yn+1 — Yn+1)2 gemaf (7.7).

Beachte: d,; =0, falls n>r und j > ¢ wegen (7.7)
und ~y(n,j7) =0, falls n>7r und n—j>q.

1
[Yn - ; (en + blen—l + -+ bqen—q> i|
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Die Xn lassen sich nun aus den Yn wie folgt bestimmen :

Projektion von (7.10) auf M, liefert:

, n=1,...,r

~ 1 -
v, = =X,
(7.12) ?
Yn = - Xn_ Xn— - = Xn— ) >
S S N S

A

(7.127) X, — X,

U(Yn—Yn) Vn=12....

Einsetzen von (7.12)/(7.127) in (7.11) liefert schliefllich:

~

Xn+1 ==

(7.13)

~

Xn+1 ==

Z:ldn,j (Xn-i-l—j - Xn—l—l—j)
j=

9

(T10)—(712)

, 1 <n<r;

q A
a Xy + -+ ap X+ > dy (Xn+1—j - Xn+1—j) , N2>
j=1

Bemerkung 7.2. Zur Vorhersage von X, (n > r) bendtigt man nur die p

Beobachtungen X, ...

, Xn_pt1 sowie die ¢ Innovationen X, —X,,...

( groBer numerischer Vorteil!) .

Beispiel 7.2. (Vorhersage von ARMA(1, 1)-Reihen )

) Xn+1—q_Xn+1—q

Gelte X, —aX,.1=e,+0Be,1, |of <1 (kausal), {e,} 2 WN(0,0?).

(713) =

X =aX, +dui (X, —X,), n>1.

Bestimme d,, 1 : Aus Formel (5.12) erhilt man

x(0) —ayx(l) = *(1+abf+ 57,
x(1) —ayx(0) = 0?8

= x(0)(1-a?)

(r

1)

= o*(1+2af + (%)

1—a?
1+

B

0

(14208 + 32

)

)

Y

j=k=1
J=k=2
j—kl=1;
sonst .
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( 1+ 208+ 32
T = _—
0 1— 042 )
Y i, = 2 ,
Tn—1 9
o= 1482 — i
\ T’TL*l

Diese Gleichungen kénnen leicht nach den r, und d,; aufgelost werden (vgl. Brockwell
und Davis (1991), Problem 5.13).

Vorhersage im Frequenzbereich

Hat man eine Spektraldarstellung einer zentrierten stationdren Zeitreithe {X,},cz mit
Spektralfunktion F' und zugehorigem Prozess {Z(A)}ie[—r» mit orthogonalen Zuwéch-

sen, so definiert das stochastische Integral

Tp) = [ oNdz). g L),
(_7‘—77(]
eine Isometrie zwischen L£2(F) und H = 3p{X,,n € Z} mit
I(e"") = X,, neZ.
[Hier: sp U = kleinster abgeschlossener Teilraum von £*(P) D U.]
Dies macht es moglich, Projektionen (d.h. Vorhersagen) zunichst in £?(F) zu bestim-
men und dann nach #H zu projezieren, denn es gilt z.B. (wegen der Isometrie ) :

(7.14)  Puy, Xppn = I(P il

i(n+h) ')
sp{etd * :—oo<j<n}

?

wobel M, =35p{X,: —oc0o<j<n, jeZ}.

Beispiel 7.3. Sei {X,}.cz eine zentrierte stationdre Zeitreihe mit Spektraldichte f

auf [—m, 7], wobei
fA) =0, 1<)\<m7.

Wegen |1 —e ™| <1 fiir |\ <1 erhélt man:

42



gleichmifig in A € [~1,1], aber auch in L£2(F), da wegen |1 —e ™| < 1 und
der endlich geometrischen Reihe die N-ten Partialsummen gleichméaflig beschrankt und
damit integrierbar (bzgl. F') sind, so dass der Satz von Lebesgue auch die £?-Konvergenz
liefert.

Offensichtlich: ™D ¢ 5p{e¥" : —0o < j < n}, also

i(n+1)s _  _i(n+1)-
P@{e” *i—oo<j<n} () = € S )
so dass wegen (7.14) folgt:
PMan+1 = I(ei(n+1)') g n+1 nGZ

Eine direkte Vorhersage von X, ;1 im Zeitbereich (s.0.) wére wesentlich aufwendiger.

Bemerkung 7.3. In Beispiel 7.3 ist X, , perfekt vorhersagbar “ durch die
Werte der Reihe {X; : —oo < t < n} (bis zZt. n). Derartige Prozesse heiflen

,» deterministisch “  (s.u.). Es la8t sich zeigen, dass nicht-deterministische stationére

Zeitreihen eine Zerlegung besitzen
X, =U,+V,, neZ,

wobei {Up,}nez eine MA(co)-Reihe und {V,}nez eine , deterministische “ Zeitreihe

ist, die zu {U,}nez unkorreliert (orthogonal) ist.

Im Beweis dieser Wold-Zerlegung benutzen wir die folgenden Bezeichnungen :

o> = E|X,1 — Py, X (1-Schritt-Vorhersagefehler) |
Mo = N M, (CM:=5p{X;:jel}).

Bemerkung 7.4. {X,},cz heiBt deterministisch, falls 02 =0 bzw. (Aquivalent) falls
X, eM_ o VneZ, dh. M_ =M.
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Satz 7.2. (Wold-Zerlegung) Sei {X,}nez zentrierte stationdare Zeitreihe mit
0> >0. Dann gilt:

oo

(7.15) Xn= ) cjenj+Va,

Jj=0

wobei
(i) =1, > cf<oo;
7=0
(i) f{en} ~ WN(0,0%);
(iii) e,eM, VneZ,
(iv) FE(e Vi) =0 VmneZz;
(v) VoeM_ VneZ;

(vi) {V.} deterministisch.

Ferner sind die Folgen {c,},{e.} und {V,} eindeutig durch (7.15) wund die
Bedingungen (i) — (vi) festgelegt.

Bemerkung 7.5. Man beachte, dass (v) und (vi) nicht identisch sind, da M_,, fiir
{X,}, nicht fiir {V,,} definiert ist.

Der Beweis von Satz 7.2 hat noch gezeigt, dass gilt:

Korollar 7.1. Unter der Voraussetzung von Satz 7.2 ergibt sich:
a) sp{Vj:i—oco<j<n}=M_o VneZ;
b) ans_p{ej:_oo<j§n}@/\/l—oo;

c) ME_=3ple,:neZ};

d) 5p{U;: —oco<j<n}=35p{ej: —oc0o<j<n}, wobei U,= > cjen_;.
=0

Interpretation von (7.15): Man erhélt eine Zerlegung der Zeitreihe in zwei orthogonale
Anteile geméB der Zerlegung in b), dh. M, =3p{e;: —co<j<n} dM_.
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Bemerkung 7.6. Eine stationdre Zeitreihe heifit rein nicht-deterministisch, wenn

M_ ={0}. In diesem Fall gilt:

X, = Z cjen—j, alsoeine MA(oco)-Darstellung
=0
(vgl. z.B. kausale ARMA(p, ¢)-Reihen ).

h-Schritt-Vorhersage: Die Wold-Zerlegung (7.15) liefert

[e. 9]

Py, Xnyn = Z ¢ enih—j + Vorn,
j=h
da epi1, . s lpin I My, Vi e Mo C M,

Vorhersagefehler:  E| X, 1, — Py, Xpon|?

h—1 h—1
_ _ 2 2
= Var( E cjen+h_j) = 0 ¢

Jj=0 Jj=0
[oe) o0
2 2
— O c; = ar CiCpi
j jEn—3 | >
(h—00) - -
Jj=0 Jj=0

d.h., falls {X,} rein nicht-deterministisch ist, so konvergiert der h-Schritt-Vorhersagefehler

gegen die Varianz des Prozesses .
Beispiel 7.4. Betrachte die stationare Zeitreihe
X,=e, +V, nez,
wobei {e,} R WN(0,0%), V L{e,} mit EV =0, EV? < 0.

Da
1 = 1 = £2(P)
— Xonj=— nj+V — V.
N = 7N jzoe it (N—s00)

folgt: VeM, VneZ, also Ve M_,.
Ferner: e, LM; Vj<n, dh e, LM_,.

Fazit: V = Py__ X, ist die deterministische Komponente

und e, = X,, — V die rein nicht-deterministische Komponente

in der Wold-Zerlegung von X, .

Abschlieflende Bemerkung: Die Spektraldarstellung hat sich als sehr niitzlich erwiesen
flir die probabilistsche Analyse von stationdren Zeitreihen. Sie bildet dariiber hinaus ein
wichtiges Hilfsmittel bei der statistischen Analyse, sowohl im Zeitbereich wie auch im

Frequenzbereich der Reihe.
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