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Aufgabe 11.1 (mindlich)  [Lemma von Borel-Cantelli]

a) Seien (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {4, },en C A eine Folge von Ereignissen
mit lim, oo P(Ay) = 1. Zeigen Sie, dass P(limsup,, ,,, An) =1 ist.

b) Konstruieren Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und eine Folge {A,}neny C A mit
Yoo P(A,) =00 und P(limsup, .., An) =p, 0<p <1, d.h., auf die Voraussetzung der
Unabhangigkeit im Lemma von Borel-Cantelli kann i.A. nicht verzichtet werden.

Aufgabe 11.2 (3 Punkte) [Gleichgradige Integrierbarkeit, Konvergenz im r-ten Mittel]
Sei {X,}nen eine i.i.d. Folge reeller Zufallsvariablen auf (2, 4, P) mit E|X;|" < oo (r > 1, fest).
Nach dem starken Gesetz der groBen Zahlen gilt dann:

X, =

S|

ZXi —a:=FEX; P-fs. (n— o).
i=1

Zeigen Sie: X, “5a (n — o0).

Aufgabe 11.3 (4 Punkte)  [Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov|
Seien {X,}nen unabhingige, reelle Zufallsvariablen auf (€2, A, P). Beweisen Sie:

limsup X,, und liminf X,, sind degeneriert, d.h., diese Grenzvariablen sind P-f.s. konstant.
n—00 n—00

Aufgabe 11.4 (5 Punkte) [Starkes Gesetz der groBen Zahlen fiir Erneuerungsprozesse]

Sei {X,} eine i.i.d. Folge reeller, integrierbarer Zufallsvariablen mit EX; = a > 0. Setzt man
Sp=X1+-+X,,n=1,2,..., und Ny:=sup{n >1|51,...,5, <t}, t>0, wobei sup():=0
sei, so gilt:

a) P(Ny<oo)=1 Vt>0.
b) hmt_)()o Nt = O P—fs.

C) llmti)oo Nt/t = 1/a P—fs.



