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12. Ubung zur Numerischen Mathematik I

Aufgabe 1: (Nichtlineare Gleichungen)
Sei die Funktion f gegeben durch

f:R—=R
x> az’ + ¢
mit den Parametern a € R,a > 0, b € N und c € R.
(i) Stellen Sie die Newton-Iteration zur Losung der Gleichung f(z) = 0 auf

(ii) Zeigen Sie: fiir ¢ = 0 konvergiert das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert
(0)
%) e R.

(iii) Lésst sich die Aussage aus (ii) auch auf den Fall ¢ # 0 iibertragen?

Hinweis: Es gibt noch weitere Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungen,
die auch Teil der Klausur sein konnen. Beispielsweise die Fixpunktiteration, das
Sekantenverfahren oder auch das Newtonverfahren in mehr als einer Dimension.

Aufgabe 2: (Direkte Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssysteme)
Es sei das lineare Gleichungssystem Ax = b gegeben, mit

12 3 6
A=(2 5 8|.b=|15
38 29 40

(i) Berechnen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A mit Spalten-Pivot-Suche,
also von der Form LR = PA

(ii) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix A

(iii) Losen Sie das LGS mit Hilfe einer der beiden Zerlegungen (wéhlen Sie
selbst!)

Aufgabe 3:(Iterative Verfahren)
Es sei das lineare Gleichungssystem Az = b gegeben, mit

2 11 4
A={0 2 1],6=3
10 2 3



Uberpriifen Sie, ob das GauB-Seidel-Verfahren und das Jacobi-Verfahren zur
Losung des LGS konvergieren. Fiithren Sie 3 Schritte, ausgehend vom Startwert
2@ =(0,0,0)”, mit einem der beiden Verfahren aus. (Die Wahl ist dabei Ihnen
iiberlassen).

Hinweis: Wir méchten an dieser Stelle noch auf das SOR-Verfahren und einige
interessante und hilfreiche Konvergenzkriterien hinweisen.

Aufgabe 4:(Interpolation)
Interpolieren Sie die Funktion

f:00,3] = R

T sin(gx)xZ

durch ein Polynom p3 dritten Grades in den Stiitzstellen xo =0, x1 = 1, x5 = 2
und x3 = 3. Nutzen Sie dazu einmal die Methode nach Lagange und einmal die
Methode nach Newton. Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse.

Hinweis: Beachten Sie auch noch die Fehlerabschéatzungen fiir die Polynomin-
terpolation. Spline-Interpolation wird hingegen nicht in der ersten, ggf. aber in
der Nachklausur abgefragt.

Aufgabe 5:(Ausgleichsprobleme)
Ein Experiment ergab folgende Daten

(anyO) = (_17 1)> (xhyl) = (072)7 ($2,y2) = (173)7 ($3ay3) = (074)

Sie vermuten einen polynomialen Zusammenhang y = p(z) = az? + bz + ¢ zwi-
schen x und y und einen gewissen Fehler in den Messungen. Bestimmen Sie die
bestmogliche Approximation p im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate.

Hinweis: An dieser Stelle wollen wir auch auf das Thema Abschwéchung des

Losungsbegriffs und auch auf das Thema Pseudoinverse bzw. Moore-Penrose-
Inverse hinweisen.

Aufgabe 6:(QR-Zerlegung)
Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Martix

1
A=10
0

=~ O N
ot O W

Hinweis: Dazu stehen Thnen mit Gram-Schmidt, modifiziertem Gram-Schmidt
und der Householder-Transformation grundsétzlich 3 Methoden zur Verfiigung!

Hinweis:Die Aufgaben 7 und 8 sind fiir die erste Klausur nicht relevant, womdoglich
aber fiir die Nachklausur.



Aufgabe 7:(Spline-Interpolation)

(i) Interpolieren Sie die Funktion f(z) = |z| in den Stiitzstellen zo = —1,
21 = 0 und z5 = 1 durch

(1) einen kubischen Spline s; mit den Randbedingungen

s1(xo) = s7(22) =0

2) einen kubischen Spline sy mit den Randbedingungen
P gung
sy(wo) = f'(w0) , sh(w2) = f'(2)
(3) ein Polynom p vom Grad 4 mit den Randbedingungen
p/(l‘o) = f’(l‘o) ) p'(Iz) = f,(xz)
(ii) Berechnen Sie jeweils die Interpolationsfehler zu f im Intervall [—1, 1] beziiglich

der Maximumsnorm. (||f — $i||o0,? = 1,2 und || f — p||oo)

Aufgabe 8:(Numerische Integration)
Betrachten Sie die Funktion

fi]=m ] =R, f(x)=exp(cos(z)) —exp(—1).

(i) Berechnen Sie das Integral

/[_mr] f(z)dz

mit der zusammengesetzten Trapezregel. Benutzen Sie dabei die Stiitzstel-

s s T 7
len x; € {—71', 9 —5,0, 3 5,71'}.

(ii) Schétzen Sie eine Schrittweite A fiir die zusammengesetzte Trapezregel (mit
dquidistanten Stiitzstellen), fiir die Sie garantieren kénnen, dafi das Integral

/[_mr] f(z)dz

bis auf einen Fehler e < 107% approximiert wird.

Abgabe: Die Bearbeitung dieser Ubung ist freiwillig. Die Ubung wird nicht kor-
rigiert und soll nicht abgegeben werden. Aufgaben von &hnlicher Art konnen,
miissen aber nicht Bestandteil der Klausur sein! Diese Aufgabensammlung erhebt
nicht den Anspruch ein vollstédndiger Leitfaden fiir Ihre Klausurvorbereitung zu
sein!



